Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


4'^ 


-â 


TRAITÉ 


D'ANALYSE 


TOME  111. 


S0SS1       Parti.  —  Imp.  CAUTIIIEn.VILLARS  ET  FILS,  qoal  des  Grands-AOfasUas,». 


COURS  DE  Ll  FACDLTC  DES  SCrEHICES  DE  PIRIS. 

TRAITÉ 

D'ANALYSE 

PAlt 

ÉMII.E  PICARD, 


TOME  m. 


Des  singularités  des  intégrales  dea  é^natlons  différentielles 

Étnde  du  cae   on  la  rariable  reste  réelle  ;   dea  courbes  définies 

par  des  équations  différentielles. 

Équations  linéaires;  analogies  entre  les  équations  algébriques 

et  les  équations  linéaires. 


PARIS, 

GADTHIER-VILLARS  ET  HLS,  IMPRIMEURS-UBRAIRES 

DU     BUBKAU    DES    LONGITL'DES,    DE     l'ÉCOLE     POLÏTECIINIQU  E, 
QuBÎ  d«s  Grandi-AiiguMina,  55. 


QA500 
?58 


INTRODUCTION. 


de  troisième  Volume  contient  les  Leçons  que  j'ai  faites  à 
la  Faculté  des  Sciences  dans  ces  trois  dernières  années.  Il  est, 
comme  je  l'avais  annoncé,  à  peu  près  entièrement  consacré  à 
l'étude  des  équations  différentielles.  On  ne  trouvera  pas  ce- 
pendant, dans  ce  Volume  et  dans  ceux  qui  suivront,  un  ou- 
vrage didactique  sur  ce  sujet  qui  est  immense  ;  bien  des  points 
classiques  ont  été  laissés  de  côté,  et,  à  cet  égard,  le  titre  de 
Traité  d' Analyse ^  s'il  n'était  consacré  par  la  tradition,  se- 
rait assez  mal  choisi.  Le  temps  des  encyclopédies  semble 
passé;  j'ai  eu  surtout  pour  but  d'exposer  dans  mes  Leçons, 
avec  les  préliminaires  nécessaires,  quelques-unes  des  ques- 
tions qui  intéressent  particulièrement  aujourd'hui  les  ana- 
lystes, et  dont  l'étude  peut  être  utilement  poursuivie. 

Il  suffira  d'indiquer  succinctement  les  principales  subdivi- 
sions. L'étude  des  singularités  des  intégrales  des  équations 
différentielles  ordinaires,  qui  trouve  son  origine  dans  le  Mé- 
moire classique  de  Briot  et  Bouquet,  forme  le  sujet  des  pre- 
miers Chapitres.  Cette  partie  importante  de  la  Théorie  a  fait 
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récemment  Tobjel  de  divers  travaux  sur  lesquels  je  m'étends 
assez  longuement,  en  donnant  quelques  applications. 

Le  brillant  développement  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  avait  fait  un  peu  trop  laisser  de  côté  Texa- 
men  du  cas  où  tous  les  éléments  figurant  dans  les  équations 
différentielles  sont  réels.  Sous  Tinfluence  des  travaux  de 
M.  Poincaré  sur  les  courbes  définies  par  des  équations  diffé- 
rentielles, ces  questions  depuis  quelques  années  ont  été  re- 
prises. Je  reviens  d'abord  sur  mes  recherches  relatives  à  di- 
verses méthodes  d'approximations  successives,  en  me  bornant 
pour  le  moment  aux  équations  différentielles  ordinaires,  et  je 
passe  ensuite  aux  travaux  de  M.  Poincaré  sur  les  solutions 
périodiques  et  asymptotiques.  Dans  le  même  ordre  dïdées, 
les  profondes  recherches  de  l'éminent  géomètre,  sur  la  forme 
des  courbes  satisfaisant  à  une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  et  du  premier  degré  et,  en  particulier,  sa  belle 
théorie  des  cycles  limites  trouvent  ici  leur  place. 

Le  reste  du  Volume  est  consacré  à  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires;  c'est  un  sujet  qui  a  fait  depuis  trente 
ans  l'objet  d'un  nombre  considérable  de  travaux.  Je  dirai  seu- 
lement ici  un  mot  sur  une  digression  qui  pourra,  au  premier 
abord,  étonner.  Voulant  étudier  les  analogies  entre  la  théorie 
des  équations  différentielles  linéaires  et  celle  des  équations 
algébriques,  il  m'a  paru  indispensable  de  reprendre  les  théo- 
ries algébriques  pour  faciliter  au  lecteur  la  comparaison; 
c'est  ainsi  que  j'ai  consacré  un  long  Chapitre  à  la  théorie  des 
substitutions  et  aux  idées  fondamentales  introduites  dans  la 
Science  par  Galois.  On  pourra  suivre  ainsi,  j'espère,  avec  la 
plus  grande  facilité,  le  parallélisme  entre  le  groupe  de  Galois 
pour  une  équation  algébrique  et  ce  que  j'ai  appelé  le  groupe 
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de   transformations   d'une  équation  différentielle  linéaire, 
étude  qui  fait  le  principal  objet  du  dernier  Chapitre. 

J'adresse  encore  à  M.  Simart  mes  affectueux  remercî- 
ments  pour  les  conseils  qu'il  m'a  donnés  en  corrigeant  les 
épreuves,  et  qui  m'ont  permis  d'apporter  d'heureuses  modi- 
fications à  ma  rédaction  primitive. 


EMILE  PICARD. 


Paris,  le  25  mars  189G. 
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Page  34,  ligne  la,  en  descendant,  tenir  compte  de  la  note  de  la  page  199. 

Page  36,  ligne  i,  en  remontant,  lisez:  Cette  conclusion  suppose  que  b  n'est  ni 
un  entier  positif,  ni  l'inverse  d'un  entier  positif,  ni  une  quantité  réelle  néga- 
tive, comme  on  le  voit  en  se  reportant  au  §  1.  Sauf  quand  b  est  un  entier  po- 
sitif, l'équation  admettra.... 

Page  33,  ligne  7,  en  remontant,  lisez  p-h'kn—-i  au  lieu  de  p  -^Xin  —  i). 

Page  33,  ligne  7,  en  remontant,  lisez  petits  au  lieu  de  grands. 

Page  34,  ligne  5,  en  descendant,  lisez  §  2  au  lieu  de  §  3. 

Page  37,  ligne  i4,  en  descendant,  lisez  équation  au  lieu  de  intégrale. 

Page  38,  ligne  a,  en  descendant,  mettez  H  au  lieu  de  h. 

Page  49)  ligne  7,  en  remontant,  lisez  z' ^^{x)  au  lieu  de  z'({/,(x). 

Page  6^,  ligne  la.  en  remontant,  lisez  -7-  au  lieu  de  0. 

az 

Page  65.  Différentes  lettres  sont  tombées  qui  se  rétablissent  d'elles-mêmes. 
Page  83,  ligne  la,  en  descendant,  lisez  p  au  lieu  de  P. 
Page  85,  ligne  11,  en  remontant,  lisez  dy^  au  lieu  de  dy. 
Page  95,  ligne  8^  en  remontant,  lisez  9 (-s)  au  lieu  de  9(^). 
Page  109,  ligne  i3,  en  remontant,  lisez  <.o  au  lieu  de  >  0. 

W  W 

Page  109,  ligne  5,  en  remontant,  lisez  -Tj^""*"-'  au  lieu  de      *'*"*« 

Page  lia,  ligne  3,  en  remontant,  il  manque  le  facteur  W^ dans  le  second  membre. 

Page  lia,  ligne  i,  en  remontant,  lisez  -^^  au  lieu  de  -j^* 

K.  iv 

Page  ii4,  ligne  8,  en  remontant,  lisez  c[u'^^^{x)  —  u',^^J^.^^{x)Y  au  lieu  de 

3  W+|(^)-"«+*^-l(^)3• 
Page  i33,  ligne  i4)  en  descendant,  lisez  l'intervalle  au  lieu  de  l'intégrale. 

d*  y       3  ^d*  y 

Page  i44i  ligne  i,  en  remontant,  lisez  ^-^  -{--  y  =  Oj  au  lieu  de  -j-^  -+-  a^  =  o. 

Page  145,  toutes  les  fois  que  le  quotient  -—  se  rencontre  dans  cette  page,  il  doit 

/a 


être  remplacé  par 


'v1- 


d*  u  d*  y 

Page  i5i,  ligne  ii,  en  remontant,  lisez  -7—  au  lieu  de  77-^* 

Page  i65,  ligne  4)  en  remontant,  lisez  â?.  =  ?,(0  au  lieu  de  ^.  —  9{(0- 
Page  169,  ligne  5,  en  remontant,  lisez  première  au  lieu  de  uniforme. 

a  7ï  î  a  it 

Page  i83,  ligne  7,  en  remontant,  lisez  ^r-^  au  lieu  de  -r-- 
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Page  186,  ligne  5,  en  descendant,  remonter  le  t  dans  les  exponentielles. 

Page  188,  ligne  i^,  en  descendant,  lisez  v  au  lieu  de  v. 

Page  191,  ligne  7,  en  descendant,  lisez  yi  au  lieu  de  7*. 

Page  aoo,  ligne  3,  en  descendant,  lisez  up,  au  lieu  de  u\. 

Page  ao2,  ligne  5,  en  rernootaot,  lisez  P,  au  lieu  de  P. 

Page  a  18,  lignes  9  et  10,  en  descendant,  lisez  transformée  de  la  proposée. 

Page  aSi,  ligne  14^  en  remontant,  lisez  y\^  —  a:\\  au  lieu  de  x\^~yY  . 

Page  a34,  ligne  i,  en  descendant^  lisez  a:  =  rcosw  au  lieu  de  x  =  rsinio. 

Page  a^a,  ligne  la,  en  remontant,  lisez  un  cycle  au  lieu  de  une  spirale. 

Page  a4o,  ligne  3,  en  remontant,  lisez  'j^y  au  lieu  de  \^y. 

Page  a46,  ligne  5,  en  descendant,  mettez  le  radical  au  numérateur. 

Page  a6i,  ligne  n,  en  remontant,  lisez 

y^  =-- .?',  f  ^dx  f  u  dx, 
»  . 

1 

y^ssy^  I  z  dx  I  u dx  j    ...   j  w  dx. 

Page  a64,  ligne  i4)  en  remontant,  lisez  Téquation  au  lieu  de  Tintégrale. 

Page  376,  ligne  5,  en  remontant,  lisez  aa^A,  au  lieu  dea^\. 

Page  387,  ligne  4»  en  descendant,  lisez  z  au  lieu  de  6. 

Page  387,  ligne  8,  en  remontant,  lisez  a,,/,' (6)  au  lieu  de  a„/,(Ô). 

Page  399,  ligne  u,  en  remontant,  le  n*  6  doit  être  remplacé  par  (6)'. 

Page  399,  ligne  i,  en  remontant,  placez  P,»  après  le  signe  -h. 

Page  3o4,  ligne  a,  en  descendant,  lisez  prise  de  a,  à  a,  au  lieu  de  a,  à  a^. 

Page  3o6,  ligne  10,  en  descendant,  lisez  S,  au  lieu  de  £,. 

Page  3o6,  ligne  i5,  en  descendant,  lisez  Z,  au  lieu- de  £,. 

Page  3i5,  ligne  8,  en  remontant,  lisez  —■ au  lieu  de ,  . 

®  »     o        »  a(i  — X)'  a(i— J-)» 

Page  3a3,  ligne  la,  en  remont,  lisez  c*  =  —  »  b*  =  —  au  lieu  de  b*=  —^  c'  : 
**  n*  p'  n^ 

Page  3a 5,  ligne  7,  en  descendant,  lisez  c  =  -»  6  =  -  • 
"  "       '  n  p 

Page  339,  ligne  17,  en  descendant,  lisez  r^  au  lieu  de  y»- 

Page  349,  ligne  8,  en  remontant,  lisez  a  au  lieu  de  A. 

Page  35o,  ligne  i,  en  descendant,  lisez  second  membre  au  lieu  de  second  cas. 

Page  35o,  ligne  a,  en  descendant,  lisez  c^  "         -   au  lieu  de  e' 

Page  35a,  ligne  9,  en  remontant,  lisez  imaginaire  au  lieu  de  réelle. 

Page  38i,  ligne  8,  en  descendant,  lisez  dans  Tintégrale  i-^^'  au  lieu  de  i  —  z 

Page  38i,  ligne  4?  en  remontant,  lisez  a^z'^  au  lieu  de  a,;"*. 

Page  386,  ligne  3,  dans  la  note,  lisez  autres  au  lieu  de  centres. 
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CHAPITRE  I. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  Intégrales  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  singulières. 

1.  On  peut,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (t.  II, 
p.  3i6),  rattacher  la  recherche  des  intégrales  d'un  système  d'é- 
quations différentielles  ordinaires  à  l'étude  d'une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles.  Reprenons  l'équation 

OÙ  X,  X| ,  . . . ,  X/,  sont  fonctions  des  n  -+-  i  variables  x^  X\^  . . . , 
Xn-  Nous  avons  démontré  que,  si  les  coefficients  de  cette  équation 
sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ^»,  ^J,  . . . ,  j:^  et  si 

n'est  pas  nul,  il  existe  une  fonction /(^,  x^ ,  j?2j  •  •  •  j  ^n)  satisfai- 
P.  -  III.  I 
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«anl  ii  Vh\n'éêi%hu  ^tt,  bolomorphe  daos  le  voisinage  de  x*,  jtJ,  ..., 
jr*,  f:l  %e,  réduisant  pour  x  =  x^  à  une  fonction  donnée  à  l'avance 

fzWit-mhiui  liolomorphe  dan»  le  voisinage  de  x\.  x\ xJJ. 

Non*  ;jvon«*  d/;dijil  ce  ihéon-me  (voir  l.  II,  p.  3i8)  d*une  pro- 
position pliiH  ^r*néralc.  Si  Ton  a  seulement  en  vue  le  théorème 
Iffi-rn^me,  on  peut,  tout  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées, 
le  démontrer  plus  rapidement  comme  il  suit.  Écrivons  réquation 
non»  la  forme 

Soit,  pour  abréger, 

v.l  Moil,  do  |>Iu«,  la  fonction  'f  nulle  pour  Xi  =.  .  .  =  x„=  o,  ce 
(pii  revient  à  remplacer/ par /augmentée  d'une  constante  conve- 
niilde. 

Si  la  fonction  satisfaisant  aux  conditions  de  Ténoncé  existe,  on 
|)0urni,  ù  Tuide  de  Técpiation  (K),  ofTectuer  son  développement 
Muivant  les  |)uissances  de  x,  Xi,  ...,  x„.  On  aura,  en  effet,  les 
vulours  dr  toutes  les  dérivées  partielles  de /pour 

c\»»t  trailItMirs  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (t.  II,  p.  Sig).  Il  faut 
montrer  que  le  développement  ainsi  obtenu  est  convergent  tant 
que  loîi  modules  des  jr  sont  suffisamment  petits. 

l«tt  dénionslration  de  la  convergence  va  encore  résulter  d'une 
eonq>tti*«ison  avec  un  système  convenable.  Soit  M  le  module  maxi- 
mum dos  X  quand  x  ix^sle  dans  son  plan  à  finlérieur  d'un  cercle 
de  rayon  <i  ayant  l'origine  pour  centre,  et  que  Xj,  x^  •-.,  Xj, 
re*loul  rt^spootivement  dans  leur  plan  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
r«you  A»  Nous  pouvons  prendre  comme  fonction  de  comparaison 


i-i)(- 


M _ 

X\  -~  X*  — ...  -^  ''**  \ 
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Nous  aurons  alors  à  considérer  Téqualion 

ciU M /^-+-  —\ 

dx  ~^    1         x\  I    Xx-^r  *..-{- Xn\\àXi       "'       dxnj' 

et  nous  prendrons  comme  valeur  initiale  de  U  pour  x  =  o 

N 


X\  '  i    •  •  •    I     X/ 


—  \. 


en  désignant  par  N  le  module  maximum  de  cp.  Or  l'existence  de 
la  fonction  U  se  démontre  immédiatement.  On  peut  présumer  de 
suite  qu'elle  se  réduira  à  une  fonction  de  x  et  de  -s,  en  posant 

On  a  donc  à  étudier  Téquation 

dx        /         x\  /        z\  dz 


i'-Di-l) 


et  l'intégration  de  celte  dernière  équation  est  immédiate.  On 
peut,  si  l'on  veut,  la  ramener  à  une  équation  à  coefficients  con- 
stants, en  faisant  sur  x  et  sur  z  les  changements  de  variable  indi- 
qués par  les  relations 


dx 


X 

I 

a 


=  dx\         fi^^\dzz=zdz\ 


x'=  o,  z'=o  correspondant  à  a:  =  o,  ;:  =  o.  On  a  alors  l'équa- 
tion 

dont  l'intégrale  est  visiblement 

U  =  ç(V-f-/iMjr')- 
L'intégrale  qui  nous  intéresse  s'obtiendra  donc  immédiatemeal. 

S.  Nous  allons  maintenant  étudier  le  cas  où  le  théorème  géné- 
ral qui  précède  ne  trouverait  pas  son  application.  Prenons  l'équa- 
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tioQ  à  n  variables  indépendantes 

où  X|,  X2,  ...,  X/,  sont  des  fonctions  des  n  variables  x%j 
X2j  •  •  •  7  Xn-  Si  les  X,  holomorphes  par  hypothèse  daDs  le  voisi- 
nage de  X|  =  Xj  =  ...==  X/i  =  o,  s'annulent  tous  pour  ces  valeurs 
des  variables  indépendantes,  le  théorème  précédent  ne  nous  ap- 
prend rien  sur  l'existence  des  intégrales  de  Téquation  (2)  dans  le 
voisinage  des  valeurs  zéro  des  variables. 

Nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut,  en  général,  supposer 
que  les  termes  du  premier  degré  dans  les  développements  des 
coefficients  X|,  . . . ,  X;,  se  réduisent  respectivement  à 

Soient,  en  effet, 

Xi  =  an  ari-4- Oij  a7j-4-. . . -+- «1/1  JT/i  —  .... 
Xj  =  a^i  X\  •+■  a]j  a*j  -h . . .  -+-  aj„  r^  -r- . . . . 


X»  =  aniXi-^-ant^i-*-'  •.-*-  «/in^/|-*- 


Faisons  le  changement  de  variables  linéaire 


••• 7 


Pour  que,  dans  Téqualion  transformée  en  y^  les  termes  du  pre- 
mier degré,  dans  les  coefficienls  de 

àf       df  df 

àyx       ày^  dyn 

soient  respectivement 

on  devra  avoir  identiquement 


SINGULARITÉS   DBS   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES.  9 

Il  en  résulte  de  suite  que  i, ,  ).2,  . . . ,  X,i  sont  les  racines  de  Téqua- 
tioD 

0|1  —  A  «ji  .  .  .  Uni 

^IJ  ^ÎJ —  ^       •  •  •  ^/il 


•    •    •    •  •    •    • 


=  O. 


Nous  plaçant  dans  le  cas  général ,  nous  supposons  distinctes  les 
racines  de  cette  équation,  et  nous  pourrons  alors  déterminer  le 
changement  de  variables  donnant  à  l'équation  la  forme  indiquée. 

3.   Partons  donc  de  Téquation 

(3)  (X,a:i-f-...)^  -f-(X,a7,-f-...)^-4-...-t-(X„a:„^-...)^  =  o, 

les  termes  non  écrits  dans  chacune  des  parenthèses  étant  de  de- 
gré supérieur  au  premier  en  x^ ,  X2,  -  . . ,  ^w 

Nous  allons  chercher  à  trouver  une  fonction  satisfaisant  à  cette 
équation.  On  ne  pourra  pas,  en  général,  trouver  de  fonction  ho- 
lomorphe  au  voisinage  de  j^i  = . . .  =  X/i  =  o. 

Laissant,  pour  un  moment,  de  côté  Téquation  (3),  nous  envi- 
sagerons Téquation  suivante  : 

(Xja^t -+-... )^-+----^-(^/»^«-+----)^  =^1/. 

Peut-on  obtenir  une  intégrale  de  cette  dernière  équation,  holo- 
morphe  au  voisinage  de  Xj  =  ^2  =  •  •  •  =  "^^/i  =  o,  intégrale  qui  de- 
vra nécessairement  s'annuler  pour  ces  valeurs?  En  dérivant  succes- 
sivement l'équation />!  fois  par  rapport  à  Xx^p^  fois  par  rapport  à 
X2,  "'j  pn  fois  par  rapport  à  j:„,  et  faisant  Xi=  X2  =  '"=^n=  o^ 
OQ  obtiendra  la  valeur  de 

(4)  —-Z —T^  (pourari  =  ar,  =  ...  =  ar„=o), 

OxP' . . .  dar^» 

exprimée  à  l'aide  des  valeurs  des  dérivées  partielles  de  /  d'ordre 
inférieur  à  /?«  H-/?2  -h . . .  4-  /?/i,  correspondant  aux  mêmes  valeurs 

des  variables.  Seule  la  dérivée  -p-  (pour  ;ri  = . . .  =  j:„  =  o)  ne  se 

trouve  pas  déterminée  par  l'équation  diflférentielle,  tandis  que  les 
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autres  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ont  une  valeur  nulle 
Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  le  coefficient  de  Tex: 
pression  (4)  n'est  pas  nul;  or  ce  coefficient  se  calcule  immédiate 
ment  :  il  est  égal  à 

Nous  devons  donc  supposer  que  la  somme  précédente  ne  s^am 
nule  pour  aucune  valeur  positwe  et  entière  de  p\ ,  /?,,  .  . . ,  />«- 
à  l'exception,  bien  entendu,  de 


/?,  =  I 


Pi  =  .  .  ,  =  Pn=  O. 


Dans  ces  conditions,  ajant  pris  arbitrairement  le  coefficient 
de  Xi  dans  le  développeitienr,  tous  les  autres  coefficients  sont  dé- 
terminés. //  s'agit  de  savoir  si  ce  développement  est  conver- 
gent, les  X  ayant  des  modules  suffisamment  petits. 

4.  Nous  ferons,  en  premier  lieu,  une  observation  d'un  carac- 
tère géométrique.  Considérons  le  quotient 


(5) 


X,(/>,--  i)-+-Xî/>i 


^n  Pn 


^,  — 1-+- /?,-+- 


Pn 


Nous  aurons  besoin,  pour  la  démonstration  de  la  convergence, 
de  supposer  que  le  module  de  ce  quotient  reste  supérieur  à  un 
nombre  fixe  difierent  de  zéro  (les  p  étant  des  entiers  positifs 
quelconques,  en  excluant  seulement  la  combinaison  />,  =  i, 
^2  =  /?3  =  ..•=/>/!=  o).  On  aperçoit  facilement  un  cas  dans  le- 
quel il  en  sera  certainement  ainsi.  Marquons  sur  un  plan  les 
points  )h,  \^y  . . .,  X„,  et  supposons  qu'on  puisse  tracer  un  con- 
tour coni*exe  C  comprenant  à  son  intérieur  les  points  précédents, 
mais  ne  comprenant  point  Porigine.  On  est  alors  assuré  que 

X|/>|-f-  X>/>y -^. ^  .-f-  y<nPn 

Pl-^Pi  —  '-'-^Pn 

reste  supérieur  à  un  nombre  fixe,  car  le  quotient  entre  crochets 
est  Taffixe  du  centre  de  gravité  de  masses  />i,  />2.  — .  />«  respec- 
tivement placées  aux  points  A|,  î.^.  — ,  X^,  et  ce  centre  de  gra- 
vité est  certainement  à  Tintérieur  de  C.  Écrivons  maintenant  l'ex- 
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pression  (5)  sous  la  forme 


1  — 


Or  les  seconds  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  devien- 
nent de  plus  en  plus  petits  à  mesure  que  les  p  augmentent.  Donc, 
quand  /?i  -+-  /?2  +  ••..+  />«  est  supérieure  à  un  certain  nombre  assi- 
gnable,  l'expression  (5)  n  est  certainement  pas  nulle.  D'autre  part, 
quand  la  somme  des  p  reste  inférieure  à  un  nombre  déterminé,  le 
module  du  numérateur  de  (5)  doit  nécessairement  avoir  un  mini- 
mum, et  ce  minimum  ne  peut  pas  être  nul  d'après  la  supposition 
du  numéro  précédent.  Nous  sommes  donc  assuré,  sous  la  con- 
dition des  deux  hypothèses  faites,  que  le  module  de  l'exprès- 
sion  (5)  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe  que  nous  désigne- 
rons par  e. 

5.  Nous  allons  démontrer  que  le  développement  obtenu  est 
convergent  en  adoptant  les  hypothèses  indiquées  ci-dessus.  Po- 
sons 

V  commençant  par  des  termes  du  second  degré  et  A  étant  une 
constante  arbitraire.  Nous  aurons 

(6)  ; 

les  développements  de  cp,,  «p-j»  •••??/«  et  <J^  commençant  par  des 
termes  du  second  degré. 

Désignons  par  M  le  module  maximum  de  cpi,  cpj,  • . .,  ^/i,  et  if 
quand  les  variables  sont  respectivement  dans  leur  plan  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  a.  Nous  considérons  l'équation 


;- 


M  __  ivi  _  ivi  ^'  ■^"  •  "^  ^"^ 


(7)  <  1  xx-\-.  ,,-^  x,t  a 


a 


-f-. . .—  -r-^  "+"  0  • 
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Nous  allons  voir  dans  un  moment  qu'il  existe  une  intégrale  V 
de  cette  équation  s'annulant,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  pour  X|  :=  Xj  = . . .  t=  x„  =  o.  Or  la  comparaison 
des  équations  (6)  et  (7)  est  immédiate;  le  coefficient  de 

é^^'...0^„-         (pourx.  =  ...  =  x,  =  o). 

dans  le  calcul  des  dérivées  successives  à  faide  de  l'équation  (6) 
est,  comme  nous  Tavons  vu,  égal  à 

tandis  que,  pour  l'équation  (  j),  le  coefficient  correspondant  est 

Il  est  donc  clair,  diaprés  la  définition  même  de  s,  et  en  remar- 
quant que  Oiy  cp2,  .  .  . ,  '^/i  et  'l  ont  été  remplacées  par  des  fonctions 
de  comparaison  jouissant  des  propriélés  que  Ton  sait  relative- 
ment aux  valeurs  de  leurs  dérivées  partielles,  que  la  série  i'  tirée 
de  (6)  convergera  quand  la  série  V  tirée  de  (7)  sera  elle-même 
convergente.  Nous  n'avons  donc  plus  qu'à  étudier  l'équation  (7). 
Nous  pouvons  présumer  que  V  est  une  fonclion  de  «,  en  posant 

LVquation  (7)  devient  alors 


\    au  /       I  a  «   )  \    «" 

que  nous  pouvons  écrire 

ff\      ,,       M'ir-   /    fPs'       \ 

u  -j V  = [n- r-  I     , 

au  a  —  u  \    (lu         / 

M'  étant  une  constante.  Il  faut  voir  si  celle  équation  admet  une 
intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  et  s\')nnulant 
pour  cette  valeur  ainsi  que  sa  dérivée  première.  Or  l'équation 
précédente  est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  que  nous 
mettons  sous  la  forme 

/    __  /iMj^\  f/V  _  n  M  u* 

\  a  —  u  /  du  a  —  u 
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Une  intégrale  de  Féquation  sans  second  membre  est 

MO(w), 

^(//)  représentant  une  fonction  holomorphe  autour  de  Torigine 

[s(o)^o].  Posant  alors  V  =  G;£'^(w),  nous   trouvons  pour  -^ 

une  fonction  holomorphe;  G  sera  complètement  déterminé  par  la 
condition  de  s'annuler  pour  u  =  o,  et  nous  aurons  bien  pour  V 
une  fonction  holomorphe  dont  le  développement  commence  par 
un  terme  en  u'^.  Notre  démonstration  est  donc  complète. 

6.   Nous  pouvons  élargir  un  peu  l'hypothèse  faite  au  §  3.  11  a 
été  admis  dans  ce  numéro  que  l'expression 

ne  s'annulait  pour  aucune  valeur  positive  ou  nulle  des  y?,  autres 
que  />,  =  I, /jo :=...:=/?«=  o.  Cette  somme  pourrait  s'annuler 
pour  des  valeurs  positives  des  p  correspondant  à 

sans  que  notre  démonstration  subît  de  modification  importante. 
Ceci  revient  à  dire  (\w\ine  des  quantités  )w2,  ..  .,  X„  pourrait 
être  égale  k  X|.  Qu'arriverait-il,  en  effet,  dans  ce  cas? 

Si  Ton  a,  par  exemple,  X/=)n(/^2),   la  dérivée  partielle  du 

premier  ordre  y-  pour  les  valeurs  nulles  des  variables  ne  sera  pas 

déterminée  par  l'équation  différentielle,  elle  restera  donc  arbi- 
traire; à  ce  point  près,  rien  ne  sera  changé  dans  la  démonstration. 
On  posera  seulement 

f  =  S.xi-^Bxi-^  V, 

A  el  B  étant  des  constantes  arbitraires,  et  la  démonstration  se 
poursuivra  comme  au  §  5. 

En  résumé,  V équation 

(a)       (XiX,H-...)^-t-(X,ar2-i-...)^-^  H-. .  .-l-(X«a7,,-4-.  . .)  ;j^  =  >^i/ 

admettra    une   intégrale    holomorphe    dépendant    au    moins 
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d^ une  constante  arbitraire,  si  les  conditions  suivantes  sont 
remplies  : 

1°  La  relation 

n'est  vérifiée  pour  aucune  valeur  entière  et  positive  des  en- 
tiers p  satisfaisant  à  l'inégalité 

2°  Si  Von  marque  sur  un  plan  les  points  correspondant  aux 
ajffixes  ).« ,  X2,  . . . ,  )^/i,  on  peut  tracer  un  contour  convexe  com- 
prenant ces  points  à  son  intérieur^  mais  ne  comprenant  pas 
r  origine. 

On  peut  évidemment  substituera  la  seconde  condition  la  sui- 
vante :  Une  certaine  droite  passant  par  Vorigine  laisse  tous 
les  points  dhin  même  côté. 

7.  En  supposant  remplies  les  conditions  indiquées,  cherchons 
maintenant  ce  que  nous  pourrons  tirer  du  théorème  précédent 
pour  l'étude  de  l'équation  proposée 

(3)      (Xi^i-h...)T^   -4-(X,a7j-H...)T^  -^--.-^C^n^rt-t----)  3^  =  o. 

Désignons  par  y*i  une  intégrale  holomorphe  de  l'équation  (a), 
par  y*2  une  intégrale  holomorphe  de  l'équation  analogue  à  (a), 
mais  où  X|  a  été  remplacé  par  )v2.  Nous  avons 

(Xiari-h...)^  -h(X,ar,-h...)^-4-...-f-(X«a:„-h...)^  =  >î/î, 

ce  qui  peut  s'écrire 

(  Al  a?i  -h . . .  )  — ^- h . . .  -H  (  An  a?„  -h . . .  )  — ^-; =  I , 
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par  suite,  en  retranchant  ces  deux  équations,  on  voit  que 

fh  /^« 

'®S      i"'     et  par  suite     ^^-j-^ 

/Y'  /Y 

satisfont  à  Téquation  (^). 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  cette  intégrale  ne  devient 
pas  illusoire  quand  X|  =  X2.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  termes  du 
premier  degré  en  X|  et  X2  sont  arbitraires  dans  /^  et  dans  /^ 
(voir  §  6)5  on  a  donc 

/i  =  Aa^i  -H  Bxt  -H. . .. 

/j  =  X'Xi  -h  B'Xi  H- 

en  n'écrivant  que  les  termes  du  premier  degré;  les  A  et  les  B 
étant  arbitraires,  le  quotient  —  ne  se  réduit  certainement   pas  à 

une  constante. 

En  mettant  successivement  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (a),  à  la  place  de  X|,  les  autres  valeurs  des  X,  on  obtiendra 
n  fonctions  holomorphes 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  aura  n  —  i  intégrales 
de  l'équation  (g),  à  savoir  : 


y     — r> 


/h     fb  /h 

Ces  n —  I  intégrales  sont  distinctes,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe 
pas  entre  elles  de  relations.  Dans  le  cas  contraire,  on  aurait  une 
relation  entre  fi,  f%^  .  . . ,  y*,,,  et,  par  suite,  le  déterminant  fonc- 
tionnel 

D(/l,/i fn) 

serait  identiquement  nul.  Pour  démontrer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi, 


fX  r.BAPfTftI   I. 


ffft.uofin  fï'H\9fprtï  \(:  CMS  (fit  lou*»  1#;^  a  sont  distincts;  on  aura  aloi^ 


J n  -^  •'*  «  ^«  '      •  •  •  » 


*?ri  nVrrTivftfit  que  les  termes  du  premier  degré.  Les  A  étant  arbi- 
liMiren,  le  d/;lermiri»nt  fonctionnel  de  ces  fonctions  ne  peut  êtr^ 
ideriliqiieirient  nul. 

Si  Ton  HU|»poHe  (|ue  deux  ou  plusieurs  des  quantités  \  soien* 
i^giilefi  entre  elles,  il  n'y  a  pas  plus  de  difficultés,  puisqu'on  peu^ 
eneore  donner  cette  même  forme  aux  y*. 

AVi  rrHunu'*  f  on  pourra  obtenir,  dans  le  voisinage  dm 
.1*1  Ta  ...  .r,i  =  o,  un  système  de  n  —  i  intégrales  diss 
tifirtrs  f/r  ré(/uation 

(X|.r|    I    .  .  .)•''         i    {^t-'^i'^-  •  •  )t ^"-  •  '-^i^nJ^n  —  -  .  ')-T—  =  ^ 

i/muul  lt\i  ron<litions  du  §  3  seront  vérijiées  (*).  Il  faut  ajou 
lor,  hion  t'ntrndu,  qu'à  lu  première  condition  mentionnée  dans  c 
nuMH^H)  doiMMit  s*ajouler  colles  qui  en  dérivent  par  permutatioB 
doH  nomhros  i,  .1 /i. 

II.       Applications  aux  équations  différentielles. 

8.  Nvms  pouvons  déduire  îles  théorèmes  précédents  des  résuD 
tutx  iuU'ivssuuts  oonconuuît  les  équations  diflerentielles  ordi- 
luitvs»  l\u\is;iiiooas  le  sxsléme  d*équalious  ditTérentielies  ordii 
iu^iivh  viu  premier  or\ln^ 

Ic3t  \  s^AuuuUut  pour  X,       .r^ .    .    .    -  x^- -  o:  nous  aUoD>  indi- 
quer uvi  cji^  otcuvlu  où  uv^us  Jiuivtts  des  c::^rh^s  intê:zraies  pas- 
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saot  par  rorigîne.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  préciser  cette  ex- 
pression de  courbes  intégrales.  Tout  système  de  quantités  a:<, 
x^^  .  • . ,  X//,  satisfaisant  aux  équations  différentielles  précédentes, 
forme  une  multiplicité  k  une  dimension  (c'est-à-dire  dépendant 
d'un  paramètre),  et  l'on  peut,  si  l'on  veut,  considérer  cette  multi- 
plicité comme  une  courbe  dans  l'espace  à  n  dimensions.  C'est 
dans  ce  sens  que  nous  parlons  d'une  courbe  intégrale  :  nous  ne 
faisons  qu'étendre  à  n  quelconque  une  expression  dont  le  sens  est 
immédiat  dans  le  cas  de  deux  et  trois  dimensions.  Le  système  (8) 
étant  l'équivalent  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

nous  sommes  assuré  de  pouvoir,  en  général,  par  un  changement 
linéaire  de  variables,  réduire  les  équations  à  d'autres,  dans  les- 
quelles on  aura 

Xj  ^  Al  X\  ~^  •  •  .  * 
Xj  =  Aj  iCj  -^- .  .  . , 


X/j  —  f^ti^n 


en  nous  bornant  à  écrire  les  termes  du  premier  degré.  Plaçons- 
nous  donc  dans  cette  hypothèse.  Je  considérerai  alors  le  système 

suivant 

dx\        dx\  dx,i       dt 

Xi         Xj  Xrt         t 

t  étant  une  variable  en  fonction  de  laquelle  nous  voulons  exprimer 
:ri,  ^2,  .  . .,  x,i.  Nous  avons  un  système  de  même  forme.  On  a  à 
considérer  ici  les  ai  -1-  i  équations 

on  pourra  prendre  pour  les/i  des  fonctions  indépendantes  de  t  et 
qui  seront  précisément  celles  que  nous  avons  étudiées  dans  la 
Section  précédente,  dans  V hypothèse  où  les  \  satisfont  aux 
conditions  indiquées,  La  fonction  fi  contient  simplement  un 
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trrmcî  en  .r/  comme  terme  du  premier  degré;  nous  regarderons  lei 
fonctions  fi  comme  parfaitement  déterminées,  en  donnant  aui 
constantes  désignées  précisément  par  A,  (§  7)  des  valeurs  nu- 
méricpics. 

Nous  pouvons  ensuite  prendre  pour  n  -\-  i**™*  fonction 

Nous  avons  donc  les  n  intégrales 

-txT    ~  -^'• 

,y.        -  ^^" 


9.  l>os  équations  précédentes  on  peut  tirer  des  développe- 
ments  de  x%s  .r-j,  . . .,  x«  sunant  les  puissances  entières  et  po- 
sitix^es  de  /^«,  /^«,  ...,  Z^-,  puisque  le  déterminant  fonctionnel 
des/ ne  s\innule  pas  pour  les  valeurs  nulles  des  x.  Le  dëveloppe- 
nienl  sera  convergent  si  les  modules  de 

soni  suflîsammenl  petits.  Des  circonstances  lr{*s  diverses  pour- 
ivnl  ù  cet  égurvl  se  présenter.  Un  cas  très  favorable  serait  celui  où 
les  i^rlies  réelles  de  tous  les  À  seraient  positives.  Dans  ce  cas, 
I  tendant  \ers  <ér\>  dans  une  direction  quelconque,  les  modules 

précévieuts  tendraient  \ers  zéro,   et  x,,  x^ x^  tendraient 

euvuu^mes  \ors  £érv>.  Nous  avons  donc  alors  un  ensemble  de 
*vurlH*s  intégrales  jvissant  à  Torigine  et  dépendant  de  /i  —  i  con- 
simules  urbitrairx^s  i^rélimtnalton  de  t  ne  laissant  manifestement 
que  n  —  i  cv^nstantes  ». 

Le  oa>  où  les  jurties  rét^Ues  des  X  seraient  toutes  négatives  n*est 

!>*>  JitVerx'nt  du  prèceJeut*  puisqu^îl  sutut  de  changer  f  en  ~  P^'"' 

\  ètr\*  ramené. 

Suppvvsotts  mainte nant  qae  les  parùe>  rxVUes  soient  seulement 
|H>siti\es  |K^ttr 
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On  fera  C^+i  = .  . .  =  C«=  o,  et  Ton  aura  des  développements 
de  X|,  Xit  '  '  "t  Xfi  suivant  les  puissances  de  ^^«,  <^«,  . .  .,  t\j  ce 
qui  donne  un  ensemble  de  courbes  intégrales  passant  à  Torigine 
et  dépendant  de  p — i  constantes  arbitraires.  En  changeant  t  en 

- ,  el  faisant  alors  C|  =  C2  =  •  .  .  =  C^,  =  o,  on  aura  un  autre  en- 

semble  de  courbes  intégrales  passant  à  l'origine  et  dépendant  de 
n  — p  arbitraires. 

Nous  nous  sommes  placé  dans  les  cas  les  plus  simples,  de  ma- 
nière à  pouvoir  faire  tendre  t  vers  zéro  dans  une  direction  quel- 
conque (l'argument  seulement  restant  fini). 

On  pourra  avoir  d'autres  intégrales  qui  correspondent  à  t  ten- 
dant vers  zéro  sauvant  une  certaine  foi.  Ainsi,  soit  X|  =  i ,  ce  qui 
ne  diminue  en  rien  la  généralité,  puisqu'on  peut  diviser  les  X 

par  ).|,  et  soit 

Xj  =  a  -+-  bif 

a  étant  négatif.  Pour  ne  pas  m'occuper  des  autres  valeurs  des  \  je 
fais 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  6^0.  En  posant 

t  =  re^S 
on  a 

Faisons  suivre  au  point  (/*,  9)  la  spirale 

^_-g-wO        (m>o), 

8  tendant  vers  l'infini  positif.  On  aura 

alogr—  60  =  —  (a/n  -h  6)6. 
Si  donc  m  a  été  choisi  de  telle  sorte  que 

am  -H  6  >  o, 

et  il  suffit  pour  cela  de  le  prendre  assez  petit,  on  est  assuré  que 
I  / 1  et  I  ^^«  I  tendent  vers  zéro. 

Si  Ton  avait  eu  6  <  o,  on  aurait  pris  une  spirale 

^  _  gmÔ         (m>o), 

0  tendant  vers  l'infini  négatif. 
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On  obtient  donc  ainsi,  dans  tous  les  cas,  un  ensemble  de 
Lourbes  intégrales  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  qui  ne 
rentrera  pas,  en  général,  dans  les  ensembles  de  courbes  intégrales 
considérées  plus  haut. 

10-  Nous  pouvons  facilement  généraliser  les  résultats  précé- 
dents en  considérant  le  système 

f  —TT-  =  71  (j^i.  j^î j"n.  /;. 

dXm     _ 


les   ^  étant   des   fonctions    holomorphes    dans    le   voisinage   de 
j^,  =  jr2  = . . .  :=  Xfl  =  /  =  o  et  s*annulant   pour  ces  valeurs.  O 
voit  bien   aisément,   comme    plus   haut,    qu'en    général    (')  1 

termes  du  premier  degré  en  j-, ,  jfj x„,  /  peuvent  être  sup(> 

ses  respectivement  réduits  dans  ^, r^^  k  A|  X| ,  A^ors,  .. 

A„Xn  :  c'est  ce  à  quoi  Ton  parvient,  en  gardant  la  variable  /  et  • 
elTectuant  sur  les  .r  un  changement  do  la  f  >rme 

.t\  —  ^M-r,  —  . . .—  Om  J"/! —  ''1  '. 
xj  =  <ijj  J*!  -- .  . .  —  ii^tt  jr„  —  /*•  /. 

•'';/   =  <'«!  J"!  —  ..."      *fnH'T'fi  —  /'« /. 

Nous  consîdcivns  donc  le  s\slème 


Vit 


•  ~7."     --   AjJ*|   — .... 


*/,rî        ^ 


jT  —  ''«■'"il-"'  -  .  . . 


(•)  Il  v  a  i\c^  o«!»  pariiruhors  où  celle  rèiîuotion  est  impossible,  mais  nous 
nous  >  arnHons»  pas  pour  n  ^\\\c\con^\uc.  Nous  on  fcn^ns  lëtude  approfon 
|mur  w       a. 
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OÙ  ici  les  termes  du  second  degré  ou  de  degré  supérieur  peuvent 
renfermer  t;  c'est  ce  qui  distingue  le  cas  actuel  de  celui  que  nous 
avons  examiné  dans  les  deux  numéros  précédents.  Si  les  /i  + 1 
quantités 

satisfont  aux  conditions  requises  pour  l'application  de  la  théorie 
développée  ci-dessus  (première  Section  de  ce  Chapitre),  nous  au- 
rons le  système  d'intégrales 

— =  C./  (4  =  1,2,  ...,/l), 

les/  étant  des  fonctions  holomorphes  en  ^,  Xi,  X2<,  . . .,  ^/i,  et  le 
développement  de  fi  ne  renfermant  que  xi  comme  terme  du  pre- 
mier degré.  On  peut  étendre  à  ce  système  les  remarques  du  nu- 
méro précédent  :  les  x  se  présenteront  sous  la  forme  de  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de 

et  l'on  doit  ici  supprimer  ce  qui  était  relatif  au  changement  de  t 
en  ->  qui  n'aurait  plus  aucune  application,  puisque  les/*dépen- 
dent  de  t. 


III.  —  Ëtude  directe  de  la  forme  des  intégrales  des  équations 

différentielles  ordinaires. 

11.  Les  développements  de  X|,  X2j  ...,  Xn  suivant  les  puis- 
sances de  ^^«,  ^^t,  . . .,  i^/i,  d'où  nous  venons  de  tirer  (n°*  8  et  9) 
des  conséquences  importantes  relativement  aux  intégrales  du  sys- 
tème 

Xf  Xj  Xn 

n'ont  été  établis  que  si  les  X  satisfont  aux  conditions  indiquées 
dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre.  Dans  le  cas  contraire, 
rien  ne  subsiste  de  nos  résultats.  Il  y  a  là  une  lacune  que  nous 
allons,  autant  que  possible,  chercher  à  combler. 
Reprenons  donc  les  équa'tions  du  n**  8. 

P.  -  m.  1 
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les  X  ne  dépendant  que  de  ^i,  Xj,  ...,  jT/,  et  ajant  respec  il  veinent 
pour  termes  du  premier  degré  Îh-^Ti,  Xa^rj,  . . .,  'kn^tf  Supposons 
que  parmi  les  quantités  X  on  puisse  en  trouver  v, 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes,  dont  les  deux  premières 
rappellent  celles  de  la  Section  I. 

1**  On  peut  tracer  une  droite  passant  par  Torigine  et  laissant 
d^un  même  côté  les  points  du  plan  ayant  pour  affixes  X|9^2t  ••-?  ^- 

2°  Aucune  des  équations 

^tiPl—  l)  -f-Xj/îj-h.  .  .-I-  Xv/>v=  o» 

Xi/?j-T-  Xj(/)j — i)  -T-. . .--  Àv/>v=  o. 


X|/?i-+-  Xj/Jj-H.  .  .-r-  Xv(/'v—  l)  =  O 


ne  peut  être  vérifiée  pour  des  valeurs  des  p  entières  et  positives 
satisfaisant  à  Tinégalité 

Pi-^Pi-r-, .  .-?-/>v ^  ■^•• 

3"  Nous  supposons  enfin  que,  pour  aucune  valeur  des  entiers 
positifs/?,  on  n'ait 

X  j  />!  —  X;  />j  -4-  .  .  .  -h  Xv  />v  =  X/  C  I   =   V  -+-  I  ,    .  .  .  ,  /l  ), 

les />  satisfaisant  à  la  même  inéj;alilé. 

12.  Nous  allons  démontrer  qu'o/i  peut  trouver  pour  x^ , 
^2,  ...,  Xn  des  développements  procédant  suivant  les  puis- 
sances de 

et  convergents  si  les  modules  de  ces  t/uantités  sont  suffisam- 
ment petits. 

Soient 

l'f  =  A»,        Yt  =  t*^ y\  =  ^Xv. 

On  va  consid/Tcr  pour  un  moment  les  x  comme  fonctions  des 
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variables  îndépeDdantes  y  {*)>  En  écrivant  que  les  équations  (9) 
sont  vérifiées,  nous  obtenons  le  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles 

^         dx*        .         dx\  ^         dxi       ^ 

••? 

Montrons  qu'on  peut  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour 
les  X  des  fonctions  bolomorpbes  des  y,  La  démonstration  pré- 
sente une  grande  analogie  avec  celle  qui  nous  a  occupé  au  §  5. 

Les  équations  précédentes  permettent  de  calculer  de  proche  en 
proche  les  dérivées  partielles  des  x  pour  les  valeurs  zéro  des  va- 
riables^. Seules  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 

dx\       âx^  dxy, 

ày\'     àyl'      '    '"     dj\ 

restent  arbitraires  (^). 

Le  coefficient  d'une  dérivée  d'une  quelconque  des  fonctions  x^ 

dPf^p»-^"-^P.,Xft  , ,  . 
( /t  =  I,  2,  . . .,  /i), 

est  de  la  forme 

^i/>i-+-^j/>j-+--  •.-+-^a(/'a  — i)-*- •.•-+" ^v/>v        (pour  /i^v) 
et  de  la  forme 

Xi/>|-h  Xt/>,-+-..  .-h  Xv/)v— ^A        (pour/t>v). 


(*)  J'ai  pour  la  première  fois  appliqué  cette  idée  de  substituer,  pour  Tétude 
de  leurs  intégrales,  à  des  équations  différentielles  ordinaires  des  équations  aux 
dérivées  partielles  convenables  dans  deux  Notes  Sur  la  forme  des  équations  dif- 
férentiellet  du  second  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points  critiques 
{Comptes  rendus,  t.  LXXXVII,  1878).  L'analyse  qui  suit  n'est  que  le  développe- 
ment de  cette  idée. 

(')  En  disant  ceci,  je  suppose  tous  les  X  différents;  mais  le  cas  où  deux  ou 
plusieurs  X  sont  égaux  ne  présente  pas  ici  plus  de  difficultés  que  dans  la  Sec- 
tion I. 
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I)'H|irès  les  hypothèses  faÎLes  au  numéro  précédenl,  les  mo- 
rluIcH  (le  ces  coefficients  sont  supérieurs  à 

c  élanl  un  nombre  fixe.  On  le  voit  en  raisonnant  absolument 
comme  au  §  i  de  ce  Chapitre. 

Il  est  farile  maintenant  de  trouver  des  équations  de  comparai- 
non  peniiettant  d'établir  la  convergence  des  développements  que 
nous  venons  de  former.  Écrivons  d'abord  les  équations  sous  la 
forme 

A|7i^^     -4-  A,^',        -   -H  .  .  .  4- Av>'v  ^■- AiX,  =  9,  (x„a-„  ...,Xrt), 

••» 

^         thr»       *         0.rn  >         Ox„       ^  ,  ^   V 

les  y  ne  renfermant  pas  de  termes  du  premier  degré.  Nous  for- 
mons alors  le  sjst(>me 


Pour  raison  de  s\nu'lrie,  tous  les  V  sont  égaux,  et  nous  avons 
soulomont  une  seule  équation,  qui  se  réduit  k  une  équation  à  une 
seule  variable  \\  no  dépendant  manifestement  que  de 

i^n  A  tiualement  une  équation  do  la  forme 

kIh  ~~   il  —  /i  \ 


-  --—  % 


ol  ot^tto  équation  admet  une  intégrale  holomorphe  s'annulanl 
|Hnir  «  r-:  v>»  ot  dout  la  dérivée  promîoro  prend,  pour  celle  valeur 
de  M*  une  valeur  Arbilrairomont  dv>nnéo. 

Nous  a\on>  dvnu^  pour  .;*,,  ,:*. r^,  dos  fondions   holo 

«u^rj^ho:>  vlo  »'i*  r. »\,  dans  lo  voisinairo  do 
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En  remplaçant^!,  y^^  •  '  "i^y  respectivement  par 

/>!,    t^t,     ...,    />'>, 

on  obtient,  sUl  est  possible  de  faire  tendre  t  vers  zéro,  de  ma- 
nière que  les  modules  de  toutes  ces  puissances  de  t  tendent 
en  même  temps  vers  zéro,  des  intégrales  du  système  (9)  tendant 
vers  zéro  avec  la  variable  t.  Ces  intégrales  dépendent  de  v  con- 
stantes arbitraires. 

On  voit  que  le  résultat  que  nous  venons  d'établir  est  plus 
étendu,  tout  en  étant  de  même  forme,  que  celui  de  la  Section  pré- 
cédente. Les  hypothèses  essentielles  portent  seulement  sur  v  des 
constantes  \  au  lieu  de  porter  sur  toutes  ces  quantités. 

13.  La  généralisation  est  immédiate  pour  le  cas  où  les  X  con- 
tiendraient /,  et  où  nous  aurions,  comme  au  §  10,  le  système 

dxx  . 


~~rr  —  Ç/i(  ^i>  *'iî  •  •  •  »  ^/i»  ')• 


Nous  pouvons,  comme  au  paragraphe  cité,  supposer  que  les 
termes  du  premier  degré  en  a:<,  x^^  . .  . ,  ^//  et  ^  se  réduisent  res- 
pectivement, dans  çp! ,  . . . ,  O/,,  k\^x^^  .  . . ,  Xn^rf 

Nous  cherchons  ici  un  développement  ordonné  suivant  les 
puissances  de 

t,    At,    />.a,     ...,     t\       (vin). 

Nous  aurons  les  mêmes  hypothèses  à  faire  que  plus  haut,  sauf 
que  nous  avons  ici  v  4-  i  quantités 

I  >      ^1»      ^î>       •  •  •  J       ^v 

On  devra  donc  pouvoir  mener  par  l'origine  une  droite  laissant 
d'un  même  côté  les  v  4- i  points  ayant  ces  affixes.  De  plus,  on 
supposera  qu'il  n'existe  aucune  relation  de  la  forme 

Pi  ^1-^/^1  ^i-+--  •   -^  iPh  —  O^aH--  •  •-t-jOv^v-H/'vfi  ~  o        (pour  A^  v), 
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lesp  étant  des  eutiers  positifs  dont  la  somme  est  au  moins  égale  à 
deux. 

Enfin  on  n^a  pas  de  relation  de  la  forme 

lesp  étant  assujettis  aux  mêmes  conditions. 

II  n^est  pas  besoin  de  recommencer  un  nouveau  raisonnement. 
Nous  sommes  ramené  au  cas  précédent  en  considérant  le  système 

* --17      =  ?i  (^i»^j»  •  • -1  ^/»»  ^/i+i  )» 


*  — ~r^ —  —  ^n-¥  1  > 

et  en  prenant  la  constante  qui  figure  dans  Xn^\^  de  manière  que 
celle-ci  se  réduise  à  /. 

Nous  trouvons  ainsi  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de 

/,    <>M,    Ai,     ...,    A>, 

et  qui  dépendent  de  v  constantes  arbitraires. 

On  pourra  toujours  tirer  parti  du  théorème  précédent,  ne 
fût-ce  qu'en  se  bornant  à  v  =  o.  On  aura  alors  pour  les  x  des 
fonctions  holomorphes,  qui  ne  dépendront  d'ailleurs  d^aucune 
arbitraire. 
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CHAPITRE  IL 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES 
DU  PREMIER  ORDRE  A  DEUX  VARIABLES. 


Examen  du  cas  général. 

i.  Nous  allons  appliquer  à  Tëquation 

dx  _^  dy 

les  résultats  généraux  qui  viennent  d'être  établis  dans  le  Chapitre 

précédent. 

On  suppose  que  X  et  Y  s'annulent  pour  x  =^  =  o  et  sont  des 

fonctions  holomorphes  de  x  eiy  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs. 

Soient 

X  =  ax  -^-by  -+-..., 

Y  =  a!  X  -+-  b'y  -\- 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  (Chap.  1,  §  2),  on  pourra  faire 

un  changement  linéaire  de  variables  sur  x  et  y,  si  Téquation  du 

second  degré 

a-X        b 

a'       b'—l 


(I) 


=  o 


a  ses  deux  racines  distinctes,  de  telle  sorte  que  l'équation  de- 
vienne 

dxi  dxf 

les  termes  non  écrits  dans  les  dénominateurs  étant  au  moins  du 
second  degré;  les  deux  coefficients  X<  et  )v2  sont  les  racines  de 
Téquation  (i).  On  peut  évidemment  supposer  que  l'une  d'elles  se 
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réduit  à  l'unîté.  Nous  écrirons  alors,  comme  précédemment,  le 
système  d'équations 

dt  * 


•  •  •  » 


dxt 

et  nous  n'avons  qu'à  appliquer,  dans  ce  cas  particulier,  nos  con- 
clusions générales. 

Reportons-nous  au  Chapitre  précédent;  nous  avons  à  considé- 
rer les  deux  points 

I     et    X        (on  suppose  X  ^  o). 

Si  \  rC est  pas  une  quantité  réelle  négative,  on  pourra  évidem- 
ment mener  par  l'origine  une  droite  laissant  les  points  d'un 
même  côté.  De  plus,  dans  cette  môme  hypothèse,  aucune  des 
égalités 

Xy?i  -i-  />j  —  I        =  O 

ne  peut  se  trouver  vérifiée,  les  p  étant  des  entiers  positifs  dont  la 
somme  est  supérieure  ou  égale  à  deux.  Nous  aurons  donc  des  dé- 
veloppements de  X|  et  X2  suivant  les  puissances  de 

Ct    et    C'A        (C  et  C  constantes  arbitraires), 

développements  convergents  si  C^  et  G'/^  sont  de  modules  suffi- 
samment petits. 

Une  distinction  est  manifestement  à  faire,  suivant  que  la  partie 
réelle  de  X  est  positive  ou  négative.  On  pourra,  dans  le  premier 
cas,  faire  tendre  t  vers  zéro  d'une  manière  quelconque  (son  argu- 
ment restant  fini).  Dans  le  second  cas,  il  faut,  au  contraire,  faire 
tendre  t  vers  zéro  d'une  manière  convenable.  Soit 

X  =  a  -f-  6*        (a  <  o), 

et  supposons  i  >  o.  En  posant  t  =  re^',  on  a 

I  A  I  =  e^  log  r-66  • 

faisons  suivre  au  point  (r,  6)  la  spirale 

r  =  c-'"^        (m>o). 
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6  tendant  vers  Pinfîni  positif.  On  aura 

a  logr—  60  =  —  (am  -+-6)6. 

Si  donc  m  a  été  choisi  (il  suffit  de  le  prendre  assez  petit)  pour 

que 

am  4-  6  >  o, 

I  /^  I  et  I  ^  I  tendront  tous  deux  vers  zéro. 

Si  l'on  avait  eu  b  <  o,  on  aurait  pris  une  spirale 

r  =  e'wO        (/n>o), 

8  tendant  vers  Tinfini  négatif. 

Ainsi,  quand  X  n'est  pas  une  quantité  réelle  négative,  nous 
pouvons  dire  que  Téquation 

dx  __  dy 

a  une  infinité  de  courbes  intégrales,  dépendant  d'une  constante 
^vXÀU^we  y  passant  par  l'origine  ou  s'en  rapprochant  indéfini- 
ment, suivant  que  la  partie  réelle  de  X  est  positive  ou  négative. 

Je  rappelJe,  comme  je  Fai  expliqué  (Chap.  I,  §  8),  que  j'en- 
tends par  courbe  intégrale  la  multiplicité  réelle  ou  imaginaire  à 
une  dimension,  satisfaisant  à  Téquation  différentielle. 

Ajoutons  la  remarque  très  importante  qu'// /i'e:r/5/e)9a5  rf'a^/- 
tres  courbes  intégrales  passant  par  l'origine  ou  s'en  rappro- 
chant indéfiniment  que  celles  que  nous  venons  d'obtenir.  Pour 
le  démontrer,  il  suffit  de  généraliser  le  raisonnement  fait  au 
Tome  II  (p.  3i5)  pour  établir,  en  dehors  des  points  singuliers, 
l'existence  unique  d'un  système  d'intégrales  par  les  valeurs  ini- 
tiales. Reportons-nous  à  la  forme  de  l'intégrale  générale  (Chap.  I, 

§7) 


=  c, 


f\  ct/*2  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ;r  =  o,y  =  o  et 
s'annulant  pour  ces  valeurs.  La  première  fonction  f^  renferme 
seulement'un  terme  en^  comme  terme  du  premier  degré,  ety2  un 
terme  en  x. 
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Or  on  peut  poser 
on  aura  alors  oécessairement 

Pour  une  courbe  intégrale  passant  à  l'origine,  ou  s'en  rapprochant 
indéfiniment,  t  et  t^  tendront  nécessairement  vers  zéro,  et  les 
développements  précédents  donnent,  par  suite  ^  toutes  les 
courbes  intégrales  (*). 

2.  Briol  et  Bouquet  ont,  les  premiers,  entrepris  Tétude  des 
courbes  intégrales  de  Téquation 

dx    _  dy 
"X     "■  "Y" 

passant  par  a:  =  o,  j^  =  o,  dans  le  cas  où  X  et  Y  s^annulent  pour 
ces  valeurs  des  variables.  Dans  leur  mémorable  Mémoire  (^),  sur 
lequel  nous  reviendrons  bientôt,  ces  éminents  géomètres  mon- 
trent que,  en  général,  cette  étude  peut  se  ramener  à  celle  de 
Péquation 

x-4-  =  ax  -h  oy  -h. . . , 

CLX 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  un. 

Les  racines  X  sont  égales  à  un  et  b.  On  peut  ici  prendre  /  =  x, 
et,  d'après  le  §  1,  nous  aurons,  pour  y^  un  développement  or- 
donné suivant  les  puissances  de 

X    et     G 'rr^, 

la  constante  que  nous  avons  désignée  par  C  étant  égale  à  l'unité. 
Cette  conclusion  suppose  que  b  n^  est  pas  un  entier  positif ,  comme 


(•)  Outre  les  noies  citées  (p.  19),  je  mentionnerai  encore  sur  cette  question  un 
article  de  M.  Poincaré  {^Sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des 
équations  différentielles,  Cahier  XLV)  et  une  Note  que  j'ai  publiée  dans  le  Bul- 
letin de  la  Société  Mathématique  en  1884  {Sur  la  forme  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points  critiques). 

(»)  Briot  et  Bouquet,  Becherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies 
par  des  équations  différentielles  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI; 
i856). 
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on  le  volt  en  se  reportant  au  §  1.  Sauf  ce  cas,  l'équatîon  admet- 
tra toujours  une  intégrale  holomorphe,  qu'on  obtiendra  en  fai- 
sant C'=  o. 

Sans  se  servir  de  développements  en  séries,  Briot  et  Bouquet 
obtiennent  les  résultats  que  nous  venons  d^indiquer.  Je  veux  seu- 
lement faire  une  remarque  sur  une  contradiction  apparente  entre 
un  résultat  du  Mémoire  que  nous  citons  et  un  des  résultats  du 
§  1.  Ainsi  on  trouve  dans  le  Mémoire  de  Briot  et  Bouquet  le 
théorème  suivant  : 

Quand  dans  C équation 

x-j^  =  aar  -+-  h  y  -H . . . , 

la  partie  réelle  de  h  est  négatis^e.  Inéquation  ni! admet  pas 
d^auire  intégrale  s^ annulant  pour  x  =  o  que  l'intégrale  ho- 
lomorphe. 

Ce  résultat  suppose  implicitement  que  x  tende  vers  zéro  en  dé- 
crivant un  cliemin  de  longueur  finie  et  correspondant  à  un  argu- 
ment restant  fini.  Nous  avons  vu,  au  contraire  (§  I),  qu'il  y  a 
(6  étant  complexe). une  infinité  de  courbes  intégrales  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  l'origine.  Mais,  et  c'est  ce  qui  explique 
Tapparente  contradiction,  elles  correspondent  à  x  tendant  vers 
zéro  en  tournant  une  infinité  de  fois  autour  de  l'origine. 

Briot  et  Bouquet  démontrent  de  la  manière  suivante  (/oc.  cit.) 
leur  théorème.  Us  ont  établi  précédemment  l'existence  d'une  inté- 
grale holomorphe  yt .  En  posant 

y=yi-^z, 

l'équation  prend  la  forme 

que  l'on  peut  encore  écrire 

iiz 
X--Z-  =  bz(i^  ol'z  -h  ^'z*-\-. .  .)-h  za:  o{ZtX)j 

et,  par  suite^ 

dz  dx  , 


^(l-f-  %  Z  ^.  .  .)  X 
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•{/(5,  x)  élant,  comme  (f{z,a:)^  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
z  =z  X  =  o.  En  intégrant  le  long  d*un  arc  de  courbe  aboutissant  à 
Toriginc  et  désignant  par  Zq  la  valeur  de  z  en  un  point  x^  de 
crltc  courbe,  on  a 

logi. -+-o(5)  =  log(^)   -+-  /     ^{z,x)dx, 

^0  \Xo/         »'j. 

tt(5)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  àe  z  =  o.  Puisque  l'arc 
II,  par  hypothèse,  une  longueur  finie,  Fintégrale  qui  figure  dans 
\v.  Hccond  membre  restera  inférieure  à  une  limite  fixe;  d'autre 
part,  l'argument  de  x  restant  fini,  la  partie  réelle  de 

grandit  indéfiniment  en  étant  positive.  Dans  le  premier  membre, 
iiii  contraire,  la  partie  réelle  grandit  indéfiniment  en  étant  néga- 
livi*;  il  y  a  donc  une  contradiction  qui  établit  l'impossibilité  que 
iioijH  voulions  mettre  en  évidence.  La  même  conclusion  serait  en- 
core applicable  si  la  partie  réelle  de  b  était  nulle. 

îl.  Nous  avons  supposé,  au  §  1,  que  X  n'était  pas  une  con- 
nliinUt  réelle  négative.  Nous  ne  pourrons  plus  faire  usage  des 
iii/^rncN  développements,  si  \  est  réel  et  négatif ,  ou  du  moins  ils 
IM*  piMivent  être,  en  général,  convergents  que  si  C  ou  G  est  nul. 

lui  faisant  d'abord  C'=  o,  on  aura  pour  x  ai  y  des  développe- 
iiirnU  suivant  les  puissances  de  t,  convergents  pour  /  assez  petit 
ri  c|iif  tendront  vers  zéro  en  même  temps  que  t.  Nous  avons  ainsi 
uut*  ff/tf/niére  courbe  intégrale  ne  renfermant  aucun  arbitraire. 

Une  sevondc  intégrale  nous  sera  fournie  en  posant 

G  =  o; 

IftA  développements  sont  alors  convergents  pour  |  / 1  suffisamment 

Ifl'Mud ,  et  X  et  y  tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  -  • 

Noiin  oblenons  donc  ici  deux  courbes  intégrales  passant  à 
l'iir/^inr. 

Il  i'^\  fjicile  de  voir  que,  dans  riijpothcse  où  nous  sommes 
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placé,  il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  intégrale  de  l'équation 

dy  __  a! X  -+-  h' y  -h . . . 
dx  ""    ax  -\'  by  -^. . . 

passant  à  l'origine,  avec  une  tangente  déterminée,  c'est-à-dire 

avec  une  limite  finie,  et  déterminée  pour  —  quand  le  point  (j:,  y^ 

se  rapproche  de  l'origine,  et  de  plus  .r,  et  par  suite  y^  ne  tour- 
nant pas  indéfiniment  autour  de  l'origine.  Soit,  en  effet, 

y  =  ^37, 
l'équation  devient 

.„  dt        (a'-h  b'O  —  tia-^-bt^-hx^ix^t) 

(E«)  X  —r-    =    7- T-, ■ y 

dx  a  -h  ot  -¥-  x^{x,  t) 

t  tendant, par  hypothèse,  vers  une  limite  quand  x  tend  vers^ero; 

celte  limite  ne  peut  être  que  l'une  ou  l'autre  racine  de  l'équation 

du  second  degré 

a'-{-b't—-t(a-hbt)  =  0. 

En  effet,  si  la  limite  était  une  quantité  to  différente  d'une  ra- 
cine de  cette  équation,  l'équation  précédente  pourrait  s'écrire 

dx 
^■=xx{t>^\ 

'/(/,  x)  élant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  t  =i  Iq,  x  =  o. 
Pour  cette  équation,  on  aurait  une  intégrale  x  tendant  vers  zéro 
quand  t  tend  vers  Iq]  mais  ceci  est  impossible,  car  l'intégrale  de 
cette  équation  s'annulant  pour  t  =z  t^  est  nécessairement  x  ^=  o 
identiquement» 

L'équation  (E)  aura  la  forme  de  celle  que  nous  avons  considé- 
rée au  §  2  avec  Briot  et  Bouquet.  En  désignant  par  t^  une  ra- 
cine de  l'équation  du  second  degré  et  posant  t  =  t^-\-^^y  nous 
avons 

ax 

et,  pour  la  seconde  racine  ^2>  iiows  avons  une  équation  analogue 

x-^—  =  XfX  -\-Bi^2-{- 

dx 
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Or  Téqualion  en  à, 


a  —  X         b 
a'       b'^l 


=  o, 


a,  comme  nous  Tavons  supposé  au  §  1 ,  pour  racines  i  et  A.  Un 
calcul  très  facile  montre  alors  que 


Bi=-- 


X-i 


B,=  X-i, 


Bj  et  Bs  étant  négatifs  :  les  conclusions  du  §  2  sont  alors  applica- 
bles, et  nous  n'avons  pas  d'autres  intégrales  pour  les  deux  équa- 
tions en  0  que  les  intégrales  holomorphes,  ce  qui  montre  que 

Péquation 

dy  _  a*  X  -H  h* y  -h  . . . 
dx  ~"   ax -i-  ùy  -h  . ,, 

n'a  pas  d'autres  intégrales  satisfaisant  aux  hypothèses  faites  que 
les  deux  intégrales  signalées  plus  haut. 

Il  resterait  à  démontrer  que  ces  deux  intégrales  sont,  en  de- 
hors de  toute  hypothèse,  les  seules  qui  passent  à  r origine  ou 
qui  s* en  rapprochent  indéfiniment.  Je  dois  avouer  que  je  ne 
possède  pas  une  démonstration  rigoureuse  de  cette  proposition, 
qui  ne  paraît  cependant  pas  douteuse. 


II.  —  Étude  d'un  cas  particulier  remarquable. 

4.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  l'équa- 
tion (i)  en  X  avait  ses  deux  racines  distinctes.  Reprenons  donc 
l'équation  différentielle 


dx 


dy 


ax  -X-  by  -f-. . .        a' X -^  b' y -\-, . . 


en  supposant  que  l'équation  en  X 


a  —  X        b 


=  o 


ait  une  racine  double.  On  peut  alors  effectuer  sur  x  cl  y  une  sub- 
stitution linéaire  de  telle   sorte  que   les  équations  prennent   la 
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forme 

dx       __  dy 

Considérons,  en  effet,  l'équation 

(ax -f- 6  V -+-...  )t^  -+-(a'a:-+-6'v  -+-...  )-r-  =  o. 
•^  '  ox  "^  Oy 

Faisons  le  changement  de  variables 

x^—dx-^^y, 

^,  =  Yar-+-  ly, 
Dous  avons 

On  détermine  a  et  ^  par  la  condition  que 

a(aa:-+-6^)-f-  P(a'a7-+-  b' y)  =  X(aa7-+-  P/), 

ce  qui  donne  pour  X  la  racine  de  Téquation  du  second  degré 
écrite  plus  haut.  Posons  ensuite 

Y(axH-  by)-h^(a*x-i-b'y)=  ii(%x -h  ^y)  4- X(Ya:  4- 8j^), 

c'est-à-dire 

Y(a  —  ^)  4-  oa'=  fia, 

et  ces  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule,  comme  on  le  vé- 
rifie aisément,  en  s'appujant  sur  ce  que  l'équation  du  second  de- 
gré a  une  racine  double. 

On  a,  par  suite,  à  considérer  les  deux  équations  (en  divisant  les 
dénominateurs  par  X,  ce  qui  revient  à  faire  X  =  i)  : 

dx 

t  -7-  =  X 

dt 


\'%'- 


-+-^4- 


5.  Nous  allons  chercher  si  l'on  peut  obtenir  des  intégrales  de 
cette  équation  ordonnées  suivant  les  puissances  de 
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Nous  formons  ainsi  le  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles 

dx  dx  dx 

du  os?  Ov 

dy  ày  dy 

ou  àv  ov        ^  " 

en  substituant  dans  les  équations,  pour  x  et  y,  des  fonctions  de  u 
et  ^,  que  nous  allons  pour  un  moment  considérer  comme  des  va- 
riables indépendantes. 

Les  équations  (3)  admettent-elles  un  système  d'intégrales  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  de  w  =  o,  t>  =  o?  Nous  remarquons  d'a- 
bord qu'elles  permettent  de  calculer  les  dérivées  partielles  succes- 
sives de  j:  et  j^  pour  m  =  o,  ^  =  o. 

En  différentianl,  en  effet,  p  fois  par  rapport  k  u  eX,  n  fois  par 
rapport  à  ^,  la  première  équation  nous  donne  l'expression 

d^-*'Px  d'^'^Px 

(n-i-p — I)t ; p-r ^-^ 7  (  DOUf  M  =  O,   P  =  o), 

^         ^  duP  dv*       ^  duP-^  dv'^-^^  '^ 

exprimée  en  valeur  des  dérivées  partielles  de  vC  et  ^  d'ordre  infé- 
rieur à  n  -f-/).  Donc,  on  pourra  calculer  toutes  les  dérivées  par- 
tielles de  X  d'un  ordre  déterminé  en  fonction  des  dérivées  d'ordre 
inférieur  de  j:  et ^;  la  seconde  équation  donnera  alors  les  dérivées 
partielles  du  même  ordre  de  y  en  fonction  des  mêmes  dérivées. 

La  seule  dérivée  partielle  restant  arbitraire  est  la  dérivée  ^• 

Nous  pourrons  donc  former  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  croissantes  de  u  et  t»,  et  il  reste  à  démontrer  que  ces 
séries  convergent  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  u  et  ç. 
Nous  nous  trouvons  ici  dans  des  circonstances  assez  différentes  de 
celles  que  nous  avons  précédemment  rencontrées. 

6.   Considérons,  au  lieu  du  système  (2),  le  système 

dx  _ 
,     dt  -^-^•••' 
(4)  ^ 

(  '^=^^  +  ^^^-- 
qui  ne  diffère  de  (2)  qu'en  ce  que,  dans  le  second  membre,  le 
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coefficient  de^  est  X  au  lieu  de  m/i;  X  désigne  une  constante  posi- 
tive inférieure  à  un. 

Avec  le  système  (4),  nous  rentrons  dans  le  cas  général,  et  nous 
avons  des  intégrales  développées  suivant  les  puissances  de 

t    et    t^. 

Nous  pouvons  aussi  considérer  ces  intégrales  comme  dévelop- 
pées suivant  les  puissances  de 

—  t    et     ^;^ • 

A  —  1 

En  posant 

W  = /,  V  =   -z > 

A  —  I 

on  est  conduit  à  former  le  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles 

Idx       ^    dx  dx 

M-r \-kV— U-T-   =XH-..., 
ou,            ov  ov 

(5)  { 

I  f^-T^ -+-Xp  ^  — a—  =  iijr-hXvH-..., 
\      du  dv  dv        ^  '^  ' 

et,  ce  système  correspondant  au  cas  général,  nous  sommes  assuré 
qu'on  peut  y  satisfaire  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  u  cl  ç. 

Or  la  comparaison  des  systèmes  (3)  et  (5)  est  très  facile;  le 
coefficient  de  la  dérivée 

d"-^Px 
duP  dv^*^ 

est,  pour  le  premier  système,  />  -j-  /i  —  i,  tandis  qu'il  est,  pour  le 

second, 

p  -h  X{/i  —  i). 

Donc,  dans  le  développement  tiré  de  (5),  les  coefficients  au- 
ront des  dénominateurs  numériques  plus  grands  Ç^<.  i)  que  dans 
le  développement  tiré  de  (3).  La  convergence  des  développe- 
ments que  nous  avons  déduits  des  équations  (3)  est  donc  as- 
surée. 

Les  intégrales  du  système  (2)  se  présentent  donc  sous  forme 
P.  -  m.  3 


34  CHAPITRE   II. 

de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de 

t    et    t\o^t\ 
elles  dépendent  d'une  constante  arbitraire. 

III.  —  Rédaction  de  l'équation  à  des  formes  simples. 

7.  Nous  avons  dit  (§  3)  que  Brîot  et  Bouquet  (*)  réduisent,  en 
général,  Téquatiou  à  une  forme  plus  simple,  moyennant,  il  est 
vrai,  quelques  hypothèses  complémentaires.  Reprenons  l'équation 

dx  __  dr 
que  nous  écrirons 

Les  quantités  a:  et  j^  s'annulent  en  même  temps.  Supposons 
que  y  soit  d'un  degré  déterminé  [x  par  rapport  à  x,  et  de  telle 

sorte  que  ~  soit  de  degré  [x  —  i .  Il  devra,  dans  ces  conditions,  y 

avoir  dans  les  deux  membres  de  l'équaûon  précédente  des  termes 
de  même  degré,  à  savoir  les  termes  de  moindre  degré.  On  aura 
alors  une  relation  de  la  forme 

a'  Il  -4-  fi'  -h  ji  —  I  —  a  11  -+-  p, 

ce  qui  donne 

?  -H  i  -  P' 

Le  degré  [x  est  donc  alors  un  nombre  commensurable  (^). 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI,  p.  i6i. 

(*)  Nous  supposons  que  l'équation  donnant  {x  ne  se  réduise  pas  à  une  iden- 
tiié.  Cette  circonstance  peut  se  présenter;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour 
l'équation 

OÙ  A'  représente  une  constante.  Le  degré  de  y  par  rapport  à  Xy  qui  est  A-,  n'est 
pas,  en  général,  commensurable. 
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Soit  ijL=  —  ;  posons 

y  =  vtp, 
il  viendra 

mais  on  a 

(a'-+-i){H-  p'=  a{i-+-p-+-i 

ou 

La  varial>Ie  t  entre  donc  au  même  degré  dans  tous  les  termes  du 
premier  groupe,  et  à  un  degré  plus  élevé  dans  les  autres  termes. 
Après  division  par  la  puissance  de  t  en  facteur  dans  chaque 
terme,  on  aura 

Considérons  alors  Téquation 

/((;)=/?(A'p*'-+-...)i'  — 5r(Apa-+-...)  =  0. 

Soit  Vq  une  racine  de  cette  équation  ;  en  posant 

nous  avons  pour  u  Téquation 

du 

ff  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  £/  ==  o,  /  =  o  et  s^annu- 
lant  pour  ces  valeurs.  Ceci  suppose  que  Vq  n^annule  pas  séparé- 
ment les  deux  pol  jnômes 

kv^-k-,.,     et    k'v^'-h 

8.  Pour  trouver  l'ensemble  des  termes  correspondant  au 
moindre  degré,  Briot  et  Bouquet  procèdent  comme  dans  l'étude 
des  fonctions  algébriques.  Dans  un  plan,  traçons  deux  axes  rec- 
tangulaires O^  et  O^,  et  marquons  les  points  qui  ont  pour  coor- 
données (a,  PH-i),  (a'+i,P'),  ....  Nous  voyons  d'abord  qu'à 
des  termes  de  même  degré  infinitésimal  correspondent  des  points 
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placés  en  Jigne  droite;  et,  en  eflet,  la  valeur  de  [x  trouvée  précé- 
demment montre  que  la  droite  qui  joint  les  points  correspondant 
à  deux  termes  de  même  degré  a  une  direction  constante;  cette 
droite  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  obtus  dont  la  tangente  en  va- 
leur absolue  est  égale  à  [x.  Si,  par  un  point  quelconque,  (é^-\-  i ,  ^'') 
ou  (a",  [3''+  i),  on  fait  passer  une  droite  parallèle  à  la  direction 
constante,  cette  droite  ayant  pour  équation 

OU 

son  ordonnée  à  l'origine  [5'' -h  [Ji(a''-h  i)  ou  ^''-f-  i  -j-  «xa"  surpasse 
d'une  unité  le  degré  du  terme  correspondant.  Il  en  résulte  que  les 
droites  parallèles  sur  lesquelles  sont  placés  les  points  qui  corres- 
pondent aux  divers  groupes  de  termes  s'éloignent  de  Torigine  à 
mesure  que  le  degré  de  ces  termes  augmente;  par  conséquent,  la 
droite  qui  passe  par  des  points  d'un  groupe  de  moindre  degré 
laisse  à  sa  droite  tous  les  autres. 

Nous  sommes  donc  conduits,  comme  dans  l'étude  des  courbes 
algébriques,  à  former  une  ligne  polygonale,  aux  différents  côtés 
de  laquelle  correspondront  des  termes  de  même  degré.  Que  l'on 
imagine  une  droite  coïncidant  d'abord  avec  Oy  et  se  mouvant  pa- 
rallèlement à  elle-même  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  premier 
point;  qu'on  la  fasse  alors  tourner  autour  de  ce  premier  point  en 
diminuant  son  ordonnée  à  l'origine  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
un  deuxième  point;  qu'on  la  fasse  tourner  autour  de  ce  deuxième 
point  dans  le  même  sens  jusqu'à  ce  qu'elle  en  rencontre  un  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  la  droite  devienne  paral- 
lèle à  Ojt.  On  formera  ainsi  une  ligne  polygonale  dont  chaque 
côté  passe  par  deux  ou  plusieurs  points  et  laisse  tous  les  autres 
à  sa  droite.  Chacun  des  côtés  de  cette  ligne  convexe  donnera  une 
manière  d'établir  un  groupe  de  termes  permettant  de  faire  la 
transformation  du  paragraphe  précédent,  et  l'on  aura  ainsi  les  di- 
verses intégrales  répondant  aux  conditions  initiales. 

9.  Revenons  à  l'équation 
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Son  élude  complète  se  trouve  faite  dans  les  deux.  Sections  pré- 
cédenteSy  pour  le  cas  général  où,  posant 

^(u,  t)  =  at  -h  bu  -^ . . . , 

le  coefficient  b  n! est  pas  nul. 

Nos  théories  générales  ne  s'appliquent  pas  à  ce  cas  particulier. 
Nous  savons  seulement  qu'il  y  a,  dans  ce  cas,  une  intégrale  holo- 
morphe  dans  le  voisinage  de  ^  =  o  et  s'annulant  pour  ^  =  o;  son 
existence  se  trouve  établie  par  la  même  analyse  que  celle  qui  a 
été  employée  dans  l'étude  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  t  et  t^,  au  cas  où  b  n'était  pas  nul  (on  ne 
considère  ici  qu'un  développement  suivant  les  puissances  de  t). 
En  désignant  par  Uq  l'intégrale  holomorphe,  et  posant 

M  —  Uo  H-  P, 

on  aura  une  intégrale  de  la  forme 

le  terme  Ar'"(m  ^  i  )  étant  le  terme  de  moindre  degré  en  v  se  ren- 
contrant dans  la  parenthèse.  Pour  avoir  quelque  renseignement 
sur  les  intégrales  de  cette  équation,  posons 

on  aura  une  équation  de  la  forme 

i(X,  v)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  X  =  o,  i^  =  o,  et 
étant  différente  de  zéro  pour  ces  valeurs  de  X  et  v.  Écrivons  l'équa- 
tion précédente 

et  considérons  d'abord  l'équation 

çm-\-\        =X(A-f-Bp-+-...H-Ht;'»). 
dv 


L'intégration  est  immédiate. 
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Vous  aurons 

A  —  woi>^e-9^^\ 

en  posant 

.         A      ,             B 

Si  l'on  fait  tendre  v  vers  zéro,  dans  une  direction  convenable  y 
).  tendra  vers  zéro.  Prenons  alors 

l'équation  à  laquelle  satisfera  w  sera 

-j-  =  w[K-+-Lt;H-...-t-«'.p^-'»-ï<5-<P<«'>/(tv,  p)]. 

On  aura  pour  cette  équation  une  intégrale  tendant  vers  une  va- 
leur arbitraire  Wo,  quand  ç  tend  vers  zéro  dans  une  direction  telle 
que  e~9^*'^  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  ^,  ce  qui  est  évi- 
demment possible.  Mais  on  a 

Donc  t  tendra  aussi  vers  zéro,  en  tournant  d'ailleurs,  en  général, 
une  infinité  de  fois  autour  de  l'origine.  Nous  arrivons  donc  à  la 
conclusion  suivante  : 


L'équation 

t 

dt 


du  ,  -  r       /  V  -1 


<P(m,  t)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  t  =  o  et 
ne  renfermant  pas  de  terme  du  premier  degré  en  u,  admet 
une  inanité  de  courbes  intégrales  se  rapprochant  indéfiniment 
de  l'origine. 

iO.  En  faisant  la  réduction  du  §  7,  nous  avons  supposé  que  Vq 
n'annulait  pas  à  la  fois  deux  polynômes  en  (^.  S'il  en  était  ainsi, 
l'équation  entre  u  et  t  prendrait,  en  général,  la  forme 

du  __    au  -+-  ^f  -+-. . . 
dt  ~"  a'u-hb' t-h,..' 

En  posant 

au-^  bt  =z  wt, 
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elle  devient 

(6)  ;î—  =aiv-+-  pr-f- 

Cest  là  un  type  d*équations  pour  lequel  se  présentent  des  cir- 
constances toutes  différentes  de  celles  que  nous  avons  rencon- 
trées jusqu'ici.  Le  point  ^  =  o  est  ici,  en  général,  une  singula- 
rité essentielle,  comme  le  montre  l'exemple  simple  de  l'équation 

^  dw 

t^   —r-    =  OLW, 

dt 

U équation  (6)  n^ admettra  pas,  en  général^  dHntégrale  ho- 
lomorphe;  c'est  une  circonstance  qui  mérite  d'être  signalée,  car 
le  calcul  des  coefGcients  du  développement  peut  se  faire  de  proche 
en  proche,  et  cependant  le  développement  n'est  pas  convergent. 
II  suffira,  pour  prouver  cette  assertion,  de  considérer  l'équation 

.  dw  n 

Soit 

w  =  Ali  -h  Aj/'-h. . .-+-  A;ti«-+-.. ., 

on  aura 

aAi-+-p  =  o,         Aja  =  Ai,         ...,        A/»»  =  (/i  —  i)A/i_i,         .... 

donc 

A„a»-*  =  1.2.  ..(/i  —  i) Ail 

on  a  donc  la  série  de  terme  général 

l.2...(/l-l) 

qui  ne  converge  manifestement  que  pour  x=zo. 

Nous  n'avons  rien  à  dire  de  général  sur  l'équation  (6);  la  singu- 
larité /  =  o  est,  en  général,  pour  cette  équation  une  singularité  de 
nature  essentielle,  et  il  y  aurait  là  un  important  et  difficile  sujet 
de  recherches. 
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IV.  —  Équations  différentielles  du  premier  ordre  non  résolues 

par  rapport  au  coefficient  différentiel. 

H.    Nous  avons  considéré  jusqu'ici  des   équations   différen- 
lielles  pour  lesquelles  la  dérivée  -~  était  une  fonction  uDiforme 

de  X  et  j^,  tout  au  moins  dans  le  voisinage  d'un  certain  système  de 
valeurs  de  x  et  y.  Considérons  maintenant  une  équation  non  ré- 
solue 

/désignant  un  polynôme  en  -j--  Soit  un  système  de  valeurs  {x^^y^ 
de  i^Xyy),  Si  l'équation 

/(;r,7,Y)  =  o 

admet,  pour  or  =  j?oj  J^  ^J^o>  une  racine  simple  Y©,  on  pourra 
regarder  Y  comme  une  fonction  uniforme  de  or  et  j^  dans  le  voisi- 
nage de  x=^  x^y  y^^y^^  et  nous  nous  trouverons,  pour  l'étude 
de  l'équation 

^  -  y 

dans  un  cas  simple  :  l'intégrale  y  devenant  égale  ^y^  pour  x^=^  x^ 
sera  une  fonction  holomorphe  de  x  dans  le  voisinage  de  x^  (si  Yo 
est  fini);  si  Yq  est  infini  (simple),  pour  x^=^x^^  y=:y^^  l'inté- 
grale devenant  égale  à  yo  pour  x  =  Xq  a,  en  ce  point,  un  point 
critique  algébrique. 

Supposons,  au   contraire,  que  Yq  soit   une   racine  multiple 
d'ordre  m  de  l'équation 

/(a-0,^0,  Y)  =  o, 
les  circonstances  seront  tout  autres.  Soit 

Y  =  YoH-Y',       x  =  xo-^a:'y      y^yo-^y'; 
nous  avons  d'une  manière  générale,  en  développant, 

toutes  les  dérivées  -r^,  •  •  •,    .^.Si  étant  nulles. 
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POSODS 

y=Yoy-+-y, 

ce  qui  conduit  à  la  relation 

Yo-+-Y'=Yo-+-^         ou         ^=Y'. 

cLx  ax 

Nous  avons  alors 


\dx^         "dyj       (JYg* 


m 


-h.  .  .=  O, 


dy" 
équation  différentielle  entre  x\  y"  et  Y'=  -—-  Nous  poserons 

enfin 

et,  par  conséquent,  en  supposant  que 

on  aura 

o{af^  t)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a?''=  o,  t  =  o.  Or 
nous  savons  que  cette  équation  en  t  admet  une  intégrale  holo- 
morphe s*annulant  pour  x'^=o. 

Donc,  l'intégrale  de  l'équation  (E),  prenant  pour  Xq  la  va- 
leur y  q^  sera,  en  général,  une  Jonction  ayant  m  valeurs  autour 
du  point  Xq. 

12.  Dans  le  cas  où  Ton  aurait 

àxo  dyo 

en  même  temps  que 

<^Yo  dYj»-!  ~^        {^  =  '^h 

des  circonstances  différentes  pourraient  se  présenter.  On  aurait 
alors  à  chercher  l'ordre  infinitésimal  de  V  par  rapport  k  x';  il 
faudrait  pour  cela  emplojer  des  considérations  analogues,  quoique 
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dans  des  cas  plus  compliqués,  à  celles  dont  nous  nous  sommes 
servi  au  commencement  de  la  Section  précédente.  Mais  nous  ren- 
verrons, pour  ce  point,  au  Mémoire  déjà  cité  de  Briot  et  Bouquet, 
et  nous  terminerons  ce  Chapitre  par  quelques  remarques  sur  les 
singularités  des  intégrales  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre,  ayant  pour  objet  de  compléter  ce  que  nous  avons  déjà  dit 
à  ce  sujet  (t.  II,  p.  SaS  et  suiv.). 

Ajoutons  seulement  que  la  racine  multiple  Yq  a  été  supposée 
finie;  mais,  en  regardant  x  comme  fonction  de  ^,  la  discussion 
précédente  trouvera  son  application. 

13.  Supposons  que  le  premier  membre  de  (E)  soit  un  poly- 
nôme en  j',  —-  et  même  en  x  (cette  dernière  hypothèse  ne  serait 

pas  indispensable).  Cherchons  quelles  circonstances  pourraient 
nous  arrêter  quand  nous  effectuons  le  prolongement  analytique 
d'une  intégrale.  Tant  que  Y  ne  cesse  pas  d'être  une  fonction  bien 
déterminée  ayant  une  valeur  (finie  ou  infinie)  pour  le  système 
correspondant  de  valeurs  de  x  et^,  il  n'y  a  aucune  difficulté  ;  l'in- 
tégrale y  sera  une  fonction  de  x  qui  ne  présentera  que  des  pôles 
ou  des  points  critiques  algébriques.  Dans  le  cas  où  Y  cesse  d'être 
une  fonction  uniforme  de  a?  et  j^  pour  un  certain  système  de  va- 
leurs de  ces  grandeurs,  il  en  est  encore  de  même  en  général, 
comme  nous  venons  de  le  voir  au  paragraphe  précédent.  Ceci 
peut  cesser  d'être  vrai  dans  des  cas  particuliers,  mais  alors  les 
systèmes  de  valeurs  de  j:  et  j^  devant  satisfaire  aux  trois  équations 

/(.,^,Y)  =  o,         %=.,         'é-^%-0 

sont,  sauf  des  cas  très  particuliers  (*),  en  nombre  limité,  et  les 
valeurs  de  {x),  pour  lesquelles  il  peut  en  être  ainsi,  sont  déter- 
minées. 

Changeons,  dans  (E),  j^  en  —  >  il  y  aura  certains  systèmes  de  va- 
leurs de  {x^y)  où  y  sera  nul,  et  présentant  le  caractère  singulier 
de  satisfaire  à  la  fois  à  un  système  de  trois  équations  :  nous  se- 


(*)  Nous  y  reviendrons  dans  le  Chapitre  suivant,  où  nous  traiterons  des  solu~ 
tions  singulières. 
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rons  ainsi  conduit  à  considérer  un  certain  nombre  de  valeurs  par- 
faitement déterminées  de  x. 

Si  maintenant  nous  écartons  les  diverses  valeurs  de  x  sur  les- 
quelles nous  venons  d'appeler  Patlention  et  que  nous  pouvons  ap- 
peler valeurs  singulières,  nous  sommes  assuré  que  toute  inté- 
grale prenant  en  un  point  X  différent  de  ces  points  singuliers 
une  valeur  déterminée  aura  en  X  un  point  ordinaire,  un  pôle,  ou 
un  point  critique  algébrique. 

On  est  donc  conduit  à  cet  énoncé  que,  en  dehors  de  certains 
points  qu^ on  peut  marquer  à  r avance,  toute  intégrale  d'une 
équation  algébrique  du  premier  ordre  ne  peut  avoir  comme 
singularités  que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques. 

Ce  théorème  est  fondamental,  et  Ton  s'est  souvent  borné,  pour 
l'établir,  à  des  raisonnements  équivalents  à  ceux  que  nous  venons 
de  faire.  La  démonstration  manque  cependant  de  rigueur^  car  on 
pourrait  se  demander  si  un  point  X,  différent  des  valeurs  singu- 
lières que  nous  avons  réservées,  ne  pourrait  pas  être  pour  une 
intégrale  un  point  d'indétermination  où  cette  intégrale  ne  pren- 
drait pas  une  valeur  déterminée. 

Nous  avons  déjà  examiné  cette  question  dans  le  cas  où  l'équa- 
tion est  du  premier  degré  en  -^.  Gomme  je  l'ai  dit  alors  (t.  II, 

p.  828),  c'est  M.  Painlevé  qui  a,  le  premier,  approfondi  la  diffi- 
culté qui  subsistait.  La  marche  suivie  (loc.  cit,)  pour  établir  le 
théorème  de  M.  Painlevé  peut  se  transporter  ici  sans  modifica- 
tion, comme  on  le  voit  immédiatement. 

Au  point  X  correspondent  certaines  valeurs  de  Y 


Yi,    Yj,     ...,    Y 


I* 


(parmi  lesquelles  peut  se  trouver  Tinfini)  telles  que  l'intégrale  j^, 
prenant  pour  ^  =  X  une  de  ces  valeurs,  ait  en  X  un  pôle  ou  un 
point  critique  algébrique;  nous  avons  vu  plus  haut  comment  on 
pourrait  obtenir  ces  valeurs.  Il  n'y  a  qu'à  répéter  alors  ce  que 
nous  avons  dit  (t.  II,  p.  827  et  suiv.). 
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CHAPITRE  III. 

DES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 


I.  —  Équation  du  premier  ordre  (*). 

1.  Considérons,  pour  plus  de  netteté,  une  équation  différen- 
lielle  algébrique  entre  x^  y  et  j^, 

(0  /(^»r,y)  =  o- 

On  envisage  une  fonction  y  Aq  x  satisfaisant  à  cette  équation. 
Si,  pour  une  valeur  de  x  et  la  valeur  correspondante  de  y^  y  est 
une  fonction  uniforme  et  continue  de  a:  et  y  dans  le  voisinage  de 
ces  valeurs,  la  solution  qui  nous  occupe  pourra,  dans  le  voisinage 
au  moins  de  la  valeur  considérée  de  x^  être  obtenue  par  Tapplica- 
tion  du  théorème  fondamental  relatif  à  l'existence  des  intégrales. 
Mais  si,  pour  l'ensemble  des  valeurs  de  ;r  et  y  correspondant  à 
une  solution,^'  n'est  jamais  une  fonction  uniforme  et  continue  de 
X  et  ^,  nous  ne  pourrons,  en  appliquant  le  théorème  fondamen- 
tal, faire  dans  le  voisinage  d'aucune  valeur  de  x  le  développement 
en  série  de  cette  solution.  Si  une  telle  solution  existe,  on  la  dira 
une  solution  singulière. 

Ces  solutions  s'obtiendront  en  écrivant  que  l'équation  (i),  con- 
sidérée comme  équation  en  y\  a  une  racine  multiple.  On  aura 


(')  Celte  Section  n'est  que  la  reproduction  d'une  Leçon  faite  en  i886  sur  ce 
sujet  et  reproduite  dans  mon  Cours  lithographie  (Cours  d'Analyse  de  la  Faculté 
des  Sciences,  1886-1887). 
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donc  à  éliminer  y  enlre  les  deux  équations 

On  est  ainsi  conduit  à  la  relation 

qui  peut  se  décomposer  en  plusieurs  courbes.  Les  solutions  sin- 
gulières doivent  satisfaire  à  cette  équation.  Mais  celle-ci  ne  don- 
nera pas  nécessairement  des  fonctions  jk  ^^  ^  satisfaisant  à  Téqua- 
tion  différentielle;  il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  prendre  le  cas 
particulier  de  l'équation 

{^)  y*=Q(^,r), 

où  Çl{x^y)  est  un  polynôme  arbitraire  en  j?  et  y;  la  fonction  dé- 
finie par  l'équation  Q(x,  ^)  =  o  ne  satisfait  pas,  en  général,  à 
l'équation  (a). 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que  V équation  (i)  n'a  pas,  en 
général,  de  solution  singulière. 

2.  On  pourrait  en  rester  là  et  se  borner  à  dire  qu'il  n'y  a 
qu'une  vérification  à  faire;  mais  la  question  mérite  d'être  appro- 
fondie, même  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 

Reprenant  l'équation  (i)  et  l'équation 

obtenue  par  l'élimination  indiquée,  et  supposant  que  la  courbe 
Q  =  o  /le  corresponde  pas  à  une  intégrale  de  l'équation  dif- 
/erentielle,  ce  qui,  nous  l'avons  dit,  est  le  cas  général. 

Soit  j:  =  a,  y  =  ^  un  point  arbitraire  de  la  courbe  Q  =:  o. 
Nous  allons  chercher  les  intégrales  de  (i)  qui  pour  x  =:ol  devien- 
nent égales  à  p,  et  telles  que  la  dérivée  correspondante  y  soit 
précisément  la  racine  multiple  de  l'équation  en  y  pour  a;  =  a. 

En  restant  dans  la  généralité,  nous  supposons  que  cette  racine 
multiple  est  double.  L'équation 
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a  alors  pour  x  :=  ol,  y  =  ^  une  racine  double,  et  deux  racines  de 
celle  équalion  se  permutenl  aulour  de  x  :=  ol^  y  =z  ^, 

La  somme  et  le  produit  de  ces  deux  racines  seront  des  fonc- 
tions uniformes  de  a:  et  j^  dans  le  voisinage  de  (a,  P);  y  pourra 
donc  être  considéré  comme  racine  d'une  équation  du  second  de- 
gré dont  les  coefficients  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de 
(a,  p).  Nous  pouvons,  par  suite,  écrire 

A,  C  et  B  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de 
X  —  aet^  —  p.  Déplus,  lafonctionj/'dej?  définie  parQ(:r,y)  =  o 
et  prenant  pour  x  =  a.  la  valeur  ^  annulera  identiquement 
B(ar,^),  puisque,  pour  les  points  de  la  courbe  Q,  les  deux  va- 
leurs de  y  doivent  être  égales. 

Nous  pouvons,  pour  abréger  l'écriture,   supposer  a=  p  =  o; 

on  aura  alors 

B(a:,  y)  =  ax  -h  by  -i- . . .  y 

\(x,  y)  =  A  -h  aix  -h  bx  y  -h 

Poura'=jK=Oj  on  a  j^=A.  Cette  valeur  doit  être  distincte 
du  coefficient  angulaire  de  la  courbe  Q  :=  o  à  l'origine;  car  autre- 
ment, comme  cette  origine  est  un  point  arbitraire  de  la  courbe  Q, 
celle-ci  satisferait  à  l'équation  diOerentielle,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 

Mais  nous  avons  dit  qu'on  avait  B(x,y)  =  o  pour  tout  point  de 
la  courbe  Q;  donc  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'ori- 
gine est  donné  par  —  j-;  nous  devons  donc  supposer 


a-h  bA  ^  o 
Ceci  étant  bien  compris,  posons 

y  =  Xx'^y  X  =  x'^f 


on  aura 


(3) 


^'  -T-,  =  — aX  -f-2A  H-2a?'*(ai4-6iX)  -f- 


-t-  G(a?'«,  Xa:'«)2a?'  /a  -t-  6 X  -+-  a7'(.  •  •  )• 
On  peut  trouver  une  intégrale  de  cette  équation  diOerentielle 
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qui,  pour  ar'=  o,  prend  la  valeur  A;  car  le  second  membre  est 
une  fonction  holomorphe  de  x*  et  X  dans  le  voisinage  de  a:'=  o, 
X  =  A  (puisque  a-f-6A^o);  de  plus,  il  s'annule  pour  ces  va- 
leurs. L'équation  (3)  rentre  donc  dans  le  type  de  celles  que  nous 
avons  étudiées  (Chap.  II,  §  2);  le  coefficient  6,  qui  jouait  le 
rôle  essentiel,  est  ici  égal  à  — 2.  Nous  avons  donc  une  intégrale 
holomorphe  de  cette  équation  prenant  pour  j:'=o  la  valeur  A, 
soit 

X  =  A  -\- px' ->f  qx'^-^. . .. 

Donc  on  aura 

y  =  \x-\'px^-\-. . .. 

En  employant  le  langage  géométrique,  on  voit  que  le  point 
:r  :^  o,  ^'  =  o  est  un  point  de  rebroussement  pour  cette  intégrale  ; 
d'où  cet  important  théorème  : 

La  courbe  Q  =  o  {qui  est  supposée  ne  pas  satisfaire  à  V équa- 
tion différentielle)  est,  en  général,  le  lieu  des  points  de  re- 
broussement  des  courbes  intégrales  (  *  ). 

3.  Attachons-nous  maintenant  au  cas  où  il  y  aurait  des  solu- 
tions singulières.  Ces  solutions  proviennent  de  l'élimination  Aey 
entre  les  équations 

àf 

Lagrange  a  remarqué  qu'à  ces  deux  équations  on  doit  en  ad- 
joindre une  troisième,  obtenue  en  différentiant  la  première  et 
tenant  compte  de  la  seconde 

àf       àf    , 
ôx       oy* 

Ainsi,  la  solution  singulière  devra  satisfaire  aux  trois  équations 

r/  'X  àf  df       df    , 


(■)  On  troavera  une  démonslration  géométrique  de  ce  théorème  dans  un  Mé- 
moire tout  à  fait  fondamental  de  M.  Darboux  sur  cette  théorie  des  solutions  sin- 
galiéres  des  équations  dififérentielles  du  premier  ordre  {BuUetin  des  Sciences 
mathématiques,  1873). 
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Ces  trois  équations,  considérées  comme  équations  en  j^,  ne 
pourront  pas,  en  général,  être  vérifiées  pour  une  succession  de 
valeurs  de  x  et  j^  correspondant  à  une  courbe.  Une  condition  né- 
cessaire pour  l'existence  des  solutions  singulières  est  donc  qu'il  y 
ait  une  succession  de  valeurs  de  x  et  y  correspondant  à  une 
courbe  P(^,  j^)  =  o,  pour  lesquelles  les  trois  équations  aient  une 
solution  commune.  Cette  courbe  pourra  constituer  une  partie  de  la 
courbe  Q(^,jk)==o  précédemment  considérée.  D'ailleurs,  Vé- 
quation  V{x^  y)  :=  o  donnera  certainement  une  solution  singu- 
lière, si  ~  n'est  pas  identiquement  nul  pour  la  valeur  y  àe  x 
tirée  de  l'équation  P  =  o.  Soient,  en  effet,  les  trois  équations 

qui  ont  une  solution  commune  en  X,  si  P(j',^)  =  o.  Cette  solu- 
tion commune  peut  être  considérée  comme  fonction  de  j:  ;  en  dif- 
férentiant  la  première,  on  aura 

df       df  dy 
dx       dy  dx 

et,  par  suite, 

ly  \         dx]  ~~  ^' 

On  a  donc,  si  ^  n'est  pas  nul  identiquement  quand  on  rem- 
place y  et  X  par  leur  valeur  en  fonction  de  x^ 

dx 

ce  qui  montre  que  la  fonction  ydex  tirée  de  Téquation  P{x^y)  =  o 
satisfait  à  l'équation  différentielle 


J  (^.  r, 


g) = •>■ 


i.  Nous  avons  tout  à  l'heure  cherché  les  solutions  de  (i)  qui, 
pour  x  =  0Ly  devenaient  égales  à  p  quand  (a,  p)  était  sur  la 
courbe  Q,  celte  courbe  n'étant  pas  une  courbe  intégrale. 

Proposons-nous  maintenant  la  même  question  en  supposant, 
au  contraire,  qu'il  existe  une  solution  singulière  P(^,  ^)  =  o.  Soit 
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(a,  P)  un  point  arbitraire  de  cette  courbe.  Nous  allons  chercher 
les  intégrales  de  Téquation  dififérentielle  proposée  qui,  pour 
jr  =  a,  prennent  la  valeur  p. 

Parmi  ces  intégrales,  il  y  a,  bien  entendu,  la  fonction  algé- 
brique ^i,  définie  par  Téquation 

et  pouvant  être  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a.  Nous 
allons  voir  qu'outre  celte  solution  il  y  a  une  seconde  solution. 
Reprenons,  à  cet  effet,  Téquation  différentielle  sous  la  forme 

^=A(2r,^)-+-C(.r,^)/B(i7y). 

Comme  nous  supposons  queyi  est  une  solution  singulière,  on 
aura  à  la  fois 

Posons 
Péquation  deviendra 

^  =5Ç),(a?)-h2«çp,(a7)-^...-4-C(a:-,^,-+-5)v/^<];i(x)-f-5»4^t(a?)4-...: 

les  fonctions  cp  et  '{^  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  X  —  a,  et  ^i(x),  en  général,  ne  s'annule  pas  pour 
X  =  a.  Nous  avons  à  étudier  les  intégrales  de  cette  équation  en  z^ 
s'annulant  pour  x  =  a.  Il  y  a  évidemment  la  solution  5  =  0.  Po- 
sant alors 

on  aura  l'équation 

a  ^  =  z' ^x{x) H-  V» o,(t)  -4-. . . -h  Q{x,yx -t-  s'») /^i(x)-+-y«4^,(j7)4-. . .. 

Dans  le  voisinage  de  x  =  a,  5'=  o,  le  second  membre  est  holo- 
morphe,  puisque  i(\  (a)  ^z^  o;  on  fixera  d'ailleurs  arbitrairement  le 
signe  du  radical.  Cette  équation  donnera,  d'après  le  théorème 
fondamental,  z' en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  :r  —  a, 
et  l'on  aura 

z  =  ai^x  ^aY'\-h{x^  a)'4-. . .. 

P.—  ni.  4 
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Il  est  clair  que  les  deux  déterminalions  du  radical  donnent, 
pour  z\  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  par  suite,  une 
même  valeur  pour  z.  Nous  avons  donc  la  solution  non  singulière 

et  il  est  évident  que  la  courbe  P(x,  ^)  =  o  est  tangente  au  point 
(a,  p)  à  la  courbe  représentée  par  la  dernière  équation;  d'où  ce 
théorème  : 

Quand  il  existe  une  solution  singulière,  elle  est  tangente  en 
chacun  de  ses  points  à  une  solution  non  singulière. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer,  sous  forme  géométrique, 
de  la  manière  suivante  : 

La  solution  singulière,  quand  elle  existe,  est  r enveloppe  des 
courbes  intégrales. 

5.  Dans  cette  question  des  solutions  singulières,  on  s'est  long- 
temps placé,  a  priori,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  enve- 
loppes. Partant  de  la  conception  de  l'intégrale  générale 

F(T,j^,C)  =  o, 

Lagrange  remarque  que  cette  famille  de  courbes,  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire  a  une  enveloppe,  et  puisque  l'enveloppe  est 
tangente  à  chacune  des  enveloppées,  celte  enveloppe  satisfera, 
comme  les  enveloppées,  à  l'équation  différentielle 

Il  semblerait  donc,  à  ce  point  de  vue,  et  c'était  l'opinion  de 
Lagrange,  que  les  équations  du  premier  ordre  ont,  en  général,  des 
solutions  singulières;  ce  résultat  est  tout  à  fait  opposé  à  ce  que 
nous  avons  dit  plus  haut. 

L'explication  de  celte  conlradiction  est  facile.  A  une  équation 
différentielle  arbitraire  y*(x,^,jK')  =  o  ne  correspond  pas,  comme 
intégrale  générale,  une  famille  de  courbes 

à  laquelle  on  puisse  appliquer  la  théorie  des  enveloppes;  je  veux 
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dire  que  Fenveloppe  donnée  par  la  théorie  classique  ne  sera  pas 
en  chacun  de  ses  points  tangente  à  une  enveloppée,  mais  sera  un 
lieu  de  points  singuliers.   Il   peut   paraître  étrange  au   premier 
abord  qu'à  une   équation  différentielle  arbitraire  corresponde 
une  famille  de  courbes  jouissant,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
eoYeloppes,  de  propriétés  spéciales,  tandis  qu'à  une  famille  ar- 
bitraire At  courbes,  pour  laquelle  on  pourra  appliquer  la  théorie 
des  enveloppes,   correspondra  une  équation  différentielle    spé- 
cialey  qui  aura  une  solution  singulière.  Mais,  comme  le  remarque 
Clebsch,  ceci  n'est  pas  plus  étonnant  que  le  fait  auquel  nous 
sommes  si  habitués  relativement  aux  coordonnées  ponctuelles  et 
langentielles.  Nous  savons  en  effet  qu'une  courbe  générale  en 
coordonnées  ponctuelles  a  des  singularités  tangentielles,  et  in- 
versement une  courbe  générale  en  coordonnées  tangentielles  a 
des  singularités  ponctuelles. 

6.  Indiquons  un  exemple  des  théorèmes  généraux  démontrés 
plus  haut.  Soit  Téquation 

les  trois  équations  du  §  3  sont  ici 

^-.>.xy— yî:r=o,      j--+-y  =  o,      y=o. 

Ces  trois  équations  n'ont  de  solution  commune  en  y'  que  pour 
jc  ^=y  =  o.  Il  n'y  a  donc  pas  de  solution  singulière. 
En  ëlîminanty  entre  les  deux  premières,  il  vient 

Q^^,r)  =  .r -4- X*  =  o. 

La  théorie  générale  (§  2)  nous  apprend  que  la  courbe 

^  H-  ar-  =  o 

est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 
Dans  le  cas  actuel,  l'intégration  complète  est  facile  à  effectuer, 
réquation  étant  de  celles  qui  s'intègrent  par  différentiation.  On 
trouve  ainsi  pour  intégrale  générale 
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et  Ton  voit  bien  que  y  -i-  x^=  o  est  le  lieu  des  points  de  rebrous- 
scment  des  courbes  intégrales. 

II.  —  Systèmes  d'équations  simultanées. 

7.  L'analyse  développée  dans  la  Section  précédente  s'étend 
d'elle-même  à  un  système  d'équations  simultanées  du  premier 
ordre.  Considérons  le  système  de  m  équations 

les  /  étant  des  polynômes.  Les  dérivées  -^>   •••>  -^^  sont  des 

fonctions  algébriques  de  x^  ^i,  ^'2,  . ..,  ym\  elles  peuvent  donc, 
d'après  un  théorème  élémentaire  d'Algèbre,  se  mettre  sous  la 
forme 

(5)  y  J  =  R.(^,ri.---.7'».«). 


(4) 


•  1 


^y  ni  p      /  -  \ 

les  R  étant  rationnelles  en  .r,  ^1,  . . .,  y,n  et  z.  Quant  à  Zy  il  re- 
présente une  irrationnelle,  fonction  algébrique  de  x,  /i,  J^2î  ••  •-, 
ymj  définie  par  une  équation  algébrique 

(6)  /(ar,  yi,  yt,  ....  y,ny  z)  =  o. 

8.  Envisageons  ce  que  nous  avons  appelé  précédemment  une 
courbe  intégrale,  c'est-à-dire  un  ensemble  de  valeurs  de  x^ y^^ 
y^t  "nYm.  satisfaisant  aux  équations  diflférenti elles.  Si  pour  tout 
point  (x,  j^i,^2,  . . .,  y;„)  de  cette  courbe  intégrale,  la  valeur 
correspondante  de  z  tirée  de  l'équation  (6)  est  une  racine  mul- 
tiple de  cette  équation,  de  telle  sorte  que  z  cesse  d'être  une  fonc- 
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tien  uniforme  des  m  -f- 1  lettres,  dont  il  est  fonction  algébrique, 
dans  le  voisinage  de  ce  point,  la  solution  considérée  ne  pourra 
pas  être  obtenue  par  Tapplication  du  théorème  fondamental  re- 
latif à  Texistence  des  intégrales;  nous  la  dirons  une  solution 
singulière. 

Il  est  clair  qu'ici,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  équation,  il 
n*y  aura  pas  en  général  de  solution  singulière.  Pour  avoir  une 
solution  singulière,  on  devra  d'abord  évidemment  éliminer  centre 
les  deux  équations 

/=o,         ^=oî 
on  obtient  ainsi  une  relation 

(7)  Q(^, ^1,  j^î,  '*">ym)  =  0. 

C'est  une  certaine  surface  sur  laquelle  doit  se  trouver  la  courbe 
intégrale  singulière.  On  aura  alors  à  chercher  si  l'on  peut  satis- 
faire simultanément  aux  équations  (4)  et  (7).  Plusieurs  circon- 
stances pourront  se  présenter.  L'élimination  d'une  des  fonctions, 
y  m  par  exemple,  entre  (4)  et  (7)  conduira  à  un  système  de  m 
équations  à  m  —  i  fonctions  j^i ,  . . .,  ym-\ 

f  dY\  dVm-X  \ 


^m\x,yu  ...,^,„-i,  -^.  •  ..,  "2^     - 


)=«, 


et  ces  m  équations  seront  en  général  incompatibles.  De  simples 
dérivations  et  éliminations  permettront  de  reconnaître  si  ces 
équations  sont  ou  non  compatibles,  et  quel  est  le  degré  de  géné- 
ralité des  solutions  communes.  Celles-ci  pourront,  suivant  les  cas, 
être  complètement  déterminées  ou  dépendre  d'une,  deux,  ...  ou 
m  —  I  constantes  arbitraires.  Si  les  solutions  ne  sont  pas  com- 
plètement déterminées,  elles  seront  données  par  un  système 
(Inéquations  différentielles. 

9.  Examinons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  aurait  pas  de  solution 
singulière;  nous  prenons  un  point  arbitraire  (a,  ai,  . . . ,  a;„)  sur 
la  surface 
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et  nous  allons  chercher  les  courbes  intégrales  passant  par  ce  point. 
Nous  n'avons  qu'à  raisonner  comme  dans  la  Section  précédente. 
En  supposant,  pour  rester  dans  la  généralité,  que  la  racine  cor- 
respondante z  soit  une  racine  double,  nous  aurons  pour  z  une  ex- 
pression de  la  forme 

et  nous  aurons  par  suite 

les  Â,  les  G  et  B  étant  des  fonctions  holomorphes  de  a*,  j^i,  . . ., 
y  m  dans  le  voisinage  de  a,  ai,  . . .,  oLm.  De  plus,  on  a  nécessaire- 
ment B(x,  j^i,  .. .,  j^/m)  =  o  pour  tout  point  de  la  surface  Q  =  c> 
voisin  de  (a,  ai,  ...,  a„i).  Nous  pouvons,  pour  simplifier  l'écri- 
ture, supposer  a  ==  ai  =  . . .  =  a;,*  =  o  ;  on  aura  alors 

A/(x,  yi,  . . .,  J'm)  =  A/ -H  hix  -4-  «i/^i-f-  aj/^j-f-.  ..-hami^m-^-  •  • 

B(a?,  yu Jm  )  =  A'J?  -H  Al  ^1  H-  ...  -h  ^mym  -+" 

Pour  X  =^i  =  . . .  ^=^m  ^=  o,  on  a 

.^  =  A,'  (t=  I,  9.,  ...,  m). 

0/1  devra  as^oir 

A -+- Xti  Al -h  Aj  Aj -h . . . -h  A,,,  A,„ /«^  o  : 

dans  le  cas  contraire,  en  effet,  le  point  considéré  étant  un  point 
arbitraire  de  Q  =  o,  on  aurait  l'identité 

vérifiée  pour  tout  système  de  valeurs  de  x,yi^  -",ym  satisfaisant 
à   l'équation  Q  =  o  ou,  ce  qui  revient  au  même,   à  l'équation 
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B  =  o.  Les  équations  difTérentielles 


"zrr  —  A.m(^j 7i  •  •  •» ynt)i 


en  prenant  pour  système  de  valeurs  initiales  un  point  de  la  sur- 
face Q,  donneraient  alors  une  courbe  intégrale  située  sur  cette 
surface;  pour  le  voir  bien  nettement,  il  suffit  de  prendre  les 
m  équations 


— "jfZ"   —  ^m—ï  \^y  y\j  •  •  • ,  y  m  ), 
B(a7,7i,  ...,7m)  =  0. 

Une  intégrale  est  complètement  déterminée  par  le  système  indiqué 
de  valeurs  initiales,  et  Pidentité  (8)  montre  que  Ton  aura 

10.  Nous  n'avons  plus  maintenant  qu'à  poser 
Le  système  d'équations  différentielles  devient 

X^  —r^  = 2XH-2A/-+-... 


II  y  aura  un  système  d'intégrales  holomorphes  prenant  respec- 
tivement les  valeurs  A|,  As,  ...,  Am*  Il  en  résulte  les  intégrales 

1 
yx  =  Al  X'\-px  57*-+-..., 

yt  =  A,  x-^pt  ar»-f-..., 


7m  =  Ama?  -+-/>ma?*  -t- 


(9) 
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On  voit  donc  que  Von  obtient  une  courbe  intégrale  présen^ 
tant  un  rebroussement  au  point  considéré  de  la  surface  Q. 
C^est  le  résultat  que  nous  avions  obtenu  dans  le  cas  d'une  seule 
équation. 

11.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  une  solution  singulière. 
Nous  transformerons  d'abord  les  équations  en  posant 

d'où  Ton  tirera ^,„  en  fonction  holomorphe  de  ^,  J'i,j^2>  •  •  -i  ym-% 
et  5,  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéi-o.  Les  équations  deviennent 

-^  =  D|  (x,yu  ...,ym-u  z)  -^V.i{x,yi,  .,.,yrn-\y^)yfz,       {i-  1,2,..., m— i), 

les  D  et  E  étant  des  fonctions  holomorphes  de  J?,^<,  ...,^''»-<î  ^ 
dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro  de  ces  grandeurs. 

Différents  cas  peuvent  se  présenter;  si  la  fonction  Dm  s'annule 
identiquement  pour  5=0,  on  voit  que  l'on  pourra  satisfaire  aux 
équations  en  faisant  -3  =  o  et  en  prenant  pour  les  y  des  intégrales 
du  système 

-^  =  D/(j7,7i y„i-iyO)y        (e=  1,2»  ...,  m  —  i). 

Nous  sommes  alors  dans  le  cas  où  l'intégrale  singulière  dépend 
de  m  —  I  constantes  arbitraires.  Considérons  une  de  ces  intégrales 
singulières,  celle,  par  exemple,  qui  correspond  pour  ^  =  o  à 

Nous  allons  chercher  s'il  y  a  une  autre  intégrale  de  (9)  prenant 
pour  X  =  o  ces  mêmes  valeurs.  Écrivons  de  nouveau  les  équations 

-^  =  D|(ic,7,,  ...,^;„_,,;;)4-E/(ar,7i,...,j;„_i,5)/^, 

^  =  ?(^,rif-».r/«-i'^'"5-^E,„(ar,^i,...,7;„_i,5)/;:. 

Or,  il  sufGt  de  poser  z  =  z'^  pour  avoir  un  système  qui  se  pré- 
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senle  sous  la  forme  ordinaire.  Nous  obtenons  donc  un  système 
dMntégrales  autre  que  le  système  considéré  d'intégrales  singulières, 
prenant  les  mêmes  valeurs  initiales,  et  il  est  manifeste  que,  pour 
Tua  et  l'autre  de  ces  systèmes,  les  dérivées  de  premier  ordre  ont 
les  mêmes  valeurs  initiales  :  nous  pommons  donc  dire  que  l'on  a 
une  courbe  intégrale  tangente  à  la  solution  singulière, 

12.  Nous  avons  supposé,  dans  le  paragraphe  précédent,  que 
élail  identiquement  nul.  S^il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  poserons 

On  pourra  tirer  de  là,  en  général,  j^;„_i  en  fonction  holomorphe 
de  j:,  j^i,  . . .,  ym-2'i  w,  et  le  système  prendra  la  forme 

-^  =  li(x,yi, . . . ,^m-î,  Uy  z)'^Zi(x,yu  . . .  ,^/n-ï,  w,  ^)  V^j        (*  =  1,2, . . . ,m  —  •^.), 
du  .  /- 


djc 

dz 
dx 


dz  r- 

les  'I  étant  holomorphes  en  a:,^i,  ... ,  jK/it-2-  Supposons  que  Ton 
ait 

identiquement  nul.  Les  deux  dernières  équations  seront  vérifiées 
pour  w  =  o,  ^  =  o  ;  quant  aux  y^  ils  seront  déterminés  par  le 
système 

-^  =  A,(ar,7,,  ...,  j^;„-î,  0,0)         (t  =  I,  2, . .  .,/7i  —  2), 

et  Ton  aura,  dans  ce  cas,  des  solutions  singulières  dépendant  de 
m —  2  constantes  arbitraires.  Prenons  Tune  de  ces  solutions;  on 
peut  toujours  supposer  que  c'est  la  solution  correspondant  aux 
valeurs  initiales  zéro.  Posons 

et  considérons  x,  yt,   . . .,  ym-^t  p-  comme  fonctions  de  z';  on 


58  CHAPITRE  111. 

aura 

I    dx  I 


2     dz'  ^\Z'  -\-^x)i.-^,.  ^-^tini^X^.  ..^]i.z\z'^) 

,   d\L  '>.Z'\ ]—   (Jl[l);i.5'-4-4/ifX4-...-+-Ê,„(a- [LZ\z'^)\ 

J^  m  7***  ■  ■  ■■«■■■  ■         I        ■  .  ■  .  ■    ^^^1^^—       y 

dz'  ^\Z'-^  «J'îlA-h.  ..-H  t„i{Xy  .  ..,  \LZ\Z*) 

dz'  ~  ^-^' 
les  yi  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de 

Nous  supposons,  pour  prendre  le  cas  le  plus  général,  que  Zm  ^^ 
s'annule  pas  pour  les  valeurs  zéro  des  lettres  dont  il  dépend. 
L'étude  des  équations  précédentes  ne  présente  alors  aucune  dif6- 
culte  ;  le  coefficient  de  |x  dans  la  seconde  équation,  étant  égal  à  —  i , 
est  négatif  ;  nous  aurons  un  système  d'intégrales  a:,  |A,yi,^2,  ..., 
ym-ii  fonctions  homolorphes  de  z'  et  s'annulant  pour  5'=  o.  En 
revenant  aux  équations  primitives,  nous  aurons  donc  une  inté- 
grale tangente  à  la  solution  singulière.  Le  contact  des  deux  so- 
lutions est  évident,  puisque  les  dérivées  du  premier  ordre  ont  les 
mêmes  valeurs  initiales  pour  Tune  et  pour  l'autre. 

13.  On  peut  continuer  de  la  même  façon  dans  le  cas  où  les 
solutions  singulières  dépendraient  de  /w  —  2,  m  —  3,  ...  ou  zéro 
constantes  arbitraires.  La  conclusion  est  toujours  la  même  : 

Si  Von  prend  un  point  arbitraire  sur  une  courbe  intégrale 
singulière,  on  pourra^  en  général,  faire  passer  par  ce  point 
une  seconde  courbe  intégrale  non  singulière  et  tangente  à  la 
première. 

Le  cas  extrême  où  il  j  aurait  une  seule  solution  singulière  ne 
dépendant  pas  d'une  constante  arbitraire  sera  celui  des  équations 
(en  nous  bornant  à  deux  équations) 

—  =:aM-+-pp-T-...-i-  £i(a:,  u,v)  /i^ 
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les  a,  ^,  a',  ^S  ...  étant  des  fonctions   de  ^;  la  seule  solution 
singulière  est  ici  donnée  par 


w  =  o,        t^  =  o. 


14.  Nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  du  plan,  la  théorie  des 
solutions  singulières  se  rattache  à  la  théorie  des  enveloppes.  Il  en 
est  de  même  pour  un  espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions. Nous  nous  contenterons  de  considérer  le  cas  de  trois  dimen- 
sions. M.  Goursat(*)  a  montré,  comme  il  suit,  comment  la  théorie 
des  solutions  singulières  se  rattachait  à  la  théorie  des  congruences 
de  courbes.  Prenons  la  famille  de  courbes 

dépendant  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  b.  En  considérant 
y  et  z  comme  des  fonctions  de  x,  on  définit  ainsi  un  système  de 
fonctions^  et  ^  de  ^  satisfaisant  à  deux  équations  différentielles 

Rappelons  les  points  fondamentaux  de  la  théorie  des  con- 
gruences de  courbes.  On  cherche  d'abord  à  déterminer  b  en  fonc- 
tion de  a,  soit 

6  =  X(a), 

de  façon  que  la  famille  de  courbes 

ait  une  enveloppe.  On  sait  qu'il  faut  et  suffit  pour  cela  que  les 
quatre  équations  (lo)  et  (i  i) 

da       Ob      ^    ^ 


(  •  )  E.  GouRSAT,  Sur  la  théorie  des  solutions  singulières  des  équations  diffé- 
rentielles simultanées  {American  Journal  of  Mathematics,  t.  XI). 
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aient  une  solution  commune  en  x^  y  et  z^  quel  que  soit  a.  L'éli- 
mination de  x^  y^  z  entre  ces  quatre  équations  conduit  à  une 

relation 

yja,  X(a),X'(a)]  =  o; 

la  fonction  X  (a)  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre.  Chaque  courbe  de  la  congruence  appartient 
donc  à  une  ou  plusieurs  familles  de  courbes  de  cette  même  con- 
gruence qui  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  et  ont  une  enve- 
loppe. Désignons,  d'une  manière  générale,  par  F  ces  courbes 
enveloppes.  Celles-ci  seront  nécessairement  situées  sur  la  surface 
définie  par  les  trois  équations 

/(ar,^,  ^,  a,  6)  =  o, 

<p(ar,7,;5,  a,  6)  =  o, 

df  <)o        df  do  __ 
da  Ob       Ob  ôa  ^ 

comme  on  le  voit,  en  éliminant  X'(a)  entre  les  équations  (ii). 
Cette  surface  s'appelle  la  surface  focale  de  la  congruence^  et 
toute  courbe  de  la  congruence  est  tangente  aux  différentes  nappes 
de  cette  surface  focale. 

L'ensemble  des  courbes  F  est  évidemment  donné  par  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  puisque  ces  courbes  sont 
données  par  les  équations  (lo)  et  (ii),  et  l'équation  -jr  =  o.  Or, 
considérons  une  courbe  F  et  un  point  arbitraire  sur  cette  courbe  ; 
par  ce  point,  passe  une  courbe  de  la  congruence  C  tangente  à  F. 
En  considérant  donc^  et  ;;  comme  fonctions  de  x^  pour  l'une  et 
l'autre  de  ces  deux  courbes,  on  peut  dire  que  pour  elles 

dy     dz 

ont  les  mêmes  valeurs  aux  points  considérés.  Nous  en  con- 
cluons que  les  courbes  F  satisfont  aux  équations  différen- 
tielles E. 

En  général,  les  courbes  F  n'appartiendront  pas  à  la  congruence; 
elles  seront  les  solutions  singulières  du  système  (E). 


»••>' 
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CHAPITRE  IV. 

SUR  CERTAINES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 


I.  —  Équations  de  Briot  et  Bouquet. 

1.  Dans  un  de  leurs  Mémoires  sur  les  équalions  différen- 
tielles (*),  Briot  et  Bouquet  ont  considéré  les  équations  de  la 
forme 

y  étant  un  polynôme,  et  ont  cherché  dans  quels  cas  l'intégrale  de 
cette  équation  est  une  fonction  uniforme  de  z. 

Nous  allons  suivre  une  tout  autre  voie  que  Briot  et  Bouquet 
et  nous  allons  démontrer  a  priori  le  théorème  suivant,  déduit 
par  M.  Hermite  (^)  des  recherches  de  Briot  et  Bouquet. 

Quand  ^intégrale  de  Inéquation  précédente  est  uniforme, 
le  genre  de  la  courbe 

/(M,  a')  =  o 

est  nécessairement  égal  à  zéro  ou  à  V unité. 

J'ai  déjà  indiqué  la  méthode  que  je  vais  suivre,  dans  mon  Mé- 
moire :  Sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indé- 
pendantes {^)^  en  rappliquant  aux  équations  différentielles  du 


(  »  )  Briot  et  Bouquet,  intégrations  des  équations  différentielles  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques  {^Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI). 

(•)  Hbrmitb,  Cours  lithographie  de  l^ École  Polytechnique,  1873. 

(')  Journal  de  Mathématiques,  1889. 
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second  ordre  qui  ne  renferment  pas  explicitement  la  variable  in- 
dépendante. Nous  allons  nous  appuyer  sur  les  théorèmes  géné- 
raux: relatifs  aux  courbes  algébriques  démontrés  dans  le  tome  II; 
j^ai  seulement  une  remarque  à  ajouter. 

2.  Nous  avons  étudié  les  transformations  birationnelles  d'une 
courbe  en  une  autre  ou  d'une  courbe  en  elle-même.  Soient  deux 
courbes  algébriques 

On  peut  concevoir  qu'il  existe,  entre  les  points  {jc^y)  et  (X,  Y) 
de  ces  deux  courbes  ou  des  surfaces  de  Riemann  correspondantes, 
une  transformation  biuniforme,  c'est-à-dire  telle  qu'à  un  point 
arbitraire  {x^  y)  de  la  première  ne  corresponde  qu'un  point  (X,  Y) 
de  la  seconde  et  inversement.  On  suppose  que  cette  transforma- 
tion biuniforme  n'ait  d'autres  singularités  possibles  que  des  points 
essentiels  isolés.  Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ces  conditions,  la 
transformation  biuniforme  sera  nécessairement  birationnelle. 

Supposons,  en  effet,  que  la  transformation  ail  un  point  singu- 
lier essentiel  ;  soit  a:  =  a,  ^  =  6  un  tel  point,  qu'on  peut  toujours 
supposer  un  point  ordinaire  de  la  surface  de  Riemann.  Alors  X 
et  Y  seront  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  le  voisinage  de 
x=.n^  ce  point  étant  un  point  singulier  essentiel  pour  ces  fonc- 
tions :  soient 

A  une  valeur  arbitraire  de  X  correspond,  dans  le  voisinage  de 
X  =za^  une  infinité  de  racines  de  l'équation 

d'après  un  théorème  que  nous  avons  énoncé  (t.  II,  p.  121);  pour 
ces  racines  la  fonction  •i(^)  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre  limité 
de  valeurs,  celles  qui  correspondent  à  l'équation 

F(X,Y)  =  o. 

Donc,  à  un  point  arbitraire  (X,  Y)  de  la  courbe  F  se  trouve 
correspondre  une  infinité  de  points  {x^y)  de  la  première  dans  le 
voisinage  Ae  x  =  a^y  ^=  b\  la  substitution  ne  serait  donc  pas  bi- 
uniforme, et  le  théorème  est  par  suite  démontré. 
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iVoi.ms  pouvons  remarquer  que  le  théorème  précédent  ne  sub- 
sistep^as  pour  deux  surfaces  algébriques.  Entre  les  points  de 
deux  ^mirfaces  on  peut  avoir  une  correspondance  biuniforme  qui 
ne  soi  t  pas  birationnelle.  Il  suffît  pour  s'en  assurer  de  prendre  la 
corre^  pondance 

X 

qui  65*  t  biunifornie,  mais  non  birationnelle. 
3.    X^eprenons  maintenant  l'équation 


/(«,«')=o.  (g=„') 


dont  1**  intégrale,  par  hypothèse,  est  une  fonction  uniforme  de  z. 
Désignons  par  U  et  U'  ce  que  deviennent  u  et  u'  quand  on  rem- 
place   ^  par  s  -h  A,  h  étant  une  constante  quelconque. 

Il  ^st  facile  de  voir  qu'à  une  valeur  (w,  u')  ne  correspond  qu'une 
valeiair  de  (U,  U')  et  inversement.  En  effet,  une  intégrale  est  com- 
plète xinent  déterminée  si  l'on  se  donne  sa  valeur  et  celle  de  sa  dé- 
rivée ^Q  lin  point  -3,  valeurs  liées  nécessairement  par  la  relation 
/=  <^  ;  cette  intégrale  sera  donc  déterminée  au  point  z  4-  A,  et  il 
est  rràsioifeste,  d'après  la  formule  de  Taylor,  que  U  et  \j'  ne  dé- 
penci^Ql  que  de  u  et  u'  et  h  et  nullement  de  z.  Nous  pouvons  donc 
dire  c|ue  fa  courbe 

aam^l  une  transformation  biuniforme  en  elle-même,  dépendant 

^  ""^     paramètre  arbitraire  h.  Les  seuls  couples  (w,  w'),  auxquels 

P^"*"ï"aient  correspondre  plus  d'un  point  (U,  U'),  sont  les  valeurs 

"^  (  *^ ,  m')  qui  donnent  les  points  de  ramification  ou  les  points 

sïiig' VI. Tiers  de  y;  ce  sont  des  points  isolés  qui  pourraient  être  des 

^*°Svilarilés  essentielles  pour  la  transformation  biuiiiforme  ;  mais 

nou^    venons  de  voir  au  paragraphe  précédent  que  cette  circon- 

staa<^^  ne  peut  se  présenter.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion 

SQiv^i^lg  :  la  courbe  f  admet  une  transformation  birationnelle 

«^  ^ile-même  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  h.  Il  en 

résulte,  d'après  le  théorème  de  M.  Schwarz  (t.  II,  p.  4^'j),  que  la 

courbe  f  est  du  genre  zéro  ou  du  genre  cjr. 
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i.  Le  résultat  que  nous  venons  d'établir  a  priori  permet  de  se 
rendre  compte  bien  facilement  de  la  nature  des  fonctions  uni- 
formes de  z  satisfaisant  à  Téquation  différentielle 


/(". 


du\ 
d-z)=°- 


Supposons  d'abord  que  cette  relation  algébrique  soit  de  genre 
féro.  Nous  pourrons  poser 

a=R(e), 


R  et  R|  étant  rationnelles,  et  de  telle  sorte  que  0  soit  une  fonction 

du 
dz 


rationnelle  de  u  et  -r;  (t.  II,  p.  499)?  ^^»  P^^  suite,  fonction  uni- 


forme de  :?. 

En  dérivant  la  valeur  de  i^  et  l'égalant  à  la  valeur  donnée  par 
la  seconde  ligne,  nous  sommes  amené  à  l'équation 

<p(6)  étant  une  fonction  rationnelle  de  6,  et  nous  avons  à  chercher 
dans  quels  cas  une  telle  équation  peut  donner  pour  0  une  fonction 
uniforme  de  xî. 

Il  est  d'abord  évident  que  'f(6)  devra  être  un  polynôme;  si- 
non 0  deviendrait  infinie  pour  une  certaine  valeur  a  et  l'inté- 
grale de  l'équation  devenant,  pour  une  valeur  arbitraire  d'ail- 
leurs ^0)  égale  à  a,  aurait  en  z^  un  point  critique  algébrique  (t.  II, 
p.  324)  et,  par  suite,  ne  serait  pas  uniforme.  Pour  la  même  rai- 
son, en  changeant  6  en  ^>  on  voit  que  le  degré  du  polynôme  ç(0) 

ne  peut  surpasser  deux;  sinon,  dans  l'équation  en  8',  l'intégrale 
devenant  nulle  pour  ^o  aurait  en  ce  point  un  point  critique  algé- 
brique. On  a  donc 

dz 

ce  qui  donne  immédiatement  pour  0,  soit  une  fonction  linéaire 
de  e*^,  k  étant  une  constante,  soit  une  fonction  linéaire  de  z.  Nous 
arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  :  quand  la  courbe  f  est 
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du  genre  zéro,  la  fonction  u  supposée  uni/orme  ne  peut  être 
qu'une  fonction  rationnelle  de  z  ou  une  fonction  rationnelle 
de  e^*. 

5.  Examiaons  maintenant  le  cas  oii  la  courbe 

f{u,u')  = 
est  de  genre  un.  Soit 

Cw{u,u')du 

l'intégrale  de  première  espèce  relative  à  cette  courbe.  Nous  avons 
dit  qu'une  certaine  transformation  birationnelle  contenant  un  pa- 
ramètre arbitraire  h  transforme  en  elle-même  la  courbe  /.  On  a 
ainsi  la  transformation 

U  =^  (m,  w',A), 

U  et  U'  étant  ce  que  deviennent  u  et  u'  quand        remplace  z  par 
II.  On  aura  nécessairement 

R(m,  m')^m  =  A.R(U,U'  d 

la  transformation  birationnelle  devant  nécessairement  transfor- 
mer une  intégrale  de  première  espèce  en  elle-même  un  facteur 
près.  A  priori  h.  peut  dépendre  de  A;  mais,  comme  nous  l'avons 
vu  d'une  manière  plus  générale  (t.  II,  p.  4^7),  il  n'en  dépend  pas, 
el,  puisque,  pour  A  =  o, 

U  =  a,        U'  =  u\ 
A  est  nécessairement  égal  à  un.  Nous  avons  donc 

R(m,  u')du  =  R(U,  \5')d\}, 
et,  par  suite, 

Il  résulte  de  cette  égalité  que  la  fonction  de  z 

Mu,u'/£ 

p.  —  m.  5 
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ne  change  pas  quand  on  change  z  en  z  -{-  h,  h  étant  une  constante 
arbitraire;  il  faut  donc  qu^elle  ne  dépende  pas  de  z  et  nous 
avons 

a  étant  une  constante.  Ainsi 


/ 


R(w,  u')  du  =  az. 


La  fonction  u  s'obtient  donc  par  Tinversion  d'une  intégrale  de 
première  espèce  relative  à  une  courbe  de  genre  un,  Elle  est  une 
fonction  doublement  périodique  de  z, 

6.  En  résumé,  nous  avons  étudié  tous  les  cas  qui  peuvent   se 
présenter  pour  l'équation  de  Briot  et      ouquet 


•^("•£)=°- 


Quand  V intégrale  de  cette  équation  est  uniforme,  cette  fonc- 
tion  uniforme  ne  peut  être  qu'une  fonction  doublement  pério- 
dique de  5,  ou  une  fonction  rationnelle  de  e*^  (A*  étant  une 
constante)^  ou  une  fonction  rationnelle  de  z, 

II.  —  Généralisation  des  équations  de  Briot  et  Bouquet. 

7.  Le  problème  de  Briot  et  Bouquet  peut  se  poser  sous  une 
autre  forme  qui  va  nous  conduire  à  une  généralisation  intéres- 
sante. Si  nous  reprenons  l'équation 

/(a,  m')  =  o, 
nous  aurons 


r"""'du 
J        -^^'' 


Le  premier  membre  est  une  intégrale  abélienne  relative  à  la 
courbe/,  et  Ton  a  à  considérer  les  cas  où  l'inversion  précédente 
donne  pour  u  et  u'  des  fonctions  uniformes  de  z.  On  peut  donc 
d'une  manière  plus  générale  prendre  une  courbe  algébrique 


/ 
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et  se  demander  si  Ton  peut  trouver  une  intégrale  abélienne  con- 
venable 

telle  que  V équation 

f  R(^,  y)(ix  =^  u 

donne  pour  xety  des  fondions  uniformes  de  u, 

8.  C'est  la  question  qui  vient  d'être  posée  que  nous  allons 
généraliser.  Envisageons  à  cet  eOet  les  expressions  de  la  forme 

A(x,y)  étant  une  fonction  rationnelle  des  variables  a:  et  ^  liées 

par  la  relation 

/(a?,  y)  =  o, 

et  en  supposant  de  plus  que  la  fonction  u  n'ait  sur  la  surface  de 
liiemann  que  des  pôles  ou  des  infinis  logarithmiques,  de  telle 
sorte  que  les  singularités  de  u  soient  absolument  de  même  nature 
que  celles  des  intégrales  abéliennes  attachées  à  la  courbe /(*). 

Nous  allons  chercher  (^)  dans  quels  cas  Cinversion  de  V ex- 
pression (1)  peut  donner  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes 
cLe  u  et  quelle  sera  la  nature  de  ces  fonctions  uniformes.  La 
conclusion  de  notre  recherche  va  être  que  la  courbe  f  doit  être 
nécessairement  de  genre  zéro  ou  un  et  les  fonctions  uniformes 
de  u  se  ramènent  aux  fonctions  doublement  périodiques  ou  à 
leurs  dégénérescences. 

Je  tiens  à  rappeler  que  M.  Appell  faisait,  en  même  temps  que 
moi,  une  étude  approfondie  des  expressions  (i)  dans  son  grand 
Mémoire  sur  les  fonctions  à  multiplicateurs  (Acta  mathematica, 
t.  XIII)  sans  toutefois  se  poser  le  problème  qui  nous  occupe  ici. 

*■ 

(*)  Noas  nous  placerons  au  §  16  dans  an  cas  plus  général. 

(')  J'ai  fait  pour  la  première  fois  cette  recherche  dans  le  Chapitre  VI  (§  1,  2, 
3,  5,  6)  de  mon  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  de  deuxTariables;  je  suis 
rerena  sur  ce  sujet  dans  V American  Journal  of  Mathematics  (Vol.  XVI,  n*  1). 


i 
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9.  Commençons  par  faire  l'élude  des  expressions  u  définies 
plus  haut,  en  la  réduisant  à  ce  qui  sera  indispensable  pour  notre 
démonstration.  Nous  supposerons,  comme  d'habitude,  que  la 
courbe /n'a  que  des  points  doubles  et  a  ses  directions  asjmpto- 
tiques  distinctes;  m  désignera  son  degré. 

L'expression  u  peut  avoir  des  pôles  et  des  infinis  logarith- 
miques. 11  est  évidemment  permis  de  supposer  que  ces  points  ne 
se  trouvent  ni  à  l'infini,  ni  en  un  point  de  ramification  de  la  sur- 
face de  Riemann  correspondant  à  la  fonction  algébrique  j^  de  x, 
car  il  est  possible  d'effectuer  préalablement  une  transformation 
birationnelle  convenable  pour  éviter  ces  circonstances. 

Gela  dit,  envisageons  les  infinis  de  À(j:^,^).  Soit  d'abord  (a,  6) 
un  infini  qui  ne  soit  pas  un  point  de  ramification.  Le  point  a  sera 
un  pôle  de  ^(x,  ^),  et  son  résidu  devra  être  un  entier  positif 
ou  négatif,  pour  que  le  point  a  soit  un  point  ordinaire,  un  pôle, 
ou  un  infini  logarithmique  de  la  fonction  u.  Ce  pôle  ne  pourra 
d'ailleurs  être  qu'un  pôle  simple,  sinon  la  fonction  u  aurait  en  ce 
point  une  singularité  essentielle.  Désignons  par  À*  le  nombre  des 
points  (a,  b)  et  appelons 

les  résidus  (entiers  positifs  ou  négatifs)  correspondant  à  ces  dif- 
férents points. 

Considérons  maintenant  un  point  de  ramification  (  ^i,yi)  de  la 
surface  de  Riemann,  rendant  X  infini.  On  a 

^— 7i=  H/a:  — J7,-h...  (H  T^o). 

Donc  X(x, ^)  se  développera  suivant  les  puissances  de  {x  —  ^^)^, 
et  pour  que  le  point  (^i,^i)  de  la  surface  de  Riemann  soit  un 
point  ordinaire  pour  u,  on  doit  avoir  pour  'k(x^y)  le  dévelop- 
pement 

^(^>r)= -^ j--4-C,-+-..., 

{x  —  xty 

A,  étant  de  la  forme  ~ ,  [Xi  étant  un  entier  au  moins  égal  à  —  i 

(t.  II,  p.  383). 

11  nous  reste  à  parler  des  points  à  l'infini  qui  sont,  par  hypo- 
thèse, comme  les  précédents,  des  points  ordinaires  pour  u.  Sur 
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un  quelconque  des  m  feuillets,  nous  devrons  avoir,  pour  x  très 
grand,  un  développement  de  ]a  forme 

R  étant  un  entier  au  plus  égal  à  —  2.  Pour  chaque  feuillet,  on 
aura  un  nombre  R. 

Ainsi  nous  avons  trois  catégories  d'entiers 

a,  fx,  R. 

Comme  il  est  bien  connu,  on  a  entre  eux  la  relation 

(a)  2a-H2fi  =  2:R, 

en  écrivant  que 

rintégrale  étant  prise  le  long  du  contour  fermé  rendant  la  surface 
simplement  connexe,  contour  classique  dans  la  théorie  des  surfaces 
de  Riemann  (t.  Tl,  p.  385). 

10.  Les  expressions  u^  que  nous  étudions,  se  partagent  naturel- 
lement en  fonctions  de  première  espèce,  de  seconde  espèce  et  de 
troisième  espèce.  Les  fonctions  de  première  espèce  restent  toujours 
finies,  celles  de  seconde  espèce  n'ont  sur  la  surface  de  Riemann 
d'autres  infinis  que  des  pôles,  enfin  il  j  a  des  infinis  logarith- 
miques pour  les  fonctions  de  troisième  espèce. 

On  voit  immédiatement  à  quelles  conditions  l'expression  (i) 
sera  une  fonction  de  première  espèce.  Tous  les  entiers  a  doivent 
être  positijs,  afin  que  le  point  (a,  b)  ne  soit  pas  un  pôle  ou  un 
infini  logarithmique. 

11.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  démonstration  du 
théorème  énoncé.  On  va  donc  supposer  que  l'inversion  de  l'expres- 
sion (i)  donne  pour  x  tly  des  fonctions  uniformes  de  w,  et  Von 
veut  démontrer  que  la  courbe  sera  du  genre  zéro  ou  du 
genre  un, 

12.  Écrivons  de  nouveau  la  relation 


/ 
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S  apposons  d^  abord  que  le  premier  membre  soit  une  fonction 
de  première  espèce.  Il  est  immédiat  qu'il  ne  peut  y  avoir  pour 
X(a:, ^)  de  pôles  (a,  6),  car  le  développement  de  u  suivant  les 
puissances  croissantes  {x  —  a)  est  de  la  forme 

et  rinversion  ne  peut  conduire  à  une  fonction  uniforme  que  si 
a  =  o.  Tous  les  nombres  a  sont  donc  nuls,  et  l'on  a  alors, 
d'après  la  relation  (2), 

(3)  Sjx^SR. 

Passons  maintenant  aux  points  {x^ ,  y^  ).  Comme^  — y^  et  x  —  Xi 
doivent  être  des  fonctions  uniformes  de  £/,  il  en  sera  de  même  de 

i^x  —  x^ ,  et  il  en  résulte  de  suite  que  tous  les  [x  doivent  être 
égaux  à  —  I.  Ainsi  le  nombre  [x  correspondant  à  chacun  des 
points  de  ramification  doit  être  égal  à  —  i . 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  les  points  à  l'infini.  On 
voit  encore  immédiatement  que  tous  les  R  doivent  avoir  la  va- 
leur —  2. 

Ainsi  nous  avons 

2fji=  —  [m  {m  —  i)  —  id\y 
en  désignant  par  d  le  nombre  des  points  doubles  de  /,  et  de  plus 

La  relation  (3)  donne  donc 

m{m  —  3) 


rf  = 


'2 


La  courbe  sera  par  suite  du  genre  un^  comme  nous  voulions 
l'établir. 

Allons  plus  loin,  en  cherchant  quelle  sera  la  forme  de  l'expres- 
sion M.  Soient  \{x^y)  et  X|  (x^y)  deux  fonctions  rationnelles, 
conduisant  à  une  expression  u^  qui  satisfassent  aux  conditions  que 
nous  venons  de  trouver.  La  différence 


/ 
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sera  une  intégrale  abélienne  n^ayant  pas  d^infînis;  elle  se  réduira 
donc  à  une  intégrale  de  première  espèce.  Ainsi,  quand  on  aura 
une  fonction  ^{x^y)  satisfaisant  aux  conditions  requises,  on  les 
obtiendra  toutes  bien  facilement.  Or,  appelons  v  Tintégrale  de 
première  espèce  de  la  courbe /de  genre  un;  l'intégrale  v  est  une 
expression  w,  car  on  peut  poser 


Une  forme  particulière  de  \(x,y)  sera  donc  -, ,  et  sa  forme  géné- 
rale sera  par  suite 


v' 


'^(^^y)  =  -/  -+-«v', 


a  étant  une  constante,  et  Ton  a  comme  forme  générale  de  u  : 

11  en  résulte  que  u  se  réduit,  soit  à  l'intégrale  de  première  espèce 
(pour  a  =  o),  soit  à 


»rtV 


abstraction  faite  d'un  facteur  constant  sans  intérêt.  Les  /onctions 
inverses  sont  donc,  soit  des  /onctions  doublement  périodiques 
de  Uj  soit  des  /onctions  doublement  périodiques  de  la  combi- 
naison linéaire 

A  loga  4-  B, 

A  et  B  étant  des  constantes, 

13.  Nous  avons  supposé  que  u  était  de  première  espèce.  Sup- 
posons-la maintenant  de  seconde  espèce.  Nous  allons  montrer 
d'abord  qu'elle  ne  peut  avoir  qu'un  seul  pôle.  Supposons  en  effet 
que  u  ait  sur  la  surface  de  Ricmann  deux  pôles  A  et  A'.  Quand 
(j:,^')  s'approche  de  A,  u  augmente  indéfiniment  et  inversement; 
aux  valeurs  de  w,  d'un  module  suffisamment  grand,  correspond 
uniformément  un  certain  domaine  autour  de  A.  Allons  de  A  en 
A'  par  un  chemin  déterminé,  d'ailleurs  quelconque;  u  augmentera 
indéfiniment  quand  {jc,  y)  se  rapprochera  de  A',  et  aux  valeurs 
de  u  d'un  module  suffisamment  grand  correspondra  uniformément 
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un  certain  domaine  autour  de  A'.  A  une  même  valeur  de  u  suffi- 
samment grande  correspondront  ainsi  deux  valeurs  de  (j:,  y),  Tune 
dans  le  voisinage  de  A,  l'autre  dans  le  voisinage  de  A',  et  il  est  clair 
qu'on  pourra  passer  de  Tune  à  Pautre  en  faisant  décrire  à  £/  un 
chemin  convenable  dans  son  plan,  chemin  qui  correspondra  au 
déplacement  de  (a:,  y)  depuis  la  première  valeur  jusqu'à  la 
seconde  sans  s'éloigner  du  chemin  déterminé  tracé  plus  haut  entre 
A  et  A'.  L'inversion  ne  donnera  donc  pas,  pour  x  et^,  des  fonc- 
tions uniformes  de  u  si  l'expression  (i)  a  plus  d'un  pôle. 

Le  pôle  unique  est  nécessairement  compris  parmi  les  points 
(a,  6),  et  l'inversion  ne  peut  être  uniforme  que  si  la  valeur  de  a 
correspondante  est  égale  à  —  2.  L'inversion  uniforme  exige  aussi 
qu'il  n'y  ait  pas  d'autres  points  (a,  6),  pour  la  raison  donnée  au 
paragraphe  précédent.  Pareillement,  tous  les  nombres  a  sont 
égaux  à  —  I  et  les  nombres  R  à  —  2.  La  relation  (2)  nous  donne 

alors 

—  2  —  [m(/?i  —  i)  —  id'\  =  —  '2/71, 

d'où  l'on  conclut 

(m  —  \Mm  —  'i) 


d^ 


'2 


c'est-à-dire  que  la  courbe  est  unicursale  ('). 

Puisqu'il  n'y  a  pas  de  cycles,  la  fonction  de  w,  qui  est  de  seconde 
espèce,  est  une  fonction  rationnelle  ie  x  et  y  et,  par  suite,  du 
paramètre  6  en  fonction  rationnelle  duquel  on  peut  exprimer  j:  et j^. 
Il  est  donc  évident  que  j:  et  ^  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  u. 

14.  Supposons  enfin  que  u  soit  une   fonction   de   troisième 


(*)  On  pourrait  arriver  à  ce  résultat,  d'une  manière  plus  rapide,  sans  com- 
mencer par  établir  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  pôle.  Supposons,  en  efTet,  qu'il  y  ait 
X  pôles,  on  aurait 

—  2X—  [m  (m  —  1)  —  2rf]  =  —  am, 
c'est-à-dire 

\  s'il  n'est  pas  nul,  ne  peut  donc  être  égal  qu'à  l'unité,  puisque  d  ne  peut  sur- 

m  (m  — 3) 
passer  — ^ :  4- 1 . 


V 
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espèce.  Tout  d'abord,  dans  le  voisinage  d'un  point  a,  la  partie 
de  u  devenant  infinie  ne  peut  avoir  une  partie  polaire  et  une  partie 
logarithmique^  car  l'inversion  ne  pourrait,  dans  ce  cas,  être  uni- 
forme. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  une  partie  polaire  et  une  partie 
logarithmique.  On  aurait 

A  o(a-)  -h  A  log(x  —  a)  -+-...=  w, 

la  partie  ^(x)  étant  une  somme  de  termes  de  la  forme  , — 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(x  —  a)  e? (*)-♦-••.  =  e^. 

Le  premier  membre  aura  en  a  un  point  singulier  essentiel  isolé. 

Donc,  pour  une  valeur  arbitraire  de  e^^  nous  aurons  une  infinité 
de  racines  de  cette  équation  dans  le  voisinage  de  a  (t.  II,  p.  121). 
Donc,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  autour  de  a,  l'expression 

A  ^{x)  -f-  A  log(ar  —  a)  -h  . . . 

a  la  même  valeur,  à  des  multiples  près  de  2TziA.  On  peut  faire 
disparaître  ce  multiple  de  2niA  en  faisant  tourner  x  autour  de  a,  et 
nous  pouvons,  par  conséquent,  dire  qu'à  une  valeur  de  u  corres- 
pond un  nombre  infini  de  valeurs  de  x.  Dans  l'hjpothèse  faite, 
Fin  version  ne  se  ferait  donc  pas  d'une  manière  uniforme. 
Donc,  dans  le  voisinage  d'un  point  (a,  6),  nous  aurons 

(4)  Alog(a?  —  a)-h...=  u, 

la  partie  non  écrite  étant  holomorphe  en  x  —  a. 
Posons 

u  =  u'-hiu'y        X  —  a  =  p(cos6 -+- t  sinO),         A  =  a -h  / ^3, 
on  aura 

u'  =  OL  log  p  —  PO  -4-  .  .  . , 

w'=  P  JogpH-aO 


les  parties  non  écrites  tendant  vers  des  valeurs  finies  déterminées 
quand  x  tend  vers  a.  On  tire  des  deux  égalités  précédentes 


aw'-Hpa''=(a«-i-p»)logp 
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Donc,  quand  x  est  suffisamment  voisin  de  a,  on  a 

Reprenons  alors  l'équation 

Alog(a?  —  a) -H. .  .=  M, 
que  nous  écrirons 

u 

^{x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a,  La  partie  réelle 
de  -T-  est 

A 


Par  suite,  en  désignant  par  y  une  quantité  positive  suffisam- 
ment grande,  on  voit  qu'il  y  a,  par  la  relation  précédente,  une 
correspondance  uniforme  entre  un  cercle  d'un  rayon  suffisam- 
ment petit  décrit  autour  de  a  et  le  demi-plan  défini  dans  le  plan 
de  u  par  l'inégalité 

(5)  aa'-i-pa'-hY<o. 

Ceci  posé,  on  voit  d'abord,  en  raisonnant  comme  au  para- 
graphe précédent,  que  u  ne  peut  avoir  à  la  fois  un  pôle  et  un  in- 
fini logarithmique,  car  au  voisinage  de  ce  dernier  correspond  un 
certain  demi-plan,  tandis  qu'au  voisinage  du  pôle  correspond 
tout  le  domaine  du  plan  u  où  le  module  est  suffisamment  grand; 
ces  deux  régions  ont  une  partie  commune  et,  par  suite,  à  une 
même  valeur  de  u  correspondraient  deux  valeurs  de  (jr,  )'). 

Nous  devons  donc  seulement  examiner  le  cas  où  u  aurait  un  ou 
plusieurs  infinis  logarithmiques;  ces  infinis  seront  des  points 
(a,  b)  et  la  valeur  correspondante  de  a  sera  égale  à  —  i.  D'ail- 
leurs il  n'y  aura  pas  d'autres  points  (a,  6),  car  si  un  point  (a,  b) 
était  un  point  ordinaire  pour  w,  l'inversion  ne  se  ferait  pas  d'une 
manière  uniforme  (déjà  dit  plus  haut).  On  voit  d'abord  qu'il  ne 
peut  y  avoir  un  seul  point  logarithmique  :  on  devrait  avoir  en 
effet,  d'après  la  relation  (2), 

—  I  —  [m{m  —  i)—id    =  —  2  m, 
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égalité  Impossible,  puisqu'elle  donne  pour  d  un  nombre  qui  n'est 
pas  entier. 

Peut-il  y  avoir  pour  u  deux  infinis  logarithmiques?  En  dési- 
gnant par  des  lettres  accentuées  les  constantes  se  rapportant  au 
second  infini,  on  fera  correspondre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut, 
au  voisinage  de  ce  second  point  un  certain  demi-plan. 

(6)  a'w'-hp'w''-+-Y'<o. 

Pour  que  l'inversion  5e  fasse  d'une  manière  uniforme,  les  demi- 
pians  (5)  et  (6)  ne  doivent  pas  avoir  de  partie  commune.  Cette 
circonstance  se  présentera  si  l'on  a 

ot'  ■"   ?'  ' 

c'est-à-dire  si  les  deux  droites  limitant  les  demi-plans  sont  paral- 
lèles, et  si  de  plus  a  et  ^  sont  respectivement  de  signes  contraires 
à  af  et  p',  les  constantes  positives  y  et  y'  étant  d'ailleurs  suffisam- 
ment grandes.  Rien  ne  s'oppose  donc  à  ce  qu'il  y  ait  deux  infinis 
logarithmiques,  mais  notre  raisonnement  va  nous  montrer  qu'// 
ne  peut  y  en  avoir  trois.  En  effet,  le  demi-plan  correspondant  à 
ce  troisième  point  aurait  nécessairement  une  partie  commune  avec 
Ton  ou  l'autre  des  demi-plans  précédents,  et,  par  suite,  l'inver- 
sion ne  se  ferait  pas  d'une  manière  uniforme.  Pour  abréger,  nous 
ne  montrons  pas,  comme  plus  haut,  que  les  diverses  valeurs  de 
(:r,  y)  se  permuteraient  bien  entre  elles,  car  il  n'y  a  rien  à  chan- 
ger à  cette  partie  du  raisonnement. 

Il  y  a  donc  deux  a  égaux  à  —  i,  et  nous  avons  donc 

—  I  —  I  —  [m  {m  —  i)  —  2rf]  =  — 2  m, 
d'où  Ton  conclut  encore  que  la  courbe  est  unicursale  (*  ). 


(»)  On  poairait  encore  ici  se  dispenser  de  prouver  a  priori  que  le  nombre  des 
infinis  logarithmiqnes  est  deux.  En  le  désignant  par  X,  on  aura 

—  X--[m(m  — 1)  —  2rf]  =  —  am 
ou 

.      m  (m  —  Z)       X 

d=  — ^ H 

3  2 

Si  donc  X  n'est  pas  nul,  on  a 

X  =  2. 

Cette  démonstration  est  beaucoup  plus  rapide  que  celle  du  texte. 


d 
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Si  l'on  exprime  x  et  y  en  fonctions  rationnelles  d'un  para- 
mètre 0,  Texpression  (i)  sera  alors  ici  une  fonction  de  6,  holo— 
morphe  dans  le  voisinage  de  tout  point  du  plan,  sauf  de  deux 
points  Oo  et  0|  qui  sont  des  infinis  logarithmiques;  on  aura  donc 

et,  par  suite,  ^etj^  seront  des  fonctions  rationnelles  de  e^",  a  étant 
une  constante.  La  démonstration  est  achevée.  La  courbe / est  du 
genre  zéro  ou  du  genre  un^  et  nous  avons  indiqué  les  formes 
très  simples  des  fonctions  x  et  y  de  u  {*). 

15.   Comme  nous  l'avons  remarqué  au  début,  l'étude  du  cas  où 
l'inversion  d'une  intégrale  abélienne 


(7) 


•»(xo) 


R  (:r,7)  (ix  =  Uy         \f(x,y)  =  o] 


donne  pour  x  eiy  des  fonctions  uniformes  de  i/,  est  un  cas  parti- 
culier de  la  proposition  que  nous  venons  d'établir.  Mais  ici  la  dé- 
monstration est  encore  plus  simple,  et  l'on  arrive  ainsi  de  la  ma- 
nière la  plus  rapide  et  la  plus  rigoureuse  aux  résultats  obtenus 
par  Briot  et  Bouquet  dans  leur  Mémoire  classique  sur  les  équa- 
tions de  la  forme 

Aussi  ne  sera-t-il  pas  inutile  de  reprendre  dans  ce  cas  particulier 
la  démonstration. 

Si  l'intégrale  (7)  est  de  première  espèce,  la  courbe /* est  néces- 
sairement de  genre  wn,  si  .r  et  j^  sont  fonctions  uniformes  de  m. 
C'est  le  cas  le  plus  facile,  où  la  démonstration  ne  présente  aucune 


(*  )  Le  résultat  général  que  nous  venons  d'obtenir  est  en  définitive  un  résultat 
négatif.  En  considérant  les  expressions  (i),  mon  but  avait  été  d'obtenir  des  trans- 
cendantes uniformes  ne  changeant  pas  quand  on  y  remplace  la  variable  u  par 
certaines  expressions  de  la  forme  au-^-b  (les  a  et  6  étant  des  constanteSi  et  les 
expressions  formant  nécessairement  un  groupe).  On  voit  en  effet  immédiatement 
que  u  se  change  en  au-\-b  quand  {x^  y)  décrit  un  cycle  sur  la  surface  de  Rie- 
mann.  On  vient  de  voir  que  les  fonctions  cherchées  se  ramènent  à  des  fonctions 
connues. 
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difficulté,  puisqu'on  a  alors 

'y 

Q  (^>  y)  désignant  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  3.  En 
dehors  des  points  doubles,  il  y  aurait  des  points  de  rencontre  de 
Q  =  o  avec  /,  si  le  genre  de  /  dépassait  l'unité,  et,  par  suite,  x 
cesserait  d'être  fonction  uniforme  Ae  u.  Le  genre  de  f  est  donc 
égal  à  un.  Les  deux  fonctions  x  ei  y  sont  doublement  pério- 
diques. 

Si  l'intégrale  (7)  est  de  seconde  espèce,  on  peut  supposer  (§  1) 
que  ses  pôles  sont  à  distance  finie  et  sont  distincts  des  points  de 
ramification.  Raisonnant  alors  comme  au  §  5,  nous  montrons  que 
u  ne  peut  avoir  qu'w/i  seul  pôle.  Ce  pôle  simple  de  u  sera  pour 
R(j:,^)  un  pôle  double.  A  l'infini,  sur  chacun  des  feuillets,  on 
doit  avoir  un  développement  de  la  forme 

h  h' 

Ensuite  R(j:,j^)  deviendra  inGnie  aux  points  de  ramification  et  en 
ces  points  seulement,  de  telle  sorte  que,  pour  un  poinl  de  ramifi- 
cation {x^  y)j  on  aura 

Dans  toute  autre  hypothèse,  en  effet,  x  et  y  ne  pourraient  être 
fonctions  uniformes  de  w.  Enfin  R(x,j/')  ne  s'annulera  que  pour 
les  points  à  l'infini. 

Ceci  posé,  considérons  l'intégrale 


K^) 


fdlo^R, 


étendue  à  un  contour  rendant  la  surface  simplement  connexe. 
Cette  intégrale  est  nulle,  et,  comme  on  connaît  les  racines  et  les 
pôles  de  R,  elle  se  calcule  immédiatement,  ce  qui  donne 

—  2  —  [m(m  —  i)  —  2d]  =  —  2  m. 

C'est  la  relation  du  §  5;  on  en  conclut  que  la  courbe  est  unicur- 
saie. 
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Il  ne  reste  pins  à  examiner  que  le  cas  où  u  serait  de  troisième 
espèce.  Le  raisonnement  du  §  6  montre  que  u  a  deux  infinis  lo- 
garithmiques ;  pour  les  points  à  Tinfîni,  et  pour  les  points  de  ra- 
mification, la  forme  de  R(^)^)  est  la  même  que  ci-dessus.  En 
prenant  encore  Tintégrale  (8)  le  long  du  même  contour,  on  a 

—  I  —  I  —  {m  {m  —  1) —  id]  =  —  2  m, 

d'où  se  lire  encore  la  même  conclusion. 

Quant  à  la  forme  des  valeurs  de  x  eiy^  elle  s'obtient  non  moins 
facilement.  Dans  le  cas  où  u  est  de  seconde  espèce,  x  ely  sont 
fonctions  rationnelles  de  e/,  et,  dans  le  cas  où  u  est  de  troisième 
espèce,  ^  et  ^  sont  fonctions  rationnelles  de  e*"*. 

16.  Nous  allons  compléter,  pour  terminer,  le  théorème  général 
démontré  plus  haut.  Nous  avons  supposé  que  l'expression  consi- 
dérée 


'■=/ 


>f^'^\ix,y)dxclx 


n'avait  sur  la  surface  de  Riemann  que  des  pôles  ou  des  infinis  lo- 
garithmiques, de  telle  sorte  que  les  singularités  de  u  étaient  abso- 
lument de  même  nature  que  celles  des  intégrales  abéliennes  atta- 
chées à  la  courbe  y*.  Si  l'on  prend  a  priori  une  expression  de  cette 
forme,  en  supposant  seulement  qu'elle  n'ait  pas  de  singularités 
essentielles,  on  pourra  avoir  certains  points  (a,  b)  pour  lesquels 
le  résidu  correspondant  a  {voir  §  1)  n'est  pas  un  entier.  La  fonc- 
tion u  n'est  pas  alors  uniforme  dans  le  voisinage  de  (a,  b)  et  la 
singularité  n'est  pas  de  nature  logarithmique.  Dans  quels  cas  l'in- 
version pourra-l-elle  conduire  pour  x  el  y  k  des  fonctions  uni- 
formes? Il  faut  évidemment  que 


1 


h  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

Si  nous  voulons  faire  la  discussion,  nous  distinguerons  le  cas 
où  la  fonction  u  reste  toujours  finie  et  celui  où  elle  devient  in- 
finie. 

Dans  le  premier  cas,  les  nombres  h  seront  positifs  et  finis  {h  =  i 
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étant  évidemment  exclu).  Toutes  les  autres  conditions  restant  les 
mêmes,  nous  obtiendrons,  en  écrivant  Inégalité 

la  relation  suivante 


Ceci  nous  conduit  à 


2/n 


,       m  (m  —  3  )        I 


;2(-*) 


On  voit  que  d  surpasse ^et,  par  suite,  la  courbe  sera 

unicursale.  Il  faudra  de  plus  que 


i.{'-i)- 


Désignons  par  X  le  nombre  des  termes  de  la  somme,  on  aura 

^  I     .    I  I 

A  —  2=7-   ■+-  -, h...-f--7-t 

hi        //,  Ax 

les  h  étant  des  entiers  supérieurs  à  un.  On  a  manifestement 

I         I  I  ^  ^ 

donc  X  —  2  <  - ,  c'est-à-dire  X <  4- 

On  doit  par  suite  avoir  soit  X  =  3,  soit  )>  =  4« 
Pour  X  =  3,  on  a  la  relation 


I         I         I    _ 
A|       hi       /13 


Pour  X  rrz  4,  on  a 


I         I         I         I    __ 
hx       hx       h^       h^ 


Les  solutions  de  ces  équations  en  entiers  positifs  sont  en  nombre 
très  limité;  il  est  sans  intérêt  de  les  transcrire,  car  nous  verrons 


8o  CBAPITRE   IV. 

dans  un  moment  que  leur  discussion  a  été  faite  sous  une  auti 
forme  par  Briot  et  Bouquet. 

Passons  au  cas  où  u  deviendrait  infini.  Nous  avons  toujours 

h  est  un  entier  qui  peut  être  négatif.  Le  cas  de  /i  =  ao  correspon 
à  rinfinî  logarithmique,  le  cas  de  A  =:  —  i  au  pôle,  de  telle  sort 
que  tous  les  cas  sont  compris  dans  la  formule  précédente.  No«5 
aurons  encore 

La  courbe  sera  donc  encore  unicursale. 

Quant  à  la  nature  de  x  et  y  y  nous  l'obtiendrons  de  suite,  en  re- 
marquant que,  la  courbe  étant  unicursale,  on  a,  pour  £/, 


1/  =   re/R(ô)<^Ri(e)rfO, 


R  et  R|  étant  rationnelles  en  0.  Comme  il  n'y  a  pas  de  singularités 
essentielles,  nous  aurons  nécessairement 

u=   /"(O  -0,)«.(e  — 0,)''^...(6  — Ox)«'^rfO, 

et  nous  avons  donc  à  chercher  les  cas  où  cette  relation  donne 
pour  6  une  fonction  uniforme  de  w,  problème  traité  par  Briot  et 
Bouquet  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  et  auquel  nous  renver- 
rons. On  en  déduit  encore  que  x  et  y  seront  des  fonctions  dou- 
blême nt  périodiques,  des  fonctions  rationnelles  de  u  ou  des 
fonctions  rationnelles  de  e^". 

Des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre 

à  points  critiques  fixes. 

17.  Considérons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

(8)  /(-'^■S)=°. 

/  étant  un  poljnome  irréductible  en^  et  ^i  les  coefficients  étant 
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des  fonctions  quelconques  de  la  variables.  Nous  savons  (Chap.  H, 
Section  IV)  que  les  pôles  et  les  points  critiques  algébriques  sont  les 
seules  singularités  mobiles,  c'est-à-dire  variables  d'une  intégrale 
à  Tautre.  Laissons  de  côté  les  pôles  et  proposons-nous  Pétude  des 
cas  où  les  points  critiques  algébriques  sont  Jixes,  c* est-à-dire 
indépendants  de  la  constante  d'' intégration. 

C'est  M.  Fuchs  (*)  qui  a  le  premier  appelé  l'attention  sur  les 
équations  algébriques  du  premier  ordre  à  points  critiques  fixes, 
et  il  a  donné  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
équation  jouisse  de  cette  propriété;  il  a  aussi  fait  l'élude  de  deux 
cas  particuliers  très  intéressants.  M.  Poincaré  a  repris  ensuite  la 
question  (^),  et  la  conclusion  bien  inattendue  de  ses  recherches 
est  que  cette  classe  d'équations  est  fort  limitée,  je  veux  dire  que 
les  équations  jouissant  de  la  propriété  indiquée  se  ramènent  à  des 
équations  déjà  étudiées  ou  peuvent  être  intégrées  par  des  calculs 
purement  algébriques. 

Déjà,  dans  le  Tome  II  de  cet  Ouvrage  (p.  33o),  nous  avons  exa- 
miné un  cas  particulier  du  problème  précédent,  celui  où  l'équa- 
tion (8)  est  du  premier  degré  en  -j-  •  Les  théorèmes  généraux  dé- 
montrés sur  les  courbes  algébriques  nous  permettent  maintenant 
d^aborder  le  cas  général. 

18.  Considérons  un  point  x^^  et  un  point  x  distinct  des  points 
singuliers,  qui,  par  hypothèse,  sont  fixes;  joignons-les  par  un  arc 
de  courbe  déterminé  ne  passant  pas  par  les  points  critiques.  Dé- 
signons par^o  ^^y'o  '^*  valeurs  initiales  de  y  ei  y  pour  x^=Xq  : 
on  a,  bien  entendu,  la  relation 

Quand  la  variable  suit  le  chemin  tracé  de  x^^  à  Xj  l'intégrale  se 
trouve  déterminée  de  proche  en  proche,  et,  quand  on  arrive  en  x, 
on  a  pour  l'intégrale  et  sa  dérivée  les  valeurs  y  et  y.  On  peut 
donc  considérer^  et  y  comme  des  fonctions  de  ^o  ct^^,  et  si, 


(*)  FuGHS,  Ueber  Differentialgleichungen  deren  Intégrale  /este  Verzwei- 
gungtpunkte  betitzen  (Sttzungsberichte  der  Akademie  zu  Berlin,  juin  i884). 

(•)  H.  PomcARÉ,  Sur  un  théorème  de  M.  Fuchs  {Acta  mathematica,  t.  VII). 

P.  -  III.  6 
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écrivant  les  deux  relations  algébriques 

(9)  /(^o,ro,ri)  =  o» 

(10)  /(^,7,y)  =  o, 

nous  les  considérons  comme  des  relations  algébriques,  respec- 
tivement entre  jKo  et  y'^  pour  la  première  et  entre  y  ei  y  pour  la 
seconde,  nous  voyons  qu'à  un  point  arbitraire  (^'o?yi)  de  la 
première  courbe  ne  correspond  qu'un  point  (j^,^)  de  la  seconde, 
et  inversement,  puisqu'on  peut  faire  en  sens  inverse  le  raisonne- 
ment précédent.  II  y  a  donc  une  correspondance  biuni/orme  entre 
les  points  des  courbes  (9)  et  (10).  Pour  certains  couples  de  valeurs 
(y 01  yo)f  une  intégrale  de  l'équation  différentielle  peut  n'être  pas 
complètement  déterminée  par  les  valeurs  initiales  (yot  yo)^  mais 
ces  couples  de  valeurs  sont  nécessairement  eu  nombre  limité, 
puisqu'ils  correspondent  aux  valeurs  dey^^  pour  lesquelles  l'équa- 
tion (9),  regardée  comme  une  équation  en  y^,  a  des  racines  mul- 
tiples. Donc,  d'après  une  remarque  générale  faite  précédemment, 
la  transformation  biuniforme  entre  les  courbes  (9)  et  {\6)  est 
nécessairement  birationnelle.  On  a  ainsi  les  relations 

R  et  R|  étant  rationnelles  en  y^  et  y'^  et  celte  transformation  est 
réversible. 

19.  Il  peut  sembler  au  premier  abord  que  nous  ne  nous  sommes 
pas  servi,  dans  le  paragraphe  précédent,  de  l'hypothèse  que  les 
points  critiques  sont  fixes,  et  qu'alors  les  conclusions  précédentes 
peuvent  s'appliquera  toute  équation  algébrique  du  premier  ordre. 
Si  les  points  critiques  de  l'équation  étaient  mobiles,  nous  ne 
pourrions  pas  regarder^  el y  comme  fonctions  de  {yoi y^^)]  en 
effet,  en  faisant  varier  (^oî>^'o)î  ^'  arriverait  un  moment  où  les 
points  critiques  variables  avec  les  valeurs  initiales  {yo^ y^)  se 
trouveraient  sur  l'arc  tracé  au  début  de  Xq  à  x^  et,  à  ce  moment 
alors,  y  el  y  cesseraient  d'être  des  fonctions  bien  définies   de 

{yo^y'o)' 

20.  Du  théorème  démontré  au  §  18  se  tirent  d'importantes 
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conséquences.  Les  courbes  (9)  et  (10)  se  correspondant  point  par 
point  sont  du  même  genre.  Désignons  ce  genre  par/?;  sa  valeur 
joue  un  rôle  essentiel  dans  la  discussion  qui  va  suivre. 

Soit  d'abord  />  >  i.  Il  ne  peut  y  avoir  alors  qu'w/i  nombre  li- 
mité  de  transformations  birationnelles  transformant  les  deux 
courbes  Tune  dans  l'autre,  car,  dans  le  cas  contraire,  il  y  aurait 
nécessairement  une  infinité  de  transformations  birationnelles 
transformant  chacune  de  ces  courbes  en  elle-même,  et  ceci  est 
impossible,  puisque  le  genre  est  supérieur  à  l'unité  (t.  Il,  p.  439). 

On  pourra,  par  des  calculs  purement  algébriques,  déterminer 
toute  transformation  birationnelle  transformant  les  courbes  (9)  et 
(  10)  Tune  dans  Tautre.  Considérons,  en  effet,  les  P  intégrales 
distinctes  de  première  espèce 

jli{T,y\y')dy,      j  ^t{j^,  y,  y)dyy     ...,      /  Ipix.y,  /)dy, 

relatives  à  la  courbe  (10);  x  figure  comme  simple  paramètre  dans 
les  A.  On  aura 

'^iiJ^^y^y)^y  =  ^l'^ii^ai  yoy  y'o)  dy^  -h . .  .-h  A  plp(XQ,  yo,  J'o)  djToy 

>^îO,  yy  y')(^y  =  Bi ^i (^0, 70.  y'o ) rf/o  -t-. . . -+- ^Api^o,  yo, y'o ) d/o. 

Les  Â  et  les  B  dépendant  seulement  du  paramètre  x.  On  aura  donc, 
en  divisant, 

).,  (x.  y.  y'  )        A,  X,  (x,u  yo.y'o)-^"'-^  Aplpixo,  yo.  y'q  ) 

■     —        ■   ■  .1  ■  ■   Il     ■  Ï^S  -^^^^mmi  ■■■  ,     ■■■■■■      ^^^— — ^M^^^^^^M  ■■■■■^^■^^^^■^^_i  — — — I       % 

X,( ar,  y,  y')        B,  X,  (xo,  70,  j'o  )  -^ •  •  •-+"  ^p  ^/Ax^,  Jq,  y'o  ) 

Telle  est  la  forme  nécessaire  de  la  correspondance  entre  les  deux 

points  (y, y)  et  (j'oj^'o)*  ^^  ^"^^  ^  rechercher  si  l'on  peut  dé- 
terminer les  A  et  B  de  manière  que  cette  correspondance  soit  bi- 
rationnelle ;  ceci  entraînera  un  certain  nombre  de  relations  entre 
les  A,  les  B  et  x^  relations  qui,  en  général,  seront  trop  nom- 
breuses pour  être  compatibles,  mais  qui,  dans  tous  les  cas,  ne 
pourront  déterminer  qu'un  nombre  fini  de  systèmes  des  A  et  B  en 
fonction  de  x. 

En  définitive,  les  relations  (11),  quand  elles  existent,  se  déter- 
minent par  des  calculs  algébriques  (pour^  ^  0>  ^^  auvdi  de  plus 
encore  à  vérifier  si  y  est  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x.  Quand 
toates  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  une  équation  à  points 
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critiques  fixes  dont  l'intégrale  générale  est  donnée  parla  première 
des  équations  (i  i).  On  voit  que  celte  intégrale  se  détermine  algé- 
briquement. U intégrale  générale  est  une  fonction  algébrique 
des  coefficients  de  y  et  y  dans  Inéquation  différentielle  pro- 
posée. En  particulier,  si  x  entre  algébriquement  dans  f  Pinté- 
grale  sera  une  fonction  algébrique  de  x. 

21.  Nous  venons  d'examiner  le  cas  où  p  est  supérieur  à  l'unité. 
Soit  maintenant/?  =  o;  on  peut  alors  exprimer  j'  e\,y  rationnel- 
lement en  fonction  d'u  n  paramètre  0;  on  a  ainsi 

r  =  R(0,x), 
/=Ri(0,3'), 

R  et  R|  étant  rationnelles  en  6,  et  inversement  0  est  une  fonction 
rationnelle  dey  ety'.  La  fonction  6  de  x  dépend  d'une  constante 
arbitraire  connue  y,  et,  comme  cette  dernière  fonction,  ses  points 
critiques  seront  fixes.  En  écrivant  que  j^  est  la  dérivée  dej',  nous 
aurons  une  équation 

/étant  rationnelle  en  0;  nous  sommes  donc  ramené  au  problème 
proposé,  mais  dans  le  cas  où  la  dérivée  entre  au  premier  degré. 
Il  est  inutile  de  répéter  ici  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (t.  Il, 
p.  33o)j  l'équation  précédente  a  nécessairement  la  forme 

^  =  PO«+QO-.R. 

P,  Q,  R  ne  dépendant  que  de  x.  Nous  sommes  donc  ramené  à 
l'équation  de  Riccati. 

22.  Le  cas  où /?  =  i  est  plus  délicat,  nous  le  traiterons  de  la 
manière  suivante. 
La  courbe 

correspond    point  par  point  à  une  certaine  courbe  normale  de 
genr€  un 

(i3)  ^î=(,_X«)(i-A-«Xt), 
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le  module  Ar  étant  indépendant  de  x^  puisque  la  courbe  (12)  cor- 
respond point  par  point  à  la  courbe  /{^otyo^yo)  indépendante 
de  X.  Écrivons  la  substitution  birationnelle,  que  nous  pouvons 
1er  comme  connue,  entre  ces  deux  courbes  : 


Nuos  aurons  nécessairement  par  cette  transformation 

.L.M,^^  ^lY.V, 


0^  ul)  et  (L,  M)  étant,  pour  le  moment,  deux  points  arbitraires 
de  la  courbe  (i3),  et  {y^  y')  et  (Y,  Y')  étant  les  points  cor- 
respondants de  (12).  L'intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  est  manifestement  une  intégrale  de  première  espèce  re- 
lative à  (12);  ses  deux  périodes  ne  dépendent  pas  de  x^  puisque 
les  périodes  de  l'intégrale  du  premier  membre  n'en  dépendent 
pas. 

D'autre  part,  nous  avons  entre  la  courbe  (i  2)  et  la  courbe 

noe  certaine  correspondance  birationnellc  inconnue  :  la  cor- 
respondance (11).  Cette  correspondance  nous  donnera 

A  pourrait,  a  priori,  dépendre  de  a*,  mais  il  n'en  dépend  pas; 
sinon,  la  période  de  la  première  intégrale  dépendrait  de  Xj  ce  qui 
n'a  pas  lieu^  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut.  On  voit 
alors  de  suite  que  A  =  1  en  faisant  x  =^  x^^. 

On  conclut  de  là  que,  si  Ton  prend  deux  intégrales,  y  et  Y,  de 
Téquation  différentielle,  correspondant  respectivement  aux  valeurs 
iniliales(  Vq,  j^i)et(Yo,  Y^),  et  qu'on  désigne  par  (X,  [jL)et(L,  M) 
les  valeurs  correspondantes  données  par  la  substitution  biration- 
nelle  (i4)?  on  aura 
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a  étant  une  constante  indépendante  dex.  Soit  maintenant  (a,  p) 
un  point  arbitraire  de  la  courbe  (i3)  qui  va  rester  fixe,  et  consi- 
dérons l'intégrale 

()v,  jjl)  correspondant  toujours  à  l'intégrale  {y,  y)»  Cette  inté- 
grale est  une  fonction  de  x  que  nous  désignerons  par  g{x).  Po- 
sons donc 

(15)  /"•^'f^=^(^). 


Si,  à  la  place  de  l'intégrale  (y^y),  nous  considérons  une  autre 
intégrale  (Y,  Y'),  nous  aurons 

(L,  M)  correspondant  à  (Y,  Y'),  comme  ()v,  y.)  correspond  à(j',^). 
La   dépendance  entre  les  fonctions  G(.r)   et  g{x)  est  facile  à 

trouver;  on  aura 

G{x)  —  ^{x)=z  a, 

a  étant  une  constante  indépendante  de  j?,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut.  Ainsi  la  fonction  g{x)  est  déterminée  à 
une  constante  près.  On  a 

,  I    d\ 

\i  dx 

Or  A  et  [JL  sont  des  fonctions  connues  Ac y^  y  el  x,  d'après  (i4)- 
La  fonction  g{x)  étant  déterminée  à  une  constante  près,  il  fau- 
dra que  g'{x)  se  réduise  à  une  fonction  de  x  en  tenant  compte 
de/(x,  y,  y)  =  o.  Lorsque  cette  condition  se  trouvera  réalisée, 
on  déterminera  g(x)  par  une  quadrature,  et  l'on  aura,  d'après  la 

relation  (i  5), 

l  ^  sn[^(r)-4-a], 

sn  désignant  la  fonction  elliptique;  [jl  sera  aussi  une  fonction 
doublement  périodique  de  g{x)  +  a,  et  l'on  a  alors  la  forme  de 
l'intégrale  qui  s'exprime  à  l'aide  de  fonctions  doublement  pério- 
diques. La  constante  arbitraire  est  a,  et  les  points  critiques  de 
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rintégrale  ne  peuvent  être  autres  que  ceux  de  la  fonction  ff{j^)j 
qui,  comme  nous  l'avons  dit,  s'obtient  par  une  quadrature. 

23.  La  discussion  de  la  nature  des  intégrales  d'une  équation 
difTérentielie  du  premier  ordre,  algébrique  en  y  et  y\  à  points 
critiques  fixes,  est  complète. 

Suivant  la  nature  du  genre  p  de  la  relation  algébrique  entre  y 

et  y, 

pour  une  valeur  arbitraire  de  Xj  ^intégrale  s'obtiendra  par  des 
calculs  algébriques  (/>  >►  i),  ou  elle  s'obtiendra  par  une  qua- 
drature {p=z  i)f  ou  enfin  on  sera  ramené  à  une  équation  de 
Riccati  (/>  =  o). 
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CHAPITRE  V. 

SUR  CERTAINES  MÉTHODES  D'APPROXIMATIONS 

SUCCESSIVES. 


I.  —  Des  approximations  successives  pour  un  système 
d'équations  différentielles  du  premier  ordre. 

1.  Nous  avons  déjà,  au  Tome  II  (p.  3oi),  indiqué  comment  on 
pouvait  élablir  l'existence  des  intégrales  d'un  s^^stème  d'équations 
différentielles  ordinaires  en  procédant  par  approximations.  Soil 
considéré  le  système 

(2)  /îr  =/«(^>ri».rî,  ...,rm), 


-^  =fm{x,yuyi,  ...,ym)' 


On  suppose  que  les  fonctions  f  soient  définies,  x  restant 
dans  l'intervalle  {xq — a,  Xq-\-ci)  el  yi  restant  dans  l'intervalle 
(j^"  —  6,  yj  -\-  b)  pour  z;  =  i ,  2,  . . . ,  m,  et  soit  M  la  valeur  abso- 
lue maxima  des  fonctions  dans  ces  intervalles. 

De  plus,  les  fonctions /sont  telles  que 

—fi{^^yuyty'",ym)\<^\y\—yi\^^\yt—yt\^"'-^^\ym—ym\y 

A,  . . .,  L  étant  des  constantes  positives. 

Dans  ces  conditions,  nous  avons  vu  {loc.  cit.)  qu'on  avait  un 


SDR  CERTAINES  MÉTHODES   d'APPROXIMATIONS    SUCCESSITES.  89 

sjslème  d'intégrales  prenant  pour  Xq  les  valeurs  y^yl',  •  •  • ,  v'o 
et  déterminées  dans  Tintervalle  (xq — h,  Xo-\-h),  en  désignant 
par  h  la  plus  petite  des  trois  quantités 


«»         «i» 


M  A  -h  B  -^ . . .  -H  L 


2.  Nous  voulons  d'abord  compléler  ce  résultat,  en  montrant, 
comme  Ta  indiqué  M.  Ernst  Lindelof  (*),  que  les  approximations 
successives  convergent  nécessairement,  h  étant  la  plus  petite  des 
deux  quantités 


b 


Il  suffira,  pour  démontrer  ce  point,  de  modifier  légèrement  la 
démonstration  donnée  précédemment  (t.  II,  p.  3o2).  En  gardant 
les  mêmes  notations,  reprenons  les  équations  de  la  page  3o3  : 


\ 


/  —Ji  \^i  f^m-lj  •  •  •  >  ^m-l  )  ~  J\  K^i  ^/n-i^  •  •  •  t  ^m-i) 


^  I  )        '     /  (  /«  =  U,  . . .,  00). 

Or  on  a,  tout  d'abord, 
comme  le  montrent  les  relations 

Il  en  résultera  alors,  d'après  les  équations  (i)  pour  m  =  2, 

(X  —  Xo)^ 


in,— w,  ;<     I     (r— a7o)M(A-^B^-...-^L) 


dx 


=  M(A^-...-^L) 


l.'2 


et  cette  limite  convient  aussi  pour  [  ^'2  —  ^<  !>  •  •  •  ?  |  ^2  —  <^i  [• 


(»)  E.  LiNDELOF  {Comptes  rendus,  26  février  189 '1).  Foir aussi  sur  ce  point  ud 
Mémoire  de  M.  Beodixon  (Académie  des  Sciences  de  Stockholm,  novembre  1898  ). 
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Les  équations  (i)  pour  m  =  3,  donnent  alors 

1.2.3 

En  continuant  ainsi,  on  a,  d^une  manière  générale, 


_  __  \n 

«/i —  W/i-i  I  <  M.  (A  -h. .  .-H  L)' 


1  .  '2  .  .  .  /t 


Or,  la  série  de  terme  général 


I .  -2  . . .  n 


est  manifestement  convergente.  Par  suite,  la  série 

sera  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (x©  —  A,  jr©  4-  A), 
A  é^a/i^  la  plus  petite  des  deux  quantités  (  *  ) 

b 


(')  II  est  clair  que  la  méthode  des  approximations  successives  peut  être  em- 
ployée dans  le  cas  des  fonctions  analytiques.  Soit  l'équation 

(E)  %=f(^'y^' 

la  fonction  /  étant,  comme  au  Tome  II  (p.  3o5),  holomorpbe  à  Tiotérieur  des 
cercles  C  et  G'  décrits  des  points  x  =-  o  cty  =  o  comme  centres  avec  les  rayons 
a  et  6,  et  on  la  suppose  continue  sur  les  circonférences  elles-mêmes.  Nous  dési- 
gnerons par  M  le  module  maximum  de /dans  ce  domaine. 
Les  approximations  successives  donnent  une  série 

(S)  r.-^  (r2-r.) -•-•••+ (r»-r«-,)-^-- •• 

Le  terme  général  de  cette  série  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  cercle  de 
rayon  h  en  désignant  par  h  la  plus  petite  des  deux  quantités  a  tx  -^i  et,  en  rai- 
sonnant comme  plus  haut,  on  a,  à  l'intérieur  de  ce  cercle, 


1  1        A'«1j:|'» 


—  > 


1  .2.  .  ./l 

A:  étant  le  nombre  défini  (t.  H,  p.  809).  La  série  (S),  dont  chaque  terme  est  holo- 
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3.  Reprenant  le  système  (2),  nous  allons  considérer  une  classe 
particulière  d'équations.  Admettons  que  les  fonctions  /  soient 
finies  et  bien  déterminées  quand  x  reste  dans  un  certain  inter- 
valle I  et  quand  yt ,  jk2>  •  •  •  »  ym  varient  entre  —  oo  et  -h  oo.  De 
plus,  les  dérivés  partielles  du  premier  ordre 

restent,  je  le  suppose^  toujours  moindres  en  valeur  absolue 
qu  un  nombre  fixe  N,  quand  x  reste  dans  I  et  que  les  y  varient 
entre  —  :x)  et  4-00. 

Dans  la  détermination  du  nombre  h  du  paragraphe  précédent, 

nous  n'avons  pas  ici  à  considérer  la  quantité  ^«  Elle  s'est  intro- 
duite seulement  dans  la  méthode  des  approximations  successives 
par  la  nécessité  que  les  y  ne  sortent  pas  du  champ  dans  lequel 
les  fonctions  y* sont  définies;  or  ici  ce  champ  est,  par  hypothèse, 
illimité.  Par  suite,  tout  système  d'intégrales,  prenant  pour  une 
valeur  Xq  de  l'intervalle  I  des  valeurs  finies  quelconques 
^?j  y\y  •••'  y^n^  reste  certainement  fini  et  bien  déterminé 
dans  tout  ^intervalle  I. 

Ce  résultat,  quoique  très  simple,  présente  quelque  intérêt,  car 
il  est,  en  général,  impossible  de  savoir  ce  que  deviennent  les  inté- 
grales en  dehors  d'un  champ  très  limité. 


morpbe  et  satisfait  à  l'inégalité  précédente,  représentera  une  fonction  holomorpbe 
dans  le  cercle  de  rayon  A,  comme  on  le  voit  immédiatement  à  Taide  de  la  for- 
mule fondamentale  de  Cauchy  : 


L'équation  (E)  admet  donc  une  intégrale  s'annulant  pour  j;  =  o  et  holomorpbe 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  la  plus  petite  des  deux  quantités 


h 


Nous  retrouvons  ainsi  plus  rapidement  le  résultat  que  nous  avions  déjà  obtenu 
(t.  Il,  p.  3i3). 
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4.  Pour  ciler  quelques  exemples,  prenons  Téquation 

Si  les  fonctions  P(x),  Q(^)  et  R(^)  sont  finies  et  continues 
dans  un  intervalle  I,  on  peut  affirmer  que  toutes  les  intégrales  de 
cette  équation  seront  déterminées  et  resteront  finies  dans  I.  L'équa- 
tion précédente  est,  en  effet,  équivalente  au  système 

et  les  dérivés  partielles  du  premier  ordre  des  seconds  membres  de 
ces  équations  par  rapport  à  j'  et  à  ^  restent  moindres  qu\in 
nombre  fixe.  Si  P(^)  et  Q(^)  restent  finies  et  continues  pour 
toute  valeur  finie  de  la  variable  réelle  x,  les  intégrales  de  l'équa- 
tion précédente  resteront  finies  et  continues  pour  toute  valeur 
finie  de  x,  et  chacune  déciles  pourra  être  représentée^  par  un 
développement  en  série  valable  pour  toute  valeur  de  x. 
Considérons  encore  une  équation  linéaire  quelconque 

dm  y  ffm—i  y 

OÙ  les  P  sont  des  fonctions  continues  de  la  variable  réelle  x.  Nous 
sommes  dans  les  conditions  d^application  du  théorème  d.u  para- 
graphe  précédent,  en  remplaçant  Téqualion  d'ordre  m  par  un 
système  d'équations  du  premier  ordre.  Toute  intégrale  de  celte 
équation  peut  être  représentée  par  un  dé^^eloppement  en  série 
valable  pour  toute  valeur  finie  de  la  variable  dans  le  champ 
où  les  P  sont  continues, 

5.  J'emploierai  encore  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives à  la  démonstration  d'un  théorème  sur  les  équations bnéaires. 
Soit  une  équation  linéaire 

flfn  y  ^m  -  1  y 

dont  les  coefficients  dépendent  d'un  paramètre  k  et  sont  des  poly- 
nômes en  k.  Les  fonctions  P  sont  continues  dans  un  certain  inter- 
valle I. 
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U  est  utile  de  savoir  quelle  sera  la  nature  d'une  intégrale  quel- 
conque par  rapport  à  k\  nous  allons  voir  immédiatement  que, 
pour  X  compris  dans  Tintervalle  I,  toute  intégrale  est  une  fonction 
cnllère  de  Ar,  c'est-à-dire  holomorphe  dans  tout  le  plan  de  la  va- 
riable k.  Si,  en  effet,  on  représente,  comme  nous  venons  de  le 
faire  au  paragraphe  précédent,  l'intégrale  par  une  série 

chaque  terme  de  cette  série  est  une  fonction  entière  de  k.  Restons 

dans  le  plan  de  la  variable  k  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  d'ailleurs 

arbitraire;  nous  savons  que,  pour  x  quelconque  dans  I  et  pour  k 

quelconque  dans  ce  cercle,  on  peut  trouver  un  nombre  fixe  \ 

tel  que 


1 . 2 . . .  /i 


Nous  avons  donc,  en  définitive,  une  série 

Mo  -+-  "i  H-  •  • .  -H  w«  H- . . . 

dont  chaque  terme  est  une  fonction  holomorphe  de  k  dans  le 
cercle  C,  et  où  l'on  a  de  plus 

In 


Un\ 


I  .'2. .  .n 


Il  est  bien  facile  de  voir  que  la  série  des  u  sera  elle-même  une 
fonction  holomorphe  de  k  dans  C.  C'est  ce  que  montre  la  formule 
de  Cauchy, 

la  série  de  terme  général  u„{z)  étant  uniformément  convergente 
sur  C,  on  aura 

ao(A:)H-...-»- w«(A:) -h...  =  .1 j^ — dz, 

d'où  se  déduit  de  suite  que  la  série  des  u  est  une  fonction  holo- 
morphe de  k  dans  C,  et  par  suite  dans  tout  le  plan. 
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II.  —  Cas  d'un  système  d'équations  différentielles 

du  second  ordre  (0- 


6.  Prenons  d'abord  Tunique  équation 


'•^^f(r    y    ^ 


Nous  voulons  trouver  r intégrale  de  cette  équation  y  qui 
prend  pour  x  -^  a  la  valeur  A  et  pour  j?  :=  6  la  valeur  B.  On 
suppose  que  la  fonction 

est  définie  et  continue  quand  x  varie  dans  un  certain  intervalle  de 
longueur  h  comprenant  a  et  6,  et  que  \y\  et  \y\  varient  respecli- 
vement  entre  — L  et  4- L  d'une  part,  et  —  L'  et  +  L'  d'autre 
part;  nous  désignerons  par  M  le  module  maximum  àe  f  dans  ces 
conditions.  On  admet,  de  plus,  que 

l/(^, ji,yi)-/(^, y.y)\ <  « !7- vi I  +  ? \y-r\  l 

a  et  P  étant  deux  constantes  positives  fixes,  les  j^  ^^  y  restant 
entre  les  limites  indiquées. 

On  part  d'une  fonction  quelconque  jtq  satisfaisant  aux  condi- 
tions précédentes,  et  Ton  forme  les  équations  successives 


-/(-^»'fe) 


(a)  '    dx*       •'  \      ""'  dx) 


Si./(,.^,.„%i) 

On  intègre  chaque  fois  par  la  condition  que^j,  y^x-  •  •  -7  J'u 
prennent  les  valeurs  initiale  et  finale  données. 


(*)  Pour  ce  qui  concerne  les  approximations  successives,  on  pourra  consulter, 
dans  le  Journal  de  Mathématiques ,  mes  Mémoires  de  1S90  (Chap.  V)  et  de 
1893. 
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Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons,  comme  il  est  évi- 
demment permis,  que 

a==A=o         et         ft>o. 

\\  s'agit  d'abord  de  savoir  si  les  y  successifs  restent,  ainsi  que 
leurs  dérivées  premières,  entre  les  limites  indiquées. 

7.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  l'équation 

(^)  sïT  =  ?(-)• 

on  aura  l'intégrale  s'annulant  pour  ^  =  o, 


/     o{z)(t  —  z)  dz  -^  l^x. 

Choisissons  la  constante  P  de  telle  sorte  que  cette  expression 
prenne  la  valeur  B  pour  x  =  6  ;  on  a  ainsi 

y=  I     ^{z)(x  —  z)dz-h-^ ^-    j    o(z)(b-z)dz, 


•.  0  «-  0 


qui  représente  l'intégrale  de  (3)  s'annulant  pour  x  :=  o  et  prenant 
la  valeur  B  pour  a:  z=  b.  On  peut  trouver  une  limite  supérieure  de 

j  j'I  et    -,-  I  quand  x  varie  entre  o  et  b.  Écrivons^  sous  la  forme 


/    ^^^'^MI  ""7^^"'  I  J     o{z){b—z)dz-^^-. 

La  valeur  absolue  de  la  première  intégrale,  en  désignant  par  M 
la  valeur  absolue  maxima  de  ^{x)^  est  moindre  que 


(-1 


x\  Ma™' 


La  valeur  absolue  de  la  seconde  est  moindre  que 

b  '1 

On  a  donc,  par  conséquent. 


96 

d'où,  enfin, 
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Passons  maintenant  à  -r-:  on  a 

clx 


£=/   ?(^)''--+i-i/  o(  =  Kb-z)dz, 


égalité  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 


dy 
dx 


=y%(^)  (i-  -^— )  dz-y  j\{z)(b-z)dz+^; 


on  aura,  par  suite. 


dy 
dx 


< 


Mx^ 
Tb 


et,  par  suite, 


dx 


< 


M  {b- 
b 

-X) 
2 

t 

-  4- 

B 
b 

Mb 

h 

•2 

B 

b 

• 

8.   Revenons  maintenant  au  système  (2).  Nous  devons  évidem- 
ment supposer 

I  B  |<  L. 


Nous  admettrons,  de  plus,  que 


(4) 


8 


-H|B|<L, 


ce  qui  a  lieu  si  b  est  assez  petit.  De  plus,  pour  que  -^  soit  certai- 
nement compris  entre  —  L'  et  +  L',  nous  faisons  l'hypothèse  que 


(5) 


2 


B 
b 


<L'. 


Moyennant  les  inégalités  (4)  et  (5),  nous  sommes  assuré  que 
les  fonctions  y»,  j^2î  •  •  "i  ya  sont  toutes  comprises  entre  — L  et 
-l-L.  On  doit  remarquer  que  ces  inégalités  seront  certainement 

vérifiées  si  6,  B  et  ^  sont  suffisamment  petits. 

Il  nous  faut  maintenant  montrer  que  y  a  tend  vers  une  limite 
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quand  n  augmente  indéfiniment.  On  a 


97 


dx^ 


Or,  soit  M  le  maximum  de 


nous  aurons,  d'après  le  numéro  précédent,  puisque  ^2 — y  s  s'an- 
nule pour  X  =:  bj 


\yi-yi  I  < 

dyt 


dx 


dvi 
dx 


< 


Mb* 

8 


La  relation 


/(-^•.  *)-/(- ^■■Ê) 


nous  montre  que 


I73— rî 


^73 


dx 


<«(-¥-^;)î" 
<"('T-^-t)-t- 


et,  de  proche  en  proche,  on  arrive  aux  inégalités 


/   b^ 

\yn—yn-i  I  <M(aY 

dy„      dr„-t 


dx 


dx 


<M 


b\n-t  0 
2 


Si  donc  on  a 

(6) 

la  série 


b^ 


?t<- 


^lH-(7î  — Jl)-^ 


(j«— 7«-i)-^ 


sera  manifestement  convergente,  et,  par  suite,  ^z,  aura  une  limite 
^  pour  /i  ==  oc.  Cette  fonction  ^  de  x  aura  certainement  une  déri- 
vée première  représentée  par  la  série 

^yt  ^  (4yt  _  4yi\  _^     _^  /^  _  ^«-.A  ^ 

€/j7        \  cir         €/r  /      *  "       \  dx  dx    ) 

P.  —  ra.  1 
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Il  est  aisé  de  vérifier  que  j^  satisfait  à  Téquation  (1);  on  a,  en 
effet, 


b 


tv  0     \  / 


en  remplaçant,  sous  les  signes  d'intégration,  dansj^„_,,  la  lettre  jt 

dv, 
par  la  lettre  ;;.  Puisque  j^,,  et  -'.^'  convergent  uniformément  vers 

I  !•     •  .•  dv 

leurs  limites  respectives  y  ^t  -4^»  on  aura 

^  "X  •^(^'  ^'  S)  ('  -  ^)  ''-• + ¥  -  î .,(  •^(-  ->''  sf  )  (*  -  ^  ^  ''^ 

et,  par  suite,  en  différentiant  deux  fois, 

II  est  évident,  d'ailleurs,  que  ^  =  o  pour  4?  =  o,  et  y  =  B  pour 

La  recherche  de  U intégrale  est  donc  complètement  effec- 
tuée; on  ne  doit  pas  oublier  que  les  inégalités  (4),  (5)  et  (6)  sont 
supposées  vérifiées. 

9.  L'analyse  précédente  peut  s'étendre  à  un  nombre  quel- 
conque d'équations  de  la  forme 


=/i  \^^yu  yt 


dx^   -''  ^-»^-^^ y'n.  -^i^^  ••-  -^  b 


d'^Vi         ri -.  dvy  dr,„\ 

»    •  •  •  >   —  , —  )  » 


dx  dx 


d^ym  _  f    (  dyt  dv„,\ 

"Sjr  -J'n[T,yuy,...^,ym.  -^^-  •••»  -^)- 

Notre  méthode  d'approximations  successives  permettra  de  déter- 
miner les  intégrales  y,,  y  2,  .  . . ,  y  m  de  ce  système,  telles  qu'on  ait 

y\=yt  =  "*  =  ym  =  o      (pourx  =  o), 

Vi=B,,        ^,=  B,,         ^',„=B,„        (i)ourT  =  6). 
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Certaines  inégalités  analogues  aux  inégalités  (4),  (5)  et  (6)  de- 
vront être  véri6ées.  On  suppose,  d'ailleurs,  que 

<  «1  I  Jl—  -51  I  -H.. .H-  a;„  \ym  —  ^m  \  "H  Pi  \y\—A  |  -h. ..-h  ^m  \y,n—^'m  \- 

En  gardant  pour  le  reste  les  mêmes  notations  que  plus  haut,  on 
devra  avoir 

''''      |BH<L. 


Mb 


i 


b 


<L' 


et  enfin 


(a, 


b* 


«m)-5-  -4-(?l-^?i 


+  ?/n)j<I. 


10.  Je  dis  maintenant  que  V intégrale  déterminée  par  la  mé- 
thode précédente  est  unique,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  qu'un 
seul  système  d'intégrales  ^j,j'2>  •  •  •  ?  y  m  prenant  les  valeurs  don- 
nées au  commencement  et  à  la  fin  de  l'intervalle  (o,  b).  Bien  en- 
tendu, nous  ne  pouvons  considérer  que  des  systèmes  dHnté- 
grales  telles  que 

puisque  c'est  seulement  dans   un  tel  intervalle  que  nous  suppo- 
sons les  y*  définies. 

D'ailleurs,  pour  abréger,  je  supposerai  que  les  fonctions  /  ont 
des  dérivées  partielles  du  même  ordre  par  rapport  aux  j^,  de  telle 
sorte  que  'x^  sera  le  maximum  de 


àyk 


(i=  I,  -i,  ...,  m); 


pareillement  ^k  sera  le  maximum  de 


(i  =  i,a,  ...,  m), 


quand  x  varie  entre  o  et  6,  les^  entre  —  L  et  +  L,  et  les  j^'  entre 
—  L'  et  4-  V. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  deux  systèmes  d'inté- 


(E) 
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grales  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  aux  limites 

Vl>     yit      •••>     ym      et      Yj,      12,      ...,       '■m' 

On  aura,  en  retranchant  les  équations  différentielles,  puis  posant 

yt  —  Y/  =  «//, 
et  appliquant  le  théorème  des  accroissements  finis 

-^    =aiiMi    -f-aijMj    -i-...-h  ai,/nW,n  -f-6ii    "^  "^'•••"^  *'*.'«    "SzT' 


Nous  pouvons  considérer  les  a  cl  b  comme  des  fonctions  de  x^  et 
nous  avons  alors  un  s)^stème  d^équations  linéaires  et  homogènes, 
pour  lesquelles  un  système  d'intégrales 

s'annulent  pour  x  =  o  et  pour  x  ^=.b. 

Nous  allons  voir  que  les  u  doivent  être  identiquement  nulles. 
De  ce  que 

I  «/,*!<  «A-    et     \bi^k\<^k        (i  =  1,2,  ...,m), 

on  conclut  que,  pour  le  système  (E)  d'équations  linéaires,  la  mé- 
thode des  approximations  successives  est  applicable.  Il  en  résulte 
que  l'on  peut  trouver  im  systèmes  d'intégrales  prenant  pour 
j;  =  o  et  x  =  6  des  valeurs  arbitrairement  données.  Avec  ces 
'im  systèmes  d'iulégralcs,  nous  pouvons  former  l'intégrale  géné- 
rale de  (E)  et  déterminer  les  constantes  de  façon  à  avoir  les  inté- 
grales s'annulant  toutes  pour  j:  =  o  et  pour  x^=b.  Or  ces  con- 
stantes seront  toutes  nulles,  puisqu'elles  sont  données  par  des 
équations  homogènes  du  premier  degré,  dont  le  déterminant  n'est 
pas  nul,  toutes  les  lettres  qui  forment  le  déterminant  ayant  des 
valeurs  arbitraires.  Les  u  sont  donc  identiquement  nulles,  et 
Con  a  bien 

comme  nous  voulions  Vétablir, 
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III.  —  Quelques  cas  particuliers. 

H.  Nous  avons  vu  que  l'intégrale  dëterminée  parla  méthode 
des  approximations  successives,  quand  les  conditions  nécessaires 
pour  l'application  de  la  méthode  sont  vérifiées,  est  unique. 

Eludions  en  elle-même,  autant  qu'il  est  possible,  cette  question 
de  la  détermination  unique  d'une  intégrale  d'une  équation  du 
second  ordre  par  des  valeurs  initiale  et  finale. 

Prenons  d'abord  l'équation  linéaire 

A  et  B  ne  dépendant  que  de  x.  Supposons  qu'il  y  ait  une  inté- 
grale y^  s'annulant  pour  :r  =  a  et  pour  j:  =  6,  et  continue  de  a 
à  6.  On  a  évidemment  la  relation 

qui  se  transforme  de  suite,  en  intégrant  par  partie,  et  devient 

Si  donc  on  a,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6, 

B>A«, 

on  est  assuré  que  l'intégrale  considérée  j^  ne  peut  qu'être  identi- 
quement nulle. 

On  peut  aller  plus  loin  en  employant  un  artifice  dont  je  me 
suis  servi  déjà  antérieurement  pour  certaines  équations  aux  déri- 
vées partielles  (t.  Il,  p.  23).  Si  X  désigne  une  fonction  continue 
quelconque  de  x  entre  a  et  6,  on  aura 


X 


-r—^  dx  =  o. 

ax 
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En  additionnant  (a)  et  (P),  il  vient 


/[(£)'-'<»-*>^S-(''*§H'^=°- 


Si  donc  X  est  tel  que 


g_(X  +  A)«-^B>o, 


y  devra  être  identiquement  nul.  Nous  verrons  dans  un  instant 
une  application  de  cette  transformation  du  problème. 

12.  Si  nous  reprenons  maintenant  Téquation  non  linéaire 


ax^  -/(^^'^»  dx) 


il  est  facile  de  signaler  un  cas  où  cette  équation  ne  pourra  avoir 
deux  intégrales  prenant  les  mêmes  valeurs  pour  a;  =  a  et  j:  =  6, 
et  continues  de  a  à  6.  Soient,  en  effet,  j^  et  y^  deux  telles  inté- 
grales; on  a 


dx^ 


-/(-^- &)-/('.  ^..è)- 


Si  nous  supposons  maintenant  que /ait  des  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  elles-mêmes  continues,  nous  pourrons  écrire, 
en  posant 

la  relation  précédente  sous  la  forme 

d^u       .du       ^ 
=  A-j — h  Bw, 


dx^  dx 


OÙ  l'on  a 


B=/;(.,^.^o«.g-.e-g). 

Je  désigne,  pour  marquer  les  dérivations,  la  fonction  f  par 
/(^Xjjjz),  A  et  B  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions 
de  X.  Or  si  l'on  a,  quels  que  soient^  et  5,  pour  x  compris  entre  a 
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et  6, 

il  est  manifeste  que  V équation 

111.^  fia:   y   ^^ 

n'aura  qu^une  seule  intégrale  prenant  des  valeurs  données 
pour  X  =  a  et  X  =z  b,  et  continue  dans  cet  intervalle.  En  parti- 
culier, l'équation 

d'^y 

où  y  croît  en  même  temps  que  j,  rentre  dans  la  catégorie  précé- 
dente. 


13.  L'équation  linéaire 


d^y 


dx 


ii=^y 


mérite  une  étude  spéciale.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir 
(§  12),  si  B  est  positif  de  a  à  6,  il  existera  une  seule  intégrale 
continue  de  a  à  6  et  prenant  pour  ces  valeurs  de  x  des  valeurs 
données. 

Le  cas  où  B  est  négatif  de  a  à  b  est  beaucoup  plus  difficile  à 
étudier;  nous  l'approfondirons  dans  le  Chapitre  suivant.  L'ana- 
lyse du  §  11  va  nous  conduire  à  un  premier  résultat.  Soit 

I  B  I  <  A        {x  variant  de  a  à  6), 

h  étant  une  constante  positive,  l^ous  serons  assuré  de  l'existence 
unique  d'une  intégrale  par  ses  valeurs  pour  ^  =  a  et  pour  x  =  6, 
si  l'on  peut  déterminer  X,  fonction  continue  de  x  dans  cet  inter- 
valle, et  telle  que 

___X.-HB>o. 
Or,  sî  l'on  peut  déterminer  \  de  telle  sorte  que 

cette  dernière  inégalité  entraînera  la  première.  Soit  Ai  >  A,  l'é» 
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quation 
donne 

X  =  yfhi  tang(ar  //i|  -+-  C), 

C  étant  une  constante.  Si  l'intervalle  («6)  est  inférieur  à  -p=» 

on  pourra  choisir  évidemment  la  constante  C  de  manière  que  \ 
soit  continue  dans  l'intervalle.  Comme,  d'autre  part,  h^  est  aussi 
rapproché  que  l'on  veut  de  A,  on  peut  dire  que,  si  V interK^alle 

[a^b)  a  une  longueur  inférieure  à  ~-i  il  existera  une  seule 
intégrale  de  V équation 

prenant  pour  a  et  b  des  valeurs  données. 
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CHAPITRE  VI. 

SUR   CERTAINES   ÉQUATIONS   LINÉAIRES 
DU   SECOND   ORDRE. 


I.   —  Définition  d'une  constante  fondamentale. 
Étude  progressive  de  l'intégrale. 

i.  Nous  ferons,  dans  ce  Chapitre,  une  élude  approfondie  de 
Féquation 

la  fonction  A(j?)  élaxii  positive  de  a  à  6.  Quoique  celle  équation 
soîl  de  forme  bien  particulière,  nous  allons  trouver  dans  son 
étude  un  tjpe  de  problèmes,  qui  se  poseront  d^une  manière  ana- 
logue dans  des  équations  plus  générales,  et  que  nous  pourrons  ici 
approfondir  complètement. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

S^il  existe  une  intégrale  y  de  V équation  précédente ,  tou- 
jours positive  et  différente  de  zéro  de  a  à  b^  et  continue  ainsi 
que  sa  dérivée  première,  cette  intégrale  pourra  être  obtenue 
par  la  méthode  des  approximations  successives. 

Faisons  d^abord  une  remarque  préliminaire. 
L'intégrale  de  Téquation 

s'annulant  pour  x  =:  a  ei  x  --  -  b^  est  donnée  par  la  formule 

r'    ,    .(b^  t)(z  -a)   .         x-a     r**    ,        , 
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On  voit  que,  si  «p(^)  est  posilif  de  a  à  6,  la  fonction  y  sera  posi- 
tive, el  croîtra,  si  Ton  remplace  ç(-p)  par  une  fonction  plus 
grande. 

Ceci  posé,  nous  partirons,  pour  les  approximations  successives, 
de  la  fonction  y^  vérifiant  Téquation 

et  prenant  les  mêmes  valeurs  que  y  aux  deux  extrémités  de  Tin» 
tervalle  (a,  6).  On  aura  ensuite  la  succession  des  équations 

-^-^X(x)yo      =0, 


yti  y2y  •  '  '  1  yn  prenant  les  mêmes  valeurs  initiale  et  finale  que  j', 
et  étant  positives,  comme  j^,  dans  l'intervalle  (a,b).  De  l'équa- 
tion 

on  conclut  que 

^^ 4-A(a:)^  =  o; 

or  jK  — yo  a  des  valeurs  initiale  et  finale  nulles,  par  suite,  y  — y^ 
est  positif,  d'après  la  remarque  faite  plus  haut.  Ecrivons  donc 

r  >.ro- 

Il  résulte  aussi  de  la  même  remarque  que 

yo<yi< '"<yn< '"<}'- 

Nous  voulons  établir  quey^  a  y  pour  limite.  A  cet  effet,  consi- 
dérons le  quotient 

r-7o . 

y 

il  restera  moindre,  dans  l'intervalle  (a,  6),  qu'un  nombre  fixe  q 
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^V^^ieur  à  l'unité.  Les  deux  équations 
"^^^^trent  de  suite  que 


n  continuant  ainsi,  on  a,  d^une  manière  générale, 

y  —  Vn 


y—yn-ï 


<<! 


^^^  par  conséquent,  en  multipliant  toutes  ces  inégalités  membre  à 
"^^mbre, 

U  est  donc  établi  que  yn  converge  uniformément  vers  y.  On 
'^oii,  de  plus,  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  intégrales  positives  pre- 
nant les  mêmes  valeurs  en  a  et  b, 

2.  En  supposant,  comme  au  paragraphe  précédent,  qu'fV  existe 
une  intégrale  y  de  l'équation,  toujours  positive  et  différente  de 
zéro  dans  l'intervalle  (a,  6),  on  peut  montrer  qu'il  n'existe  pas 
d'autre  intégrale,  s'annulant  en  a  et  6,  que  y  =  o.  Supposons,  en 
effet,  qu'il  existe  une  telle  intégrale;  nous  pouvons  supposer 
qu'elle  garde  un  signe  invariable  dans  l'intervalle,  sinon  elle  s'an- 
nulerait au  moins  une  fois  entre  a  et  6,  et  l'on  raisonnerait  sur 
un  intervalle  compris  dans  (a,  b).  Soit  donc  une  intégrale  Y  s'an- 
nulant en  a  et  6  et  positive  toujours  dans  l'intervalle.  On  peut 
choisir  la  constante  k  de  manière  que  les  deux  intégrales 

ky    et    Y 

soient  égales  en  un  point  choisi  arbitrairement  entre  a  et  b. 
Puisque  Y  s'annule  en  a  et  6,  il  faudra  qu'il  y  ait  une  seconde  va- 
leur de  X  pour  laquelle  on  ait  encore 

et  nous  aurions  un  intervalle  moindre  que  (a,  b)  pour  lequel  il 
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existerait  deux  intégrales  positives  et  répondant  aux  mêmes  va- 
leurs initiale  et  finale,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  que  Y 
soit  identiquement  nul. 

On  conclut  de  là  qu'w/ie  intégrale  est  nécessairement  déter- 
minée d'une  manière  unique  par  ses  valeurs  initiale  et  finale 
dans  V intervalle  (a,  b)  ou  dans  tout  intervalle  compris  dans 
celui-ci. 

3.  Introduisons  maintenant  une  succession  de  constantes  qui 
vont  jouer  dans  la  suite  un  rôle  très  important.  Nous  reprenons 
les  approximations  successives  en  faisant 

On  aura  une  suite  de  fonctions 

prenant  pour  ^  =  a  et  x  =^  6  la  valeur  un.  Posons 

ro="o=i,      yi—yo=ui,       .-M      r«— J«-i=w«»       •••- 

les  u,  sauf  Uq,  s^annulent  aux  deux  extrémités  de  (a,  b).  J'envi- 
sage les  deux  séries  de  constantes  (*) 

Ces  deux  expressions  ne  changent  pas  si  Ton  remplace  Um  et  u^ 
par  d'autres  lettres  u^  la  somme  m  -\-  n  restant  constante. 
On  a,  en  effet, 

par  conséquent,  ^\i,n  ne  dépend  que  de  m  -\-  n. 


(')  Ces  deux  séries  de  constantes  ont  été  considérées  par  M.  Schwarz  dans  une 
question  analogue  relative  à  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  {Âfathe- 
matische  Abhandlungen,  t.  I,  p.  i/|i). 
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Si  nous  posons 


nous  aurons 

h 


et,  par  suite, 


^ m^n  —  "  m-+-/i— !• 


4.  Parlons  de  l'inégalité 


a  et  p  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Cette  inégalité  peut 
s  écrire 

On  aura,  par  suite, 


ou 


Oo  a,  de  la  même  manière, 


/[''^'""1^"""T''">" 


ou 


d^où  l'on  conclut 


W,«     ^W,n-l 


Les  inégalités  précédentes  montrent  que  l'on  a 

Je  dis  que  le  quotient  ^—  >  croissant  avec  /i,  tend  vers  une 
limite  pour  n  =  oo.  Soit,  en  effet,  g  la  plus  grande  valeur  que 
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prend  la  fonction  W|  dans  rînlervalle  («,  b).  Les  différences 
seront  toutes  négatives  dans  l'intervalle  (n,  b).  Or  on  a 

Wî«— ^\V,n_,  =   j     \{x)Un(Un'-  gUn-i)dx; 

^  a 

donc 

W,„— ^VV,n-i<o; 

par  suite,     ,  ^'*    ne  dépasse  pas  g.  Ainsi,  en  posant 

nous  sommes  assuré  que  les  quantités  croissantes 

tendent  vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment.  Nous 
désignerons  cette  limite  par  c. 

D'après  un  théorème  élémentaire  sur  les  suites,  on  peut  encore 
définir  c  comme  la  limite  de 

et  nous  pouvons  de  suite  faire  la  remarque,  qui  nous  sera  plus 
lard  utile,  que,  pour  une  équation  correspondant  à  une  fonction 
A'(\r)  plus  grande  que  A(.r),  on  aura  une  limite  c'  qui  sera  plus 
grande  que  c. 


o.  Cherchons  à  comparer  Un{x)  à  v^Wa,!.  On  a 


et,  par  suite, 

'^l~îr^t    f   ''^(^)"n-i{^){b  —  z)d: 


On  en  conclut 

b 


l"ii(^)l<   /     S.{z)Un-\{z){b  —  z)dz, 
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Or  de  rinégallté 

Jn       L  \^\n  J 

a  et  ^  étant  deux  constantes  quelconques,  on  déduit 
et,  par  suite, 


in 


H  étant  un  nombre  fixe.  Or  -^Jr—^  a  -j  pour  limite  (pour  n  =  oo). 
On  peut  donc  écrire 

'^:i^  <  K, 

K  étant  un  nombre  fixe. 

6.  Nous  allons,  des  résultats  précédents,  déduire  des  consé- 
quences extrêmement  importantes.  D'après  l'inégalité  du  para- 
graphe précédent,  la  série 

convergera  uniformément  dans  Tintervallc  («,  6),  si  la  série  de 
terme  général 

est  convergente.  Or,  dans  cette  série,  le  rapport  d'un,  terme  au 
précédent  a  pour  limite  c;  par  conséquent,  5/  c  -<  i ,  les  approxi- 
mations successives  convergeront^  et  il  y  aura  dans  Tintervalle 
(a,  b)  des  intégrales  de' l'équation  restant  toujours  positives. 
Si  c  est  supérieur  à  l'unité,  la  série 

Wo  -^-  wi  -^-  •••-+-  «^/i  -+-••  • 

ne  peut  converger  uniformément  dans  l'intervalle  (a,  6).  Car  au- 
trement, puisque 
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la  série 

w  1  -f- .  • .  -H  ^^  /i  -4- . .  • 

serait  convergente,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  ^le  rapport  -^^  a  r 
pour  limite. 

7.  Chacun  des  quotients 


étant  plus  petit  que  un,  le  produit 


•V  Cl    Ci  c„ 

A/,=  -—   —   •  •  •   — 
ce  c 


décroît  avec  n,  et  tend,  par  suite,  vers  une  limite  pour  n=x, 
Cette  limite  sera  différente  de  zéro;  on  a,  en  effet, 

\V2;,=:  I     A(ar)aJ{x)  t/x, 
ce  que  Ton  peut  écrire 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'inégalité 
Or  W«  =  C|  r^ .  . .  c„  Wo  ;  donc 

vvi  r*       r*  r* 


et  comme 


on  conclut 


Win        CiC,  CjCv  Ca;,_ic,«' 

par  conséquent,  le  quotient  :^-r^  décroît  avec  /i;  il  a  donc,  puis- 

»'  in 

qu'il  est  supérieur  à  r^^  une  limite  différente  de  zéro.  Il  en  ré- 
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suite  encore  que  le  produit 

,     .  Cl    C2  Cn 

(a)  •  •  •  — 

Cl   Cv  Ctn 

a  une  limite  différente  de  zéro,  puisque  — ^  <  i .  Or  on  a 

Ci  Cl      C,  Cv 

—  =  —  —  —  •  •  •> 

C  Cf      C4  Cg 

Çs  _  £3  Ci^ 
c  Cs   Cn 

Cj     Cj  Cio 
c     Cio  C20 


et,  par  suite,  le  produit 


Ci  C3  C5 
c    c    c 


a  pour  limite  la  limite  de  l'expression  (a),  c'est-à-dire  une  expres- 
sion différente  de  zéro.  II  en  sera  alors  évidemment  de  même  de 


£!  £*  £f  .  . 

c    c    c 


et,  par  suite,  de  "kny  comme  nous  voulions  l'établir. 
81  Nous  allons  montrer  que 

C" 

a  une  liniite  différente  de  zéro,  quand  n  augmente  indéfini- 
ment. 
Soit 

«;  =  -" 

et  posons 

on  aura  évidemment 

=  — --  =  w  0  —  •  •  •  — 

C»  c  c 

p.  -  IIL  S 
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Par  suite,  d'après  le  paragraphe  précédenl,  on  est  assuré  que 
W^,  a  une  limite  pour  n=^o^. 
On  a 

Puisque  W^^  tend  vers  une  limite,  il  est  certain  que  le  second 
membre  est  inférieur  à  toute  quantité  donnée  à  Tavance,  si  n  est 
suffisamment  grand.  Or  on  a 

M  désignant  le  maximum  de  A(x);  par  suite,  l'intégrale  du  pre- 
mier membre  est  aussi  très  petite,  pour  n  suffisamment  grand. 
Enfin,  de  Tinégalité  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà  consi- 
dérée 

•'a 


on  conclut 


/     H^){u'^''  i^'n-^k){à  —  x)dx 

,  Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  supérieur  (§  5)  à  la 
valeur  absolue  de 

pour  toute  valeur  de  a:  comprise  entre  a  et  b.  Par  suite,  on  peut 
trouver  une  valeur  de  n  telle  qu'à  partir  de  cette  valeur,  on  ait 

e  étant  une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  l'on  vou- 
dra. L'existence  de  la  limite  de  u'f^(œ)  est  ainsi  établie. 

La  fonction  u,^{x)  converge,  d'après  ce  qui  précède,  uniformé- 
ment vers  sa  limite  u'.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  u'{x) 
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n  est  pas  identiquement  nulle.  On  a,  en  effet, 


W;=  /    k{x)u'„dx. 

*'a 


Or  nous  avons  vu  que  la  limite  de  la  constante  WJ,  était  différente 
de  zéro;  donc  la  limite  de  u^  ne  peut  être  nulle,  La  limite  u'{x) 
satisfait  à  Téquation  différentielle 

et  elle  s'annule  aux  deux  extrémités  de  (a,  b). 

9.  Une  remarque  importante  est  à  faire  sur  la  quantité  c,  qui  a 
joué  un  rôle  si  important  dans  ce  qui  précède.  Considérons  les 
expressions 

où  u  désigne  une  fonction  quelconque  continue,  ainsi  que  -r-» 

dans  l'intervalle  (a,  6),   et  s^ annulant  aux  deux  extrémités  de 
rintervalle.  Soit,  d'autre  part,  la  série 

Wo-+-  Wl^*  -+-  M2^*-i--  •  . -h  W/i  A:" -+- . . ., 


a 
au 


ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  constante  k.  Puisque  -^ 

une  limite  déterminée  différente  de  zéro,  le  rapport  d'un  terme 

précédent  a  pour  limite 

cA', 

et  la  série  précédente  sera  convergente  tant  que 

k<i. 

c 

Désignons  par  U  la  limite  de  cette  série  ;  c'est  une  fonction 
de  JC  prenant  pour  ar  :=  a  et  pour  ar  =  6  les  valeurs  a/i,  et  qui  sa- 
tisfait à  Téquation 

"d^t  -+-^A(a?)U  =  o. 
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Or,  partant  de  l'identité 


\da:       U  dx)  '^  dx\{)   dx ) 


on  aura  de  suite 


X*[(ë)--*A(.,».]-=/(S-rf)'- 

et,  par  conséquent, 

Ji — XJo>  o. 

Le  quotient  j-r^.  est  donc,  quelle  que  soit  la  fonction  u  satis- 
faisant aux  conditions  indiquées,  supérieure  à  toute  quantité  k 
inférieure  à  -•  Ce  quotient  ne  peut  donc  prendre  une  valeur 

plus  petite  que  -•  Cherchons  la  valeur  de 

ii(u') 
h(u')' 

u'  étant  la  fonction  du  §  8,  qui  s'annule  pour  a  et  6  et  satisfait  à 
l'équation 

L'identité 

/du'y    \(t)  ,.     d  /  ,du'\      ,[diu'     I  .,  ,  n 

donne  immédiatement 

J,(«')-ij,(«')  =  o; 

le  minimum  -  du  quotient 

c       ^ 

io{u) 

est  donc  atteint  pour  u  =  u', 

10.  On  pourrait  se  poser,  au  point  de  vue  du  calcul  des  varia- 
tions, le  problème  de  rechercher  la  fonction  u  s'annulant  en  a 
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et  b  el  rendant  minima  le  quotient 

5i(u) 

Quand  on  applique  la  méthode  des  variations,  on  suppose  tou- 
jours que  le  minimum  est  atteint,  les  questions  d^existence  de 
fonctions  réalisant  effectivement  le  minimum  étant  toujours  lais- 
sées de  côté.  Soit  donc  une  fonction  u^  s^annulant  en  a  et  6  et 
rendant  minimum  le  quotient  précédent.  Soit  m  ce  minimum. 

Nous  avons  à  écrire  que  la  variation  du  quotient  est  nulle,  ce 
qui  nous  donne 

Jo(a)8Ji(a)  —  Ji(a)5Jo(w)  =  o 
ou 

oJi(a)  —  /n8Jo(M)  =0. 

Or 


On  a  donc 


/-*  du  dou   ,  r^  d^u  ,      , 

=  21      —, ; —  ax  =  —  1  I      -r~T  ow  d^- 

J      dx    dx  J       dx^ 

I        TFT  -^  ^  ^  {x)u  \ùudx=iOy 


d^où  il  résulte  que  la  fonction  u,  satisfaisant  aux  conditions  indi- 
quées, vérifie  l'équation 

d^u  ... 

-^^mX(x)u  =  o. 

Ce  résultat  est  bien  d'accord  avec  ce  que  nous  avons  obtenu  plus 
haut. 

11.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  considéré  un  intervalle 
fixe  (a,  6).  Supposons  maintenant  que,  a  restant  fixe,  on  fasse 
varier  b{b>a).  La  fonction  A(^)  restera,  bien  entendu,  posi- 
tive pour  toute  valeur  de  j:  à  partir  de  a,  pour  laquelle  nous  au- 
rons à  la  considérer. 

Un  premier  point  à  peu  près  évident  est  que  la  limite  c  croît 
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avec  l'intervalle  («,  6).  On  peut,  en  effet,  définir  c  comme    ^ 
limite  de 

d'après  un  théorème  élémentaire  sur  les  suites.  Or 


b 
A  (x)ii„  dx. 


Soit  bx'^  b\  on  aura 


^  a 


Or,  de  a  à  6,  on  a  nécessairement 

comme  on  le  voit  de  proche  en  proche  à  partir  de  mJ=  «/0=  i .  La 
limite  C|,  correspondant  à  Tintervalle  (a,  6|  ),  est  donc  supérieure 
à  la  limite  c,  correspondant  à  Tinlcrvalle  (a,  6). 

Or  pour  6,  très  voisin  de  a,  on  a  évidemment  c  très  voisin  de 
zéro.  Quand  b  s'éloigne  de  rz,  la  limite  c  grandit.  Tant  que 

c<i, 

les  approximations  successives  convergent  (§  6),  et  une  intégrale 
s'annulant  pour  a  cl  b  est  identiquement  nulle. 
Quand,  b  continuant  à  s'éloigner  de  ^7,  on  a 

nous  arrivons  au  cas  limite  extrêmement  intéressant.  Nous  avons 
alors  une  fonction  w',  non  identiquement  nulle,  s  annulant 
aux  deux  extrémités  de  rintervalle  («,  b)  et  satisfaisant  à 
l' équation  différentielle  proposée 

Quand,  b  continuant  à  croître,  c  devient  plus  grand  que  un, 
nous  sommes  assuré  que  les  approximations  successives  ne  con- 
vergent plus,  et  qu'il  n'y  a  plus  d'intégrales  restant  toujours 
positives  dans  {a,  b). 

Dans  le  cas  particulier  très  simple  où  A{x)  se  réduit  à  une  con- 


SUR   CERTAINES  ÉQUATIONS   LINÉAIRES   DU   SECOND    ORDRE.  II9 

sianle  A,  on  trouve  Immédiatement  la  longueur  de  Tintervalle  mi- 
tiimum  correspondant  à  une  intégrale  s^annulant  aux  deux  exlré- 
iTiilés.  Soit  l'équation 

_^4.Aj'  =  o         (A>o): 

l'intégrale  générale  étant 

P  smix^X  -ha), 
l'intervalle  cherché  sera 


Ik 


/S 

et  nous  avons,  par  exemple,  l'intégrale  sin(^^A),  restant  posi- 

tîve  de  o  à  --^>  et  s'annulant  pour  ces  deux  valeurs. 

v/a 

12.  Considérons  une  intégrale  s'annulant  pour  :r  =  a,  et  cher- 
chons à  la  suivre  quand  x  grandit  à  partir  de  a.  Elle  s'annulera  la 
première  fois  pour  la  valeur  x  •=  b  dont  nous  venons  de  parler 
(pour  laquelle  c  =  i).  Arrivé  -k  x=  b,  nous  nous  trouvons  dans 
les  mêmes  conditions  qu'au  point  de  départ.  L'origine  des  inter- 
valles étant  maintenant  ft,  à  ce  point  b  correspondra  un  inter- 
valle 66',  pour  lequel  la  limite  c'  sera  égale  à  l'unité  (il  pourra, 
d'ailleurs,  amver  que  6'  n'existe  pas,  la  limite  c'  étant  toujours 
inférieure  à  un,  si  grand  qu'on  prenne  l'intervalle  à  partir  de  b). 
Notre  intégrale  aura  donc  la  nouvelle  racine  k  x  =  b',  et  l'on  con- 
liouera  ainsi  indéfiniment,  si  la  fonction  A(^)  est  définie  pour 
toute  valeur  de  x.  On  voit  donc  comment  on  pourra,  de  proche 
en  proche,  faire  l'étude  de  l'intégrale. 

II.  —  Introduction  d'une  constante  arbitraire 
dans  l'équation  différentielle  (^). 

13.  Nous  allons  considérer  maintenant  une  équation  différen- 
tielle linéaire  du  second  ordre  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 


(»)  J'ai  résumé  ce  Chapitre  dans  une  Noie  des  Comptes  rendus  :  Sur  les 
équations  différentielles  du  second  ordre  renfermant  un  paramètre  arbi- 
traire (19  février  189'!). 
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traire,  et,  pour  nous  rapprocher  du  cas  étudié  dans  la  Section  pré- 
cédente, prenons  l'équation 

(I)  gH_AA(:r)^  =  o, 

OÙ  A(j;)  est  une  fonction /?05e7eVe  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  k  une 
constante.  Nous  pouvons  former  une  intégrale  de  cette  équation, 

//v 

prenant  pour  x  =  «,  ainsi  que  sa  dérivée  -^  9  des  valeurs  numéri- 
ques arbitrairement  données.  Soit 

cette   solution ,   qui  dépend  manifestement  aussi  de  k,  et  qui , 
d'après  un  théorème  général  précédemment  établi  (Chap.  V,  §5), 
est  une  fonction  de  A*  holomorphe  pour  toute  valeur  de  k. 
Envisageons  de  même  une  seconde  solution 

ri(^,  A), 

qui  correspond  à  un  second  système  de  valeurs  numériques  initiales 
de^  et  ^»  On  suppose  seulement  que  les  systèmes  de  valeurs  nu- 
mériques ne  soient  pas,  dans  les  deux  cas,  proportionnels,  de 
manière  que  les  deux  solutions  soient  distinctes. 
Une  solution  quelconque  sera  de  la  forme 

a  et  ^  étant  des  constantes  arbitraires.  Nous  pouvons  choisir  z 
et  P  de  manière  que  cette  solution  prenne,  pour  x  =  a  et  x  =  by 
des  valeurs  déterminées  d'ailleurs  arbitraires.  Il  n'y  aura  d'excep- 
tion que  si  le  déterminant  des  deux  équations  du  premier  degré 
est  nul,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(a)  yi{a,  k)yt{b,  k)  —yx{b,  k)yt{a,  k)  =  o. 

Si  k  satisfait  à  cette  relation,  on  pourra  choisir  a  et  ^  de  telle 
sorte  que  la  solution 

s'annule  en  a  et  b.  On  aura  donc,  pour  les  valeurs  de  k  satis- 
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faisant  à  Véquation  (a),  une  intégrale  de  Inéquation  (i)  s^an- 
nulant  en  a  et  b,  et  qui  n'est  pas  nulle  identiquement. 

14.  Le  premier  membre  de  Inéquation  (2)  étant  une  fonction 
de  A',  holomorphe  dans  tout  le  plan,  les  racines  ne  pourront  for- 
mer qu'une  suite  discontinue. 

Montrons  que  les  racines  de  Téquation  (2)  ne  peuvent  être  que 
des  quantités  positives.  Nous  allons  voir  en  effet  que,  pour  une 
valeur  imaginaire  ou  négative  de  A*,  il  ne  peut  y  avoir  d'intégrale 
s'annulant  aux  deux  extrémités  sans  être  nulle  identiquement.  La 
chose  nous  est  connue  pour  les  valeurs  négatives  (Chap.  V,  §  13). 
Quant  à  ce  qui  concerne  les  valeurs  imaginaires,  nous  aurions,  en 

posant 

y  =  «iH-  liiij        A  =  k'-h  ik', 

et,  par  suite,  on  aurait 

,  ^  -^  k'  A(x)ui—  k^ \{x)Uf  =  Oy 
-^  -f- A' A(x)wj-4-r  A(x)wi=  o, 

la  solution  (u^,  1/2)  s'annulant  en  a  et  b.  Ceci  est  impossible;  car 
des  deux  équations  précédentes  on  tire 


X 


h 

k"  K(x)(u]-+-  ul)dx  =  0; 


u%  et  ttj  seraient  donc  identiquement  nuls,  si  k" ^  o. 

15.  L'existence  d'une  suite  indéfinie  de  quantités  positives 

^1»    ^*i>     •  •  •  î    ^/lï 
(^kn  augmentant  indéfiniment  avec  /i),  pour  lesquelles  l'équation 

g-f-AvA(^)^  =  o 

a  une  intégrale  nulle  aux  deux  extrémités  de  (a,  b)  sans  être 
identiquement  nulle,  peut  s'établir  simplement  comme  il  suit. 
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Tout  d'abord,  le  premier  terme  de  la  suite  que  nous  désignons 
par  A'i  a  été  déjà  considéré  dans  la  Section  précédente;  il  est  l'in- 
verse de  la  quantité  c,  qui  a  joué  dans  cette  Section  un  rôle  si  im- 
portant. En  eflet,  tant  que  Ton  a 


c 


les  approximations  successives  convergent  dans  l'intervalle  (a,  b) 
pour  IVqualion 


g+XA(x)^  =  o, 


et  il  n'y  a  pas  d'intégrale  nulle  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle 
(sauf  wfVo).  Nous  savons,  au  contraire,  que  pour 


A-.=  - 


il  y  aura  une  telle  intégrale. 


Faisons  maintenant  croître  A*  à  partir  de  A|  {/iff^  i  );  nous  au- 


Fie.  I. 


o 


CL     a 


rons  une  intégrale  telle  que  aCb'  s'annulant  en  a  et  //,  ce  dernier 
point  étant  à  gauche  de  t,  cl  une  intégrale  bCJa!  s'annulant  en  b 
et  en  a! ,  Comme  ces  intégrales  ne  sont  déterminées  qu'à  un  facteur 
près,  je  puis  figurer  l'une  au-dessus  de  Oj;,  l'autre  au-dessous. 
Continuons  à  faire  croître  A*;  a!  marche  vers  la  droite  et  V  vers  la 
gauche.  A  un  certain  moment  ils  coïncideront  en  un  point  a,  et, 
comme  les  intégrales  dessinées  ne  sont  déterminées  qu'à  un  facteur 
près,  on  peut  les  choisir  de  telle  sorte  qu'elles  se  raccordent  en 
leur  point  commun.  On  aura  alors  \?i  fig,  2  et  les  deux  courbes 
dessinées  correspondent  à  une  même  intégrale.  Nous  concevons 
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donc  ainsi  l'existence  de  la  seconde  valeur  A'2  pour  laquelle  il  y 
aura  une  intégrale  nulle  en  a  et  6;  cette  intégrale  s'annule  une 
fois  entre  a  et  6. 

Fil 


On  continuera  à  raisonner  de  la  sorte.  On  aura,  A*  étant  un  peu 
supérieur  à  A*2,  le  dessin  suivant  d'intégrales  (Jig'  3)  :  le  point  y 


Fig.  3. 


marchera  vers  la  droite  et  S  vers  la  gauche  à  mesure  que  /\  gran- 
dira, et  pour  une  certaine  valeur  de  A,  soit  A*3,  on  aura  Xdiji.f^,  4f 


Fig.  4. 


et  Ton  peut  choisir  la  constante  dans  l'intégrale  partant  de  b  (de 
b  en  e)  et  dans  l'intégrale  partant  de  a  (de  a  en  e)  de  manière  à 
avoir,  par  l'ensemble  des  deux,  une  seule  intégrale.  Nous  arrivons 
donc  ainsi  à  une  valeur  A*3  pour  laquelle  il  y  a  une  intégrale  nulle 
en  a  et  b;  cette  intégrale  s'annule  deux  fois  entre  a  et  b.  On  con- 
tinuera ainsi  indéfiniment,  et  l'on  démontre  ainsi  l'existence  d'une 
suite 


(5:) 


A*!,       A*2.        .  .  •  ,       a'/i 


de  nombres  grandissant  indéfiniment,  et  correspondant  aux  va- 
leurs de  A"  pour  lesquelles  l'équation 

a  une  intégrale  nulle  en  a  et  b.  Il  est  clair  que  An  augmente  indé- 
finiment avec  n,  caries  intervalles  aa,  at,  . . .  vont  en  diminuant 
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indéfiniment.  D^ailleurs,  ces  nombres  étant  les  racines  de  l'équa- 
tion transcendante  (2)  dont  le  premier  membre  est  une  fonction 
entière  de  k  ne  peuvent  avoir  pour  point  limite  un  point  à  dis- 
tance finie. 

16.  Ceci  posé,  envisageons  l'intégrale  u  de  l'équation  (i)  pre- 
nant en  a  et  6  des  valeurs  numériques  A  et  B  données  d'ailleurs 
arbitrairement.  Nous  regarderons  l'intégrale  u  comme  fonction 
de  k\  celte  fonction  de  A'  sera  évidemment  uniforme  dans  le  plan 
de  la  variable  complexe  A*  et  elle  aura  pour  pôles  les  termes  de 
la  suite  (S). 

Nous  allons  montrer  que  ces  pôles  sont  des  pôles  simples. 

Kcrivons  l'équation 

Elle  admet  une  intégrale  j^q  s'annulant  en  a  et  6,  et  soit  Y0  une 
seconde  intégrale  distincte  de  la  première  et,  par  suite,  ne  s'annu- 
lant pas  pour  X  =  a.  Soit  maintenant  l'équation 

Celte  équation  admet  deux  intégrales  j^  et  Y  prenant  respective- 
ment, pour  X  =  a,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  les  mêmes 
valeurs  que  >'o  <^l  Y©,  et  leurs  dérivées  premières.  D'après  le  théo- 
rème général,  déjà  plusieurs  fois  appliqué,  ces  intégrales  seront 
dos  fonctions  entières  de  a,  et  Ton  aura  le  développement 

{O  y  -  Vo -^  V,  a  -f- Y  =  Yo  -h  Y,  îx  — 

^l'i,  y^ Y|,  Yi,  ...  s'annulant  nécessairement  pour  x  =  a. 

Vnc  intégrale  u  de  ^^3)  est  de  la  forme 

u  z=  zv  -h  3 Y. 

Cherchons  à  dctorminer  les  constantes  xei  3  de  manière  que  celte 
intégmlo  prenne  pour  «i  et  b  les  valeurs  A  et  B.  On  a  les  deux 
tH]uaiion$ 
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On  voit  donc  que  ^  est  une  constante  par  rapport  à  [x  et  que  a 
admet  le  pôle  u  =  o.  Ce  pôle  sera  simple  si  Ton  a 

Nous  allons  établir  quMl  en  est  bien  ainsi.  On  a  les  deux  équa- 
tions 

obtenus  en  substituant  dans  (3)  les  développements  (4)*  Or,  des 
deux  équations  précédentes,  on  conclut 

La  première  intégrale  s'eflectue  immédiatement;  elle  serait  nulle, 
si  Ton  avait  j^i  (6)  =  o,  et  Ton  serait  alors  conduit  à  une  absur- 
dité. Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  que  kg  est  un  pôle  simple 
de  u. 

17.  Nous  arrivons  maintenant  au  calcul  des  quantités  Av.  Tant 
que  k  sera  inférieur  à  A'i,  on  aura  pour  u  le  développement 

u  =  Uo-\-  Wi  A:  H-  ...  -h  M« Â'*  -4- . . . , 

I/o  prenant  en  a  et  6  les  valeurs  A  et  B  et  les  autres  u  s'annulant 
aux  deux  extrémités  de  l'intervalle.  Ces  divers  coefficients  sont 
des  fonctions  de  x  déterminés  de  proche  en  proche  par  les  équa- 
tions 

m 

Formons  les  constantes 


qui  présentent  la  plus  grande  analogie  avec  les  quantités  W/i  con- 
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sidérées  au  §  3  de  ce  Chapitre.  Dans  ce  cas  «©  se  réduisait  à  Tunilé, 
tandis  qu'ici  Uq  dépend  de  x  et  peut  être  de  signe  variable.  Quoique 
lio  et  Ufi  ne  soient  pas  nécessairement  d'un  signe  invariable  dans 
(a,  6),  toutes  les  constantes  U;,  sont  positives;  on  le  voit  de  suite 
en  remarquant  que 

et  l'on  a  aussi 

^n  •    ri 

la  dernière  égalité  supposant  m  ^  o. 

On  établira,  comme  au  §  i  de  ce  Chapitre,  les  inégalités 

mais,  arrivé  à  ce  point,  nous  devons  modifier  un  peu  les  raison- 
ncments.  Il  est  clair  que  ..  doit  tendre  vers  une  limite;  sinon 
ce  quotient  grandirait  indéfiniment  avec  /i,  et  la  série 

Uo H-  l' I ^*  -^ .  • .  -^  l'/t  A*'  -i- . . . 

ne  serait  convergente  pour  aucune  valeur  de  k;  or,  cette  série  est 


égale  à 


/       «o(  Mo  -+-  "l  ^  -+"•••  -^  W»  ^"  -^-  •••  )  •'^(^)  ^'^- 


tt 


qui  u  un  sens  déterminé  pour  A  <[  A|.  La  limite  de  p-^  est  donc 

^  m—l 

au  plus  égale  »  y-  •  * 

D*autre  part,  nous  pouvons,  comme  au  §5,  comparer 


/."^ 


I«a  ix^lation 
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donne  pour  w„  une  somme  de  deux  intégrales  et,  si  Ton  écrit 
Téquation 

^  -+-A(a7)|a«-.,|  =0, 

on  aura 

|M«|<X, 

les  conditions  aux  limites  étant  zéro  pour  A.  Il  en  résulte,  d'après 
le  §  5,  que 

Le  reste  de  l'analyse  de  ce  paragraphe  est  alors  applicable,  et  Ton 
aura 

Un{x)\<K,)/\}in. 


K  étant  un  nombre  fixe.  Il  résulte  de  là  et  de  ce  qui  précède,  que 
les  deux  séries 

Wo  -4-  Ml  A:  H-  .  .  .  -H  Mrt X"  -+- .  .  . , 

ont  même  cercle  de  convergence;  donc 

,.      U«         I  ,  . 

Iim  rr =    y-  (pOUl*   /l  =  »). 

18.  Nous  allons  maintenant  calculer  A'2.  Puisque  Ai  est  un  pôle 
simple  de  £/,  nous  pouvons  écrire 

la  série  du  second  membre  étant  convergente  jusqu'à  A:  =  A*2.  La 
comparaison  de  ce  développement  avec 

U  =  ttp-H  Uik  -h. .  .H-  M«A»-+-. . . 

doone 


II' 


et,  par  suite, 


Un  —*'»-+-  J^ 


w'=  \\m{unk'l), 

n  —  9i 
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car  \im(ç,i/k1)  est  nécessairement  nulle.  Nous  pouvons  donc  re- 

garder  u'  comme  connu  et,  par  suite,  les  v.  Ces  dernières  fonc- 
tions satisfont  au  système  d'équations,  résultant  immédiatement 
du  système  auquel  satisfont  les  </,  et  de  l'équation 


à  savoir  : 

^*''»               4    /        X 

Tous  les  r,  sauf  t'o,  sont  nuls  en  a  et  6,  et  r^  prend  en  a  et  6 
les  valeurs  A  et  B. 

Nous  formerons  alors  la  suite  des  quantités 

V«^   /     rp(x)r«(x)A(T)</j-, 

ot,  sans  rien  changer  à  Fensemble  des  raisonnements,  on  dé- 
montre que 

l„„  ^ =      . 

m.-m    ^  it-l  *J 

Nous  calculons  donc  ainsi  la  seconde  valeur  singulière  A-j. 
MK  On  peut  continuer  ainsi  indciiniment.  On  aura 


I  — 


U  sorio  du  stvond  momhro  ôunl  con% oriente  jusqu'à  A*  =  Aj.  On 
obtiendra  %'  {Vàr  la  formule 


SUR   GBRTAIIVeS  ÉQUATIONS   LINÉAIRES   DU   SECOND   ORDRE.  1 29 

Cl  les  constantes 


conduiront  à  la  troisième  valeur  A3,  et  ainsi  de  suite. 

NcMis  avons  donc  obtenu  le  résultat  que  nous  avions  en  vue. 
IL^es  valeurs  singulières  ki  peuvent  être  obtenues  de  proche  en 
proche  par  un  calcul  régulier,  ainsi  que  les  intégrales  nulles 
aux  deux  extrémités  de  (a,  b)  correspondant  à  ces  valeurs 
singulières, 

20.  Nous  nous  sommes  borné,  dans  ce  Chapitre,  à  une  équa- 
tion particulière  pour  avoir  des  résultats  très  simples.  On  pour- 
rail,  d'une  manière  plus  générale,  considérer  une  équation 

les  A.  et  B  étant  continues  dans  un  intervalle  (a,  6). 

Il  n'y  a,  pour  celte  équation,  d'intégrale  s'annulant  aux  deux 
extrémités  de  l'intervalle,  sans  être  identiquement  nulle,  que  pour 
une  suite  discontinue  de  valeurs  de  A*,  racines  d'une  équation 

(6)  G(X)  =  o, 

0(Ar)  désignant  une  fonction  entière. 

L'intégrale  de  l'équation  (5),  prenant  en  a  et  ft  des  valeurs  don- 
nées, est  une  fonction  uniforme  de  k  dans  tout  le  plan  de 
cette  variable  et  ayant  pour  pôles  les  racines  de  l'équation  (6). 
La  démonstration  de  cette  proposition  peut  se  faire  par  la  même 
voie  que  pour  l'équation  spéciale  sur  laquelle  nous  venons  de 
nous  arrêter.  Nous  aurons  d'ailleurs  à  revenir  sur  des  questions  de 
cette  nature  qui  se  rencontrent  fréquemment  en  Physique  mathé- 
matique. 


P.  -  III. 


9 


i3o 
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CHAPITRE  VIL 

ÉTUDE  DE  QLELOLES  ÉQUATIONS  NON  LINÉAIRES 


I.  —  Discussion  des  intégrales  passant  par  deux  points 
pour  une  classe  d'équations  du  second  ordre. 

1.  Les  conditions  d'application  de  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  sont  Irùs  diverses  suivant  les  classes  particulières 
d'équation  qu'on  étudie.  Considérons  ici  Téquation 


(I) 


-^/^^^X)  =  *>» 


et  supposons  que,  x  étant  dans  un  certain  intervalle,  la  fonction 
/{-r^y),  définie  pour  toute  valeur  de  j-,  croisse  constamment 
avec  y  et  que  Von  ait  identiquement 

/(^,  o)  =  o. 

11  est  clair  que,  dans  ces  conditions, /(x,^')  sera  positif  quand  y 
sera  lui-inémc  positif.  Nous  allons  supj)oser,  de  plus,  que  la  dé- 
rivée toujours  positive 

décroit  quand  y  augmente, 

(iCS  hypothèses  failes,  admettons  qu'il  existe  une  intégrale  j^  de 
ré(piation  (i),  restant  toujours  positive  (et  non  nulle)  lorsque  x 
varie  entre  o  et  />,  et  ne  s'annulant  pas  pour  les  valeurs  extrêmes. 
Nous  allons  montrer  (pie  celte  intégrale  peut  certainement  être 
obtenue  par  la  méthode  des  approximations  successives. 
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Partons  à  cet  effet  de  la  fonction ^o  satisfaisant  à  Téquation 

et  prenant  aux  limites  les  mêmes  valeurs  que  y.  Les  équations 
successives 


-  -H/(j^,ro)       =o, 


-+-/(^,71)     =<>» 


'''•^"-t-/(^,r«-t)  =  o 


dx^ 

(j'rt  prenant  les  mêmes  valeurs  que^  aux  deux  limites)  montrent 
que 

Il  faut  montrer  que  y,2  a  y  pour  limite.  Or  considérons  le  quo- 
tient 

——^^—^—  • 
y 

D'après  Téquation 

y  est  plus  grand  que  jko»  et,  par  suite,  le  rapport  précédent  est 
plus  petit  que  l'unité  et  n'atteint  pas  ce  nombre  :  soit  q  son  maxi- 
mum; on  a 

^  <  I. 

Ceci  posé,  l'équation 
donne 


(>) 


X    '•* 


f  [/('', :K)-fi',J'o)]{b  —  z)dz., 


b-r 


en  remplaçant,  sous  les  signes  d'intégration,  dans j^  et^o,  x  par  z* 
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Mais  nous  pouvons  écrire  l'inégalité 
car  ;,  >  So*  Or,  de  l'égalité 

rapprochée  de  Tégalitc  (2)  et  de  l'inégalité 
on  conclut 


y  —  y\    - 
V 


On  aura  de  la  même  manière 


^7- 


et  ainsi  indéfiniment 

y  —  yn 
y-yn-\ 

De  ces  inégalités,  on  déduit 


<7- 


y-yn<yq"^' 


Cette  inégalité  établit  bien  que  y„  converge  uniformément 
vers  y.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

2.  Nous  avons  maintenant  à  rechercher  les  intervalles  dans  les- 
quels on  peut  être  assuré  d'avoir  une  intégrale  toujours  positive, 
et  chercher  en  particulier  s'il  est  possible  d'avoir  une  intégrale 
s'annulant  aux  extrémités  d'un  intervalle  sans  être  identiquement 
nulle.  Nous  avons  dit  que  la  dérivée  toujours  positive 

f'A^.y) 

allait  constamment  en  décroissant  quand  y  augmente,  lorsque  x 
a  une  valeur  lîxe  quelconque  dans  un  certain  intervalle.   Pour 
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j'  =  30,  cette  fonction  aura  une  valeur  déterminée;  posons 

/;(:r,  o)  =  P(ar), 

on  aura  donc 

P(x)>q(xu 

Q  (x)  pouvant  être  identiquement  nulle. 

3.  Avant  d'aller  plus  loin,  rappelons  un  théorème,  obtenu  au 
Chapitre  précédent,  sur  les  équations  différentielles  linéaires. 
Étant  donnée  Téquation  linéaire 

(3)  S-^P(^).r  =  o, 

où  la  fonction  P(x)  est  positive  et  définie  pour  un  champ  suffi- 
samment grand  de  valeurs  de  JT,  il  existe  une  quantité  a,  telle  que, 
dans  tout  intervalle  (o,  a')  où  a'<;  a,  une  intégrale  nulle  aux  deux 
extrémités  est  identiquement  nulle.  Pour  l'intégrale  (o,  a),  au 
contraire,  il  existe  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extrémités 
et  qui  n'est  pas  nulle  identiquement.  Dans  l'intervalle  (o,  a')  la 
méthode  des  approximations  successives  conduit  à  une  série  con- 
vergente. 

Si  l'on  considère  une  seconde  équation  de  même  forme 

(4)  S^Q(^)^  =  ^' 

à  cette  équation  correspondra  un  intervalle  (o,  ^).  Si  Pon  a 

V(x)>q(x), 

on  aura  nécessairement 

a<3. 

1.  Ceci  posé,  revenons  à  l'équation 

(E)  S"*"-^(^'-^^  =  ^- 

Proposons-nous  de  montrer  qu'il  existe  une   intégrale  (ne 
s'anniilantpas  identiquement)  s^ annulant 

pour  37  =  o        et  pour        x  =  a, 

a  étant  compris  entre  cuet  ^. 
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(Je lie  inlégrale  va  nous  élre  fournie  par  la  méthode  des  ap* 
proximalions  successives.  Nous  partons  d'une  fonction  arbitraire, 
toujours  positive,  s*annulant  pour  o  et  pour  a^  nous  allons  mon- 
trer d'abord  que  la  série  des  approximations  successives  est  con- 
vergente. Considérons  à  cet  effet  une  quantité  positive  e  assez 
grande  pour  qu'en  posant 

la  quantité,  analogue  à  la  lettre  a  du  numéro  précédent  et  relative 
à  Téquation 

soit  supérieure  à  a;  ceci  est  possible  puisque  pour  e  =  ao  la  fonc- 
tion R(^)  se  réduit  à  Q(j^). 

Ceci  posé,  cherchons  Tin légrale  de  l'équation  (E)  prenant  pour 
a:  =  o  et  pour  j:  =  a  la  valeur  e.  La  méthode  des  approximations 
successives  nous  fournira  une  suite  de  fonctions  croissantes 

^0  =  ^»      y\t   ^'î»    •••)   yitf    «••• 
Il  est  aisé  de  voir  que  celte  suite  a  une  limite.  On  a,  en  effet, 

-^j^ h/(^,  yn-\)  —f{x.yn-^)  =  o. 

Or 

f{x,yn-x)  —f{x,yn-l)<  R(^)  (yn-\—yn-i\ 

puis([uc^'„   I  ol  )'„_2  sont  supérieurs  à  e.  Or  la  série  des  approxi- 
mations successives  converge  pour  Péqualion  linéaire 

(1^  y 

Il  en  est  donc  a  fortiori  de  même  pour  Téquation  (E). 

Nous  venons  de  trouver  TiiUégrale  de  l'équation  (E)  prenant 
pour  X  -  o  et  x  =  a  la  valeur  e,  e  étant  une  constante  sufGsam- 
ment  grande.  Nous  voulons  avoir  l'intégrale  de  l'équation  prenant 
lu  valeur  zéro  aux  deux  extrémités.  Or  partons  d'une  fonction  s' an- 
nulant aux  deux  extrémilés  et  inférieure  à  e  ;  puisque  les  approxi- 
mations convergent  dans  le  cas  qui  vient  d'être  examiné  ci-dessus, 
elles  convergent  nécessairement  encore  dans  le  cas  actuel. 
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Nous  obtenons  donc,  par  la  méthode  des  approximations 
successives,  une  intégrale  s^  annulant  pour  x  =  o  et  pour  x=:a. 
Une  objection  importanle  se  présente  toutefois  immédiatement  : 
l'intégrale  que  nous  venons  de  trouver  n'est-elle  pas  identique- 
ment nulle? 

Nous  allons  établir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi. 

Montrons  d'abord  qu'on  peut  trouver  une  fonction  continuelle 
de  jr,  s'annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  ^r,  et  telle  que  dans  l'in- 
tervalle (o,  a) 

-jj^  -^/(^,>'o)>o. 
Soit  7i  une  quantité  positive,  et  posons 

Nous  pouvons  prendre  t)  de  telle  sorte  que  la  quantité  ai,  cor- 
respondant à  l'équation  linéaire 

soit  égale  à  a.  Désignons  alors  par  j^o  la  fonction  continue  satis- 
faisant à  cette  dernière  équation  entre  o  et  a  et  s'annulant  pour 
ces  deux  valeurs;  de  plus,  comme  elle  n'est  déterminée  qu'à  un 
facteur  près,  nous  la  prenons  telle  qu'elle  ne  dépasse  pas  r,.  Nous 
avons  ainsi  une  fonction  continue  parfaitement  définie,  telle  que 

nous  allons  la  prendre  pour  commencer  les  approximations  suc- 
cessives. La  seconde  fonction  yi  est  déterminée  par  l'équation 

et  par  la  condition  de  s'annuler  pour  a:  =  o  et  pour  x  =  a.  Il  est 
facile  de  voir  que 

Si  nous  écrivons,  en  effet,  y^  =yQ-\-  X,  nous  aurons 

d^l       d^Yo       ., 
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La  somme  des  deux  derniers  termes  est  positive;  X  s'annulant 
aux  deux  extrémités  de  l'intervalle  (o,  a)  sera  donc  positif  dans 
cet  intervalle.  Nous  aurons  donc  bien  Tinégalité  annoncée.  Du 
moment  quey^  >J^o,  on  aura 

et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  cherchée  jasera  donc  supérieure  àyo 
elle  ne  sera  pas  identiquement  nulle. 

En  définitive,  nous  avons  démontré  dans  ce  paragraphe  quV/ 
existait  une  intégrale  de  Inéquation 

s'annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  a^  et  toujours  positive  dans 
cet  intervalle, 

5.  L'intégrale  dont  il  vient  d'être  question  est  unique.  Ceci 
est  une  conséquence  de  l'analyse  du  n°  1.  A  la  vérité,  l'inté- 
grale toujours  positive  y,  que  nous  avons  considérée  dans  ce 
numéro,  ne  s'annulait  pas  aux  deux  extrémités;  le  raisonnement 
subsiste  sans  modification  si  Tinlégrale  s'annule  seulement  à  une 
des  extrémités,  soit  pour  jr  =  o,  et  si  Ton  suppose,  de  plus,  que 

-^-  ne  soit  pas  infinie  pour  .r  ^=  o.  Il  est  évident  d'ailleurs  que  ^  ne 

sera  pas  nulle  pour  j:  =  o,  car  autrement  y  serait  identiquement 
nulle.  Si  nous  prenons  alors  le  rapport 


y  y 

du  n'*  1,  ce  rapport  sera  plus  petit  que  l'unité  même  pour  a:  =  o, 
car 

lim   (  ^:— îî  )  =  ^, 

u_o\^/         langO 

0  et  8'  désignant  deux  an«;les  aigus  différents  de  zéro  et  de  -  et  l'on  a 

Si  l'intégrale  toujours  positive  y  s'annule  aux  deux  extrémités 
de  rintervalle,  le  raisonnement  doit  être  modifié,  car  on  ne  peut 
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wte  les  approximations  successives  en  partant  de  la  fonction  j'o 
^^Vîsfaisant  à  l'équation 

On  suppose  que  l'on  parte  de  la  fonction  yo  considérée  à  la  fin 
c/u  numéro  précédent,  pour  laquelle 

On  peut  de  plus  supposer  que  Xo<y  (Xo  n'étant  déterminé 
qu^à  un  facteur  près). 

Nous  pouvons  affirmer  alors  que  l'expression 

.-^ 

y 

reste  moindre  qu'un  nombre  q  plus  petit  que  l'unité,  puisque  pour 
j:  =  o  et  jr  =  a  la  limite  de  —  ne  peut  être  nulle.  Il  n'y  a  plus 

alors  qu'à  raisonner  comme  au  n°  1  pour  voir  que  j^,,  a  nécessai- 
rement une  limite,  et  cette  limite  est  y.  Cette  intégrale  y  est 
donc  unique, 

6.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  a  était 
distinct  des  valeurs  extrêmes  a  et  ^.  Montrons  que  l'intégrale  tend 
vers  zéro  quand  a  tend  vers  a.  Nous  allons  raisonner  comme  au 
n^  4,  quoique  dans  des  circonstances  un  peu  différentes.  Nous 
pouvons  prendre  la  constante  s  assez  petite  pour  que,  ayant  posé 

l'intervalle  a'  dans  lequel  s'applique,  pour  l'équation 

la  méthode  des  approximations  successives,  soit  aussi  peu  supé- 
rieur que  l'on  voudra  à  a.  Choisissons  alors  a  entre  a  et  a\  D'après 
le  n"  4,  l'intégrale  j^  de  notre  équation 
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est  moindre  que  rintégrale,  prenant  pour  x  =  o  et  j?  =  a  la  va- 
leur e,  et  obtenue  comme  limite  des  approximations  convergente: 


Or  on  voit  que  chacun  de  ces  ^  est  de  Tordre  de  £,  c'est-à-di 
peut  se  mettre  sous  la  forme  du  produit  de  e  par  une  fonction 
restant  finie;  notre  intégrale  j^  est  donc  elle-même  de  l'ordre  de  e^- 
comme  on  peut  faire  tendre  e  vers  zéro  à  mesure  que  a  se  rap- 
proche de  plus  en  plus  de  a,  il  en  résulte  que  l'intégrale^  tend 
vers  zéro,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Supposons  maintenant  que  a  tende  vers  p.  Nous  aurons  recours 
alors  à  la  seconde  partie  du  raisonnement  du  n**  4.  Puisque  a  est 
très  voisin  de  ^,  nous  pouvons  prendre  la  quantité  7^  extrêmement 
grande.  Supposons  de  plus  que  le  maximum  de  la  fonction  j'e  soit 
précisément  r^,  ce  que  nous  pouvons  toujours  réaliser,  puisque  j^e 
n'est  déterminé  qu'à  un  facteur  près.  Dans  ces  conditions,  notre 
intégrale  atteindra  certainement  une  valeur  supérieure  à  7^.  Comme 
r^  est  aussi  grand  que  Ton  veut,  si  a  est  suffisamment  rapproché 
de  p,  on  voit  qu'il  n'y  a  pas  d'intégrale  continue  (sauf  j^  =  o) 
s'annulant  pour  j-  =  o  et  pour  x  =  ^.  Pour  une  valeur  fixe  quel- 
conque de  X  (distincte  de  o  et  a)  la  valeur  de  l'intégrale  j^  de 
Téquation 

s'annulant  pour  o  et  pour  a,  augmente  indéfiniment  quand  a  tend 
vei*s  3-  Il  résulte  encore  de  ces  considérations  que,  pour  l'inlé- 

grale  i*  correspondant  i\  a,  la  valeur  de  la  dérivée  -r-  pour  x  =  o 

varie  d'une  manière  continue  de  zéro  à  l'infini  quand  a   varie 

do  X  à  ^3. 

7.  Dans  tout  ce  qui  procède,  nous  n'avons  étudié  que  les  inté- 
grales restant  toujours  positives  (ou  nulles^.  Pour  étudier  d^antres 
intégrales*  il  est  évidemment  nécessaire  de  faire  des  hypothèses 
sur  la  nature  de  la  fonction /\^x*^i^  et  de  ses  dérivées  poav  y  né- 
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galif.  Supposons  encore  que  celte  fonction,  qui  s'annule' pour 
^  =  G,  croisse  toujours  en  même  temps  que  y^  et  que  la  dérivée 

toujours  positive,  ait  un  maximum  pour  ^  =  o,  et  n'ait  ni  mini- 
mum ni  autre  maximum.  On  pourra  alors  étudier  toutes  les  inté- 
grales de  Téquation.  Faisons  seulement,  pour  le  moment,  la  re- 
marque que  l'intégrale  étudiée  aux  n°*  4  et  5,  et  qui  s'annule  pour 
j:  =  o  et  pour  x  =-a,  ne  sera  pas  nécessairement  unique  si  l'on 
ne  la  suppose  pas  toujours  positive  dans  l'intervalle  (o,  a).  D'une 
manière  plus  générale,  une  intégrale  n'est  pas  nécessairement 
déterminée  d^une  manière  unique  dans  IHntervalle  (o,  a)  par 
ses  valeurs  initiale  et  finale;  nous  allons  toutefois  montrer  qu'il 
en  sera  nécessairement  ainsi  dans  le  cas  où 

a<  a. 

Soient,  en  effet,  y  ei  z  deux  intégrales  supposées  distinctes 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions.  On  aura 

-^i— ^  -^/(^>  y)  -/(^.  -)  =  « 

ou 

X  étant  compris  entre  y  et  <3.  Or  on  a 

/;(^,>^)</;(^,o)  =  P(ar). 

Il  en  résulte  que  l'intervalle,  partant  de  zéro,  dans  lequel  une 
intégrale  s'annulant  aux  deux  extrémités  est  identiquement  nulle, 
est  plus  grand  pour  l'équation 

que  pour  l'équation 

P  {x)u  =  O. 


11  est  dès  lors  évident  que  les  deux  intégrales  coïncident  (*  ). 

(■)  Pour  l'extension  à  un  nombre  quelconque  d'équations  des  résultats  de 
cette  Section,  on  pourra  consulter  mon  Mémoire  de  1898  dans  le  Journal  de 
McUhématiques. 
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II.  —  Quelques  cas  particuliers.  Exemples  de  solutions  périodiques. 

8.  Reprenons  l'équation 

en  faisant  les  mêmes  hypothèses  que  dans  la  Section  précédente. 
Ces  hypothèses  étaient  relatives  à  y  positif.  Si  nous  voulons  étu- 
dier des  intégrales  devenant  négatives,  il  est  indispensable  <le 
compléter  ces  hypothèses.  Supposons  donc  que  l'équation  obte- 
nue en  changeant  j/"  en  — y^  c'est-à-dire  l'équation 

rentre  dans  le  même  type  que  l'équation  (E),  pour  y  positif. 

Toutes  ces  conditions  étant  remplies,  nous  sommes  assuré  de 
pouvoir  suivre  une  intégrale  quelconque  pour  tout«  valeur  de  x^ 
si,  bien  entendu,  nous  supposons /(^yj^)  définie  et  continue  pour 
toute  valeur  réelle  de  x.  L'équation  (E)  appartient,  en  eOet,  au 
type  d'équations  au  sujet  desquelles  nous  avons  démontré  (§3) 
un  théorème  général. 

Toute  intégrale  de  V équation  (E)  devra  nécessairement 
s'annuler.  Supposons,  en  efTet,  qu'une  intégrale  ne  s'annule  pas 
à  partir  de  x  =  o.  Désignons  encore  par  a  et  P  (n**  4)  les  deux 
nombres  relatifs  à  x  =  o,  qui  ont  joué  un  rôle  fondamental  dans 
toute  la  théorie  de  la  Section  précédente.  Si  l'intégrale  considérée 
ne  s'annule  pas  à  partir  de  j:*  =  o,  nous  aurons  une  intégrale  res- 
tant toujours  positive  et  difTérente  de  zéro  dans  un  intervalle 
(o,  /<),  h  étant  supérieur  en  ^3.  On  pourra  alors  obtenir  une  inté- 
grale, non  identiquement  nulle,  s'annulaut  pour  j?  =  o  et  pour 
X  =  hy  et  restant  toujours  positive  dans  cet  intervalle,  ce  qui  est 
en  contradiction  avec  les  résultats  précédemment  obtenus,  puisque 
c'est  seulement  dans  l'intervalle  (o,  a)^  où 

a<rt  <  3. 

que  l'on  peut  déterminer  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extré- 
mités et  toujours  positive  dans  l'intervalle. 
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On  peut  encore  démontrer  de  la  manière  suivante  le  théorème 
précédent,  en  remarquant  que,  si  a  est  inférieur  à  ^,  mais  en  est 
très  voisin,  l'intégrale  qui  s'annule  pour  a:  =  o  et  pour  x  =:  a 
devient  très  grande  (n°  6);  la  courbe  intégrale  que  nous  étudions 
et  cette  seconde  courbe  intégrale  auront  donc  au  moins  deux 
points  communs,  et,  par  suite,  nous  aurions  deux  intégrales  po- 
sitives prenant  les  mêmes  valeurs  pour  deux  valeurs  de  x,  ce  qui 
est  impossible. 

L'intégrale  s'annulant  une  fois  devra  s'annuler  une  infinité  de 
fois,  et,  comme  nous  l'avons  dit  d'une  manière  générale,  on  pourra 
suivre  sa  valeur  de  proche  en  proche. 

La  courbe  représentée  par  toute  intégrale  aura  donc  la  forme 
d'une  sinusoïde,  et  l'on  peut  dire  que  le  problème  de  l'intégration 
pour  l'équation  (E)  est  résolu,  si  Ton  entend  par  là  qu'on  peut 
suivre  avec  précision  les  valeurs  de  la  fonction  quand  x  augmente 
indéfiniment. 

9.  Soient  deux  valeurs  Xq  et  X|  de  x{xo<iXi).  A  un  inter- 
valle commençant  en  Xq  correspondent  pour  l'équation  (E)  une 
longueur  ^  et  une  longueur  a,  en  gardant  toujours  la  même  no- 
tation générale. 

Considérons  ensuite  l'équation  transformée  de  E 

(  E')  -^^^  -/(^i  - x\  ^y)  =  o. 

Pour  cette  équation  en  x\  nous  aurons,  pour  un  intervalle  com- 
mençant à  x'=-  o,  une  longueur  ^'  et  une  longueur  a'.  Supposons 
maintenant  que  les  quantités 

soient  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur  et  que,  de  plus, 

X\  —  a'>  ToH-  OL. 

Nous  allons  montrer  quUl  existe  au  moins  une  intégrale  de  Vé- 
quation  s* annulant  pour  x  =^  Xq  et  pour  x  =^  Xi. 
Désignons  par  X  une  arbitraire  comprise  entre 

Xi —  3'    et    Xo-h  p. 


1 
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Il  y  aura  une  intégrale  toujours  positive  dç  Téquation  (E)  s'an- 
nulant  pour  Xq  et  X;  de  même  Téquation  (E')  admettra  une  inté- 
grale toujours  positive  s'annulant  pour  x'^^o  et  x'=  x^  —  X  et, 
par  suite,  Téquation  (E)  admettra  une  intégrale  toujours  négative 
s'aniiulant  pour  a:  :=  .Ti  et  j:  =  X.  Les  deux  intégrales  que  nous 
venons  de  trouver  peuvent-elles  être  la  continuation  l'une  de  l'autre? 
Il  faut  et  il  suffit  que  leur  dérivée  première  ait  la  même  valeur 

pour  X  =  X.  Désignons  par  0  et  8'  les  angles  compris  entre  o  et 

que  font  les  tangentes  aux  deux  courbes  au  point  x  =  X,j'  =  o 
avec  Taxe  des  x.  L'équation 

0  — O'  =  o 

est  une  équation  en  X,  puisque  Q  et  0'  dépendent  de  X.  Il  faut 
montrer  que  cette  équation  a  une  racine  entre  x^  —  P'  et  x^-{-  p. 

Or,  quand  x  est  très  voisin  de  x^  —  p',  6'  est  voisin  de  -»  tandis 

que  0  a  une  valeur  différente  de^>  donc  6  —  6'  est  négatif  pour 

cette  valeur  de  x;  au  contraire,  pour  a:  voisin  de  Xo+  ^,  0  est 

voisin  de  ~  tandis  que  0'  a  une  valeur  différente  de  -  :  la  différence 

8  —  0'  sera  alors  positive.  L'équation  écrite  ci-dessus  aura  donc 
au  moins  une  racine  correspondant  à  une  valeur  X|  telle  que 

Est-on  assuré  que  l'intégrale  correspondante  ne  sera  pas  nulle 
identiquement?  Oui,  puisque  autrement  il  faudrait  que  l'on  eût  à 
la  fois 

ce  qui  est  incompatible  avec  nos  hypothèses.  Nous  avons  donc 
bien  une  intégrale  non  nulle  identiquement  et  s'annulant  pour 
X  =  Xo  ci  X  =  J'^]  cette  intégrale  ne  garde  pas  un  signe  invariable 
^tre  les  deux  valeurs  extrêmes. 

10.  Occupons-nous  maintenant  d'un  cas  particulièrement  in- 
téressant :  celui  où  la  fonction /(j:,^')  serait  périodique  par  rap- 
port à  X  et  de  période  (o.  Considérons  un  intervalle  (xq^  ^o+  *»>). 
En  supposant  remplies  les  hypothèses  du  n**  9,  nous  avons  une 
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intégrale  s'annulant  pour  Xq  et  j?o-I-  w»  Cette  intégrale  ne  sera  pas 
en  général  périodique,  car  pour  Xo  et  :ro-|-  w  les  dérivées  n'au- 
ront pas  la  même  valeur.  En  écrivant  cette  condition,  on  aura  une 
équation  en  Xq 

A  chaque  racine  réelle  de  cette  équation  correspondra  une  so- 
lution périodique. 

L'étude  des  racines  de  cette  équation  sera,  en  général,  extrê- 
mement difficile.  Je  veux,  indiquer  cependant  un  cas  simple  où 
Ton  pourra  établir  l'existence  d'une  solution  périodique.  Repre- 
nons l'équation 

satisfaisant  aux  conditions  des  paragraphes  précédents.  La  fonc- 
tion /{x^y)  est  périodique  par  rapport  à  a:  et  de  période  to.  Sup- 
posons que 

et  que,  de  plus, 

Parlons  de  Xq  =  o.  Si,  comme  nous  l'admettons,  les  nombres  a 
et  ,3  relatifs  à  l'origine  comprennent  entre  eux  ~  {/iff*  5),  il  y  aura 


Fig.  5. 


une  intégrale  de  l'équation  s'annulant  pour  x  =  o  et  ^  =  —  et  qui 

ne  sera  pas  identiquement  nulle.  Je  dis  que  cette  solution  sera  une 
solution  périodique. 

Prenons,  en  efTel,  la  courbe  symétrique  par  rapport  k  x  =  -^ 

^  =  o,  de  la  branche  de  courbe  dont  nous  venons  de  parler.  Il  est 
aisé  de  voir  qu'elle  satisfera  à  l'équation  différentielle. 

En  désignant  par  y  =  ?(^)  l'équation  de  la  première  branche, 
on  aura  pour  équation  de  la  symétrique 


t 


I 


m 


I         11     '  ' 


.      ,,l...     !■"'•»•"    ''   '      ' 


tt  I 
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Donc 

a 

el  nous  devons  montrer  que  Téquation 

est  vérifiée.  Or  elle  pourra  s'écrire 

©•(w  — x)-f-/[x,  «p(w  — a:)]  =0, 
el  enfin,  puisque /(j-,  j))  =/((o  —  x,  j), 

9*(w  —  x)  -h/[oi  —  X,  o((i>  —  xj]  =  o, 
qui  est  manifestement  vérifiée. 

11.   Indiquons  un  exemple.  Soit  Téquation 


dû 


VI  I  I         .     \         V 

—    : — y  %\ïi^x  -h  (  I  H —  cos*  X  )        •  =  o. 


Nous  regardons  la  fonction  /(^r,  y)  correspondante  comme  ad- 
mettant la  période  2tî,  c'est-à-dire  que  o)  ^  27:;  on  a  bien  en  plus 

L'équation  rentre  d'ailleurs  dans  la  classe  qui  nous  occupe  ac- 
tuellement. 11  nous  faut  chercher  les  deux  nombres  a  et  ^  pour 
reconnaître  si  l'on  a 

Or  a  est  le  nombre  relatif  à  l'équation  linéaire 

et  |ï  correspond  à  l'équation  linéaire 

Nous  aurons  donc  ici,  pour  la  première  équation, 

d'^v 
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^^)  pour  la  seconde, 

Pour  la  première  équation,  nous  avons  de  suite  a=  -^;  dans 

un  intervalle  moindre  que  -^  une  intégrale  s^annulant  aux  deux 

extrémités  est  identiquement  nulle.  Pour  la  seconde  équation 
nous  ne  pouvons  trouver  la  valeur  exacte  de  ^  (si  ce  n'est  sous 
forme  de  série),  mais  nous  pouvons  avoir  une  limite  inférieure 
de  j3  et  cela  nous  suffira.  Si,  en  effet,  au  lieu  de  la  seconde  équa- 
tion, on  envisage  Téquation 

d^y       I 

le    nombre   ^   correspondant  à  l'équation   -j^  -\- -  y  û\\^  x  ^=  o 

sera  plus  grand  que  celui  qui  correspond  à  cette  dernière  équa- 
lioo.  Par  suite 

Puisque  a=-'^  et  ^>t.\J'i^  nous  sommes  assuré  que  les 
inégalités  a  <  i:  <^  ^  sont  vérifiées. 

Il  existe  donc  une  intégrale  de  période  itz  pour  l'équation 
proposée,  et  nous  pouvons  l'obtenir  sous  forme  de  série  conver- 
gente, par  notre  méthode  d'approximations  successives. 


III.  —  Sur  une  classe  d'équations  à  laquelle  s'appliquent 

les  procédés  alternés. 

iâ.  Considérons  maintenant  des  équations  différentielles  d'un 
type  différent  au  point  de  vue  des  hypothèses  relatives  aux  fonc- 
tions qui  y  figurent.  Soit  l'équation 

où   nous  supposons  la  fonction  f{x,  y)    toujours  positive  et 
croissant  en  même  temps  que  y.  Ou  est  assuré  (Chap.  V)  qu'il 

P.  —   III.  10 
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ne  peut  exister  qu^une  seule  intégrale  de  cette  équation  prenant 
des  valeurs  données  pour  x  =  a  el  pour  x  =  b. 

On  peut  supposer  que  ces  valeurs  données  sont  nulles,  ce  qui 
revient  à  remplacer^  par^  +  a^4-  ^  en  désignant  par  a  et  ^  des 
constantes  convenables. 

Appliquons  alors  les  approximations  successives,  en  partant  de 
Yq  r=  o  ;  on  aura  ainsi 

S^' =■/<-"). 

tous  les^  s^annulant  pour  x  =  a  et  pour  x^=  b.  On  voit  d^abord 
immédiatement  que  tous  les^  sont  négatifs;  on  aura  de  plus 

puisque /(j",ri  )  <C/('^î  ^)-  De  même 

yi>yi,>y%, 

et  ainsi  de  suite,  le  sens  des  inégalités  entre  trois  y  consécutif 
variant  d'une  ligne  à  la  suivante.  Les  j^  à  indices  impairs  formen 
donc  une  suite  croissante  et  les  y  à  indices  pairs  une  suite  dé 


croissante;  d'autre  part,  tout  terme  de  la  première  suite  est  infé- 
rieur à  un  terme  quelconque  de  la  seconde.  Les  y  à  indices 
impairs  auront  donc  une  limite  «/,  et  il  en  sera  de  même  des^  i 
indices  pairs  qui  auront  une  limite  r.  Ces  deux  limites  sont  de: 
fonctions  de  x^  s'annulant  en  a  et  6,  et  Ton  aura 


U  2:  <', 


et  comme  on  a 


on  aura 
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si  toutefois  on  admet  que  les  y  d'indices  pairs  et  les  y  d'indices 
impairs  tendent  uniformément  vers  leurs  limites  v  et  u, 

13.  C'est  une  question  intéressante  de  savoir  si  u  =  {\  La 
réponse  est  certainement  affirmative  d'après  un  théorème  général 
étudié  au  Chapitre  V  (Section  II),  si  V intervalle  {a,  b)  est  suffi- 
samment petit.  Mais  en  est-il  ainsi  en  général?  Pour  répondre  à 
cette  question  prenons  l'équation  très  simple 

qui  rentre  dans  le  tjpe  précédent.  Considérons  une  intégrale  s'au- 
nuiant  pour  x  =  o  et  négative  pour  x  positif  et  assez  rapproché 
de  l'origine.  On  aura 

a  étant  une  quantité  positive  inférieure  à  un.  L'intégrale  y  ira  en 
décroissant  depuis  j^'  =  o  jusqu'à  la  valeur  loga  qui  sera  son  mini- 
mum; cette  valeur  minima  sera  atteinte  pour 


dv 

yjeï—  a 


Ion  OL 

La  seconde  racine  de  l'intégrale  y  (après  Torigine)  correspondra 
donc  à 

.0 


0  =  ^  Ç       . , 


dy 

y/e)  — 


b  —  1     j  • 


loga 

OU,  en  posant  loga  =  [i  <  o. 

L'intégrale  considérée  y  s'annule  donc  pour  œ  =  o  et  x  =  ù; 
elle  est  négative  et  son  minimum  est  loga. 

Reprenons  les  équations  relatives  aux  approximations  succes- 
sives 

dx*         A  cfx*         '1  dx^         •! 

Si  Ton  suppose  quej',,  converge  uniformément  vers j',  il  arrivera. 
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à  parlir  d'une  certaine  valeur  de  /i,  que  -  e^^-i  différera  très  peu  de 
-  i*y  et  sera,  par  suite,  supérieure  à 


(-'••««        ou         -  (1  —  0, 


en  désignant  par  s  une  quantité  positive   fixe  aussi  petite  qu'on 
\oudra. 

Considérons  alors  les  équations 


•  •  •  » 


en  prenant  Un^\=^jn+\ — yn]  et  les  autres  a  étant  déterminés 
par  la  condition  de  s'annuler  en  o  et  6.  On  aura 


W/i-h/»|  <  \yn-^p  —  yn^p-\  I,  (/?  =  -2.  .  .  .,  x) 

et  la  série  de  terme  général 

{yn-^p — yn^p-\  ) 
est,  par  hypothèse,  convergente. 
Or  prenons  la  suite  des  équations 


«/j7 


—   -r-   -   (l  —  t)Vn^\  —  o, 


•2 


les  V  s'annulant  comme  les  u  aux  deux  limites,  et  en  ayant 
i',,_j_,  =  w,,^,.  Les  i'  seront  tous  de  même  signe,  tandis  que  les  u 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs;  les  u  et  f  de  même  indice 
ont  même  valeur  absolue.  Par  suite,  nous  pouvons  écrire 


la  série  de  terme  yréncral 


r>' 


V  l"-*-P 


sera  donc  convergente  tant  que  |  A  |  <C  i  ?  puisque  la  série  de  terme 
général  {yn^p  —  y^^p  i) f^'"'^'*  est  convergente  dans  ces  condi- 
tions ,  étant  convergente  pour  A*  =  i .  Ceci  revient  à  dire  que  la 


J 
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série  des  approximations  successives  converge  pour  IVqiiation 

dans  tout  intervalle  (o,  6'),  b'  étant  inférieur  à  6,  mais  en  étant 
aussi  rapproché  que  l'on  veut. 

Or  le  champ  correspondant  à  cette  dernière  équation  est 

I  r  TZ  J'A  I 

ou 


/i  — e       /a  /a     ^  i  —  z' 

Si  donc  cette  expression  est  inférieure  à  6,  il  en  résultera  que 
les  approximations  ne  pourront  converger  vers  y.  Nous  devons 
donc,  par  suite,  voir  si  Tinégalité 

peut  être  vérifiée.  Nous  allons  montrer  que  l'inégalité  est  bien 
vérifiée  si  a  est  assez  rapproché  de  zéro.  Ecrivons  en  effet 


el  dans  le  développement  du  binôme  qui  est  sous  le  signe  d'inté- 
gration, bornons-nous  aux  deux  premiers  termes,  les  termes 
négligés  étant  positifs  comme  les  termes  conservés;  on  a  alors 
dans  le  second  membre 


£'  ' (' -^ 5 f?) ''-^ = * (^  '-')+-;("  '-«?). 


ou,  en  remplaçant  ^  par  loga, 


Si  donc  rinégalité 


7    1  ' 

-  — =   —  *2 :  a. 


y/â  3    /: 
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est  vérifiée,  il  en  sera  de  même  de  l'inégalité  (6)  puisque  £  peut 
élre  pris  aussi  petit  qu'on  veut.  Or,  en  prenant  a  assez  petit,  nous 

n'avons  à  comparer  que  les  termes  en  —  >  ce  qui  nous  conduit  à 

inégalité  qui  est  exacte. 

Donc,  pour  a  assez  petit  et,  par  suite,  pour  b  assez  grand,  les 
approximations  successives  ne  convergent  pas  vers  r inté- 
grale y. 

Les  deux  limites  u  et  v  du  paragraphe  précédent  ne  coïncident 
donc  pas,  en  général,  comme  nous  le  voyons  par  le  cas  particu- 
lier qui  précède  ('). 

1  i.  Nous  avons  dit  que  les  approximations  successives  conver- 
gent quand  l'intervalle  est  suffisamment  petit.  N'ayant  à  considérer 
que  des  valeurs  négatives  dc^',  supposons  que  la  dérivée  toujours 
positive 

reste,  pour  j>^  négatif,  quel  que  soit  x  dans  un  certain  intervalle, 
inférieure  à  un  nombre  fixe  M.  U  est  facile  alors  de  fixer  une  limite 
pour  la  longueur  de  Tintervalle  dans  lequel  les  approximations 
successives  convergeront.  Nous  allons  comparer  les  approxima- 
tions successives  pour  Téquation 

et  pour  réqualion 


i 


u 


On  a,  d'une  manière  générale,  en  appliquant  les  équations  à  un 
intervalle  (a,  P), 

(fU  y.,—  y„_^)  ^        /•/  N 


(')  Je  m'étais  borné,  dans  mon  Mémoire  de  1890  (Chap.  V),  à  Tassertion 
que  u  était,  en  général,  diiïérent  de  v\  j'ai  donné  l'exemple  précédent  dans  les 
Comptes  rendus  (avril  1891). 
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et  l'on  peut  écrire 

Y  élant  compris  entre ^«_i  eiyn~2'  Or  considérons  les  équations 

•  •••••••••••^ 

les  u  s'annulant  aux  extrémités  de  Tinlervalle. 
On  aura  évidemment 

Or  la  série  des  valeurs 


w 


n 


est  convergente  certainement,  si  Tintervalle  (a,  p)  est  inférieur  au 
champ  fondamental  (Chap.  V,  §  13)  relatif  à  Téquation 

•^   -+-  M  w  =  o 


et  ce  champ  est  égal  à 


Ainsi,  dans  tout  intenta  lie  inférieur  au  nombre  précédent, 
/es  approximations  convergent  pour  l'équation  proposée, 

15.  Reprenant  l'équation 

d^v 

nous  devons  maintenant  chercher  comment  nous  trouverons  Tin- 

tégrale  s'annulant  pour  ^  =  a  et  x  =  6  si  l'intervalle  (a,  b)  est 

trop  grand  pour  que  les  approximations  successives  y  convergent. 

Nous  allons  ici  faire  usage  d'un  procédé  alterné  analogue  à 
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celui  dont  nous  avons  fait  usage  avec  M.  Schwarz  pour  l'élude  de 
Téqualion  de  Laplace. 

Nous  commencerons  par  démontrer  deux  Icmmes  : 

i*^  Soient  deux  fonctions  u  et  r  satisfaisant  à  l'équation 

continues,  bien  entendu,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  de 
a  à  6.  Si,  en  a  et  en  6,  on  a 

a  '^  r, 

je  dis  qu'il  en  sera  de  même  à  l'intérieur.  Si,  en  effet,  u  —  v  deviept 

négatif  entre  a  et  6,  il  y  aura  entre  a  et  b  deux  valeurs  a  et  ^  pour 

lesquelles  on  aura 

//  —  f. 

Entre  a  et  j3,  on  devra  donc  avoir  u  =  i*  el,  par  suite,  dans  tout 
l'intervalle  (a,  b);  par  conséquent,  on  a  toujours,  soit  u  =  r,  soit 
u'^  v'j  c'est  ce  que  nous  voulions  montrer. 

2"  Considérant  toujours  la  même  équation 

l'intégrale  u  de  cette  équation  s'annulant  en  a  et  6  sera  évidem- 
ment négative  de  a  à  6;  on  envisage  de  plus  la  fonction  v  s'annu- 
lant en  a  et  6  et  vérifiant  la  relation 

on  aura  manifestement 

"  ;  <  1  ^  I  • 


Si  donc  M  désigne  la  valeur  absolue  maxima  de  r,  on  aura 

I  w  |<  M. 
Ceci  posé,  prenons  une  intégrale  de  l'équalion 
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qui  s'annule  en  b  et  prenne  en  a  une  valeur  négative  dont  la 
valeur  absolue  ne  dépasse  pas  N;  nous  voulons  trouver  une  limite 
de  la  valeur  absolue  de  u  en  un  point  a  compris  entre  a  et  h. 
Soit  h  l'intégrale  de 

dx^  =  ^' 

qui  prend  en  a  et  6  les  valeurs  données  ;  on  voit  de  suite  que 

q  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un.  Posons  alors 
M  =  U  4-  A,  nous  aurons  l'équation 

et  nous  devons  considérer  l'intégrale  U  de  cette  équation  s'annu- 

lant  en  a  et  b.  U  sera  négatif  et,  comme  h  est  négatif,  on  aura 

a  fortiori 

Ui<M. 


Nous  en  concluons,  et  c'est  là  notre  second  lemmc, 

|ii|<M-hN<7, 

inégalité  qui  va  jouer  le  rôle  essentiel, 

16.  J'arrive  maintenant  à  la  solution  du  problème  proposé. 
Nous  voulons  montrer  que  l'on  pourra  trouver  la  solution  de 
l'équation 

prenant  des  valeurs  données  en  fc  et  ^  {fis*  ^)  ^*  ^^^^  ^^^^  résoudre 
cette  question  pour  les  intervalles  ^a  et  ab. 

Fig.  6. 


-I 1 ,- 

a  9.  b 


Soit  u%  la  solution  déterminée  dans  (a,  b)  et  s'annulant  en 
a  et  b.  Nous  formons  alors  la  solution  v^  s'annulant  en  ^  et  pre- 
nant en  a  la  même  valeur  que  u^.  Revenant  maintenant  au  premier 
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intervalle,  formons  la  fonction  112  déterminée  dans  (a,  6),  s*annu- 
lant  en  b  et  prenant  en  a  la  même  valeur  que  Vi  et  continuons 
ainsi  indéfiniment  en  passant  successivement  d^un  segment  à 
Tautre.  Nous  obtiendrons  de  cette  manière  deux  suites 

et  I  f    U  2f    •••}    cf/|t    «««j 
*■  1  »    ^  il  *  •  '  :    ^'n»  •  •  •   • 

//i  est  négatif  dans  (a,  6),  donc  t>i  est  négatif  en  à  et,  par  suite, 
en  a.  Donc,  si  nous  revenons  à  W2,  on  aura,  d'après  le  premier 
lemme, 

Ui  >  lli 

et,  en  continuant  ainsi,  il  vient  de  suite 

O  >  Wi  >  "i  >  •  .  .  >  W/l  >  •  ;  •  » 

o  >  i'i  >  ^î  > . . .  >  i'/i  > . . .  : 

Il  faut  montrer  que  w«  et  r„  tendent  vers  une  limite;  il  suffira 
de  faire  voir  que  |  //„  |  et  |  i^/i  |  restent  inférieurs  à  un  nombre  fixe. 
C'est  ce  que  va  nous  donner  le  second  lemme. 

Désignons  toujours  par  M  la  valeur  absolue  maxima  des  inté- 
grales de  Téquation 

s'annulant  respectivement  en  a  et  />,  puis  en  a  et  ^.  On  a 

(pour  3*=  a)  I  «1  I  <  M, 

(pour  X  =  a)  I  Tj  I  <  M^  4-  M, 

(pour  pr  =  ol)  I  m,  I  <  «7{  M7  -hiM)  -h  m  =  M(7*-+-^  -+-i), 

(pour  JT  =  a)  \  ^'i\<fj  M(7--r-  </  -h  1)  -f-  M  =  M{q^-h  q^-h  7  -+-  i) 

et,  d'une  manière  générale, 

(pour  X  =  1)         1  W71 1  <  M(7î'»-*4-(75'»-»-4-. .  .-f-i), 
(pour  X  =  a)        h'«  I  <  M(<7*'»-»-f-  7*"  -»-i-. . .-+- 1). 

Dans  ces  inégalités,  7,  qui  est  moindre  que  un,  désigne  le  plus 
grand  des  deux  nombres  de  même  nom  correspondant  aux  inter- 
valles (a,  b),  et  (a,  p)  dans  le  second  lemme. 

Les  inégalités  précédentes  montrent  que  Un  (pour  ^  =  a)  et 
i^n  (pour  X  ^=  a)  tendent  vers  deux  limites.  Les  fonctions  i/,,  et  if„ 
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tendent  donc  respeclivemenl  vers  des  limites  m  et  t^;  la  fonction  u 
est  définie  dans  Tintervalle  (a,  6),  et  la  fonction  v  dans  l'inter- 
valle (a,  ^).  Je  dis  que  u  el  v  prennent  respectivement  les  mêmes 
valeurs  en  a  et  en  a;  en  effet, 

Vn—  Un  (pour  X  =  T.), 

v„=  Un-^i        (pour  07  =  a). 

Donc,  à  la  limite,  i^  prend  les  mêmes  valeurs  que  u  pour  x  =  ol^ 
et  il  en  est  de  même  pour  x  =  a.  Il  en  résulte  que,  dans  l'inter- 
valle (a,  a),  on  a 

u  =  V. 

Nous  avons  donc  r intégrale  de  Véquation  s' annulant  en  b  et 
en  ^;  elle  est  représentée  par  u  dans  l'intervalle  (a,  6),  et  par  r 
dans  l'intervalle  (a,  ^3). 

17.  Nous  avons  considéré,  dans  ce  qui  précède,  une  seule 
équation.  On  pourrait  chercher  à  traiter  des  problèmes  analogues 
en  prenant  un  sjstème  d'équations  de  la  forme 

"^~T     —Jl  (-^  »  Jl  »  ^'2»  •  •  •  ^  y  m  }i 
fl'  y 


-7  ~7~  —  y  m  '  •^1  y\  t  y>  •  •  •  »  y  m  )•> 


les  f  étant  des  fonctions  toujours  positives  et  croissant  avec 
les  y. 

Je  ne  dirai  que  quelques  mots  sur  cette  extension,  en  me  bor- 
nant à  renvoyer  au  travail  que  j'ai  déjà  cité.  Les  résultats  précé- 
dents ne  s'étendent  pas  d'eux-mêmes  à  un  tel  système.  Ainsi 
soient,  en  se  bornant  à  m  =  2,  les  deux  équations 

dW       .,  d^z 

y  et  cp  étant  positifs  et  croissant  avec  y  et  z.  Ou  ne  doit  pas  cher- 
cher à  établir  qu'il  n'existe  qu'un  seul  système  d'intégrales  conti- 
nues prenant  pour  x  =:  a  et  x  =  b  des  valeurs  données  :  le  fait 
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n'est  pas  nccessairemeni  exact.  Considérons,  par  exemple,  l'ëqua- 


lion 


f  étant  positif  et  croissant  avec  y.  Il  j  a  une  intégrale  Y  s'annu- 
lant  aux  deux  extrémités  de  rintervane(^,  6).  D'autre  part,  les  ap- 
proximations successives  donnent,  en  général,  deux  limites  j'i  et 
^1  diflférentes,  s'annulant  en  a  et  6,  et  satisfaisant,  sous  la  réserve 
de  rhypothèse  faite  à  la  fin  du  §  l!2,  aux  deux  équations 

Si  donc  on  envisage  ce  système,  il  admet,  avec  les  mêmes  con- 
ditions aux  limites,  les  deux  systèmes  de  solutions 

Y   \  ^ 

Ils  ne  coïncident  que  si  l'intervalle  est  assez  petit. 
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CHAPITRE  VIII. 

DES  SOLUTIONS  PÉRIODIQUES  ET  DES  SOLUTIONS 
ASYMPTOTIQUES  DE  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIFFÉ- 
RENTIELLES. 


I.  —  Remarques  générales  sur  la  continuité  des  intégrales 
des  équations  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire. 

i.  Considérons  une  équation  difTérentielle  dépendant  d'un  pa- 
ramètre [i.  Soit 

Envisageons  la  solution 

qui  s'annule  pour  t  =  o.  Soit,  pour  [jl  =  o,  la  solution 

j'  =  0(/,o), 

que  nous  allons  supposer  être  continue  de  /  =  o  à  /  = /„.  De 
plus,  on  admet  que 

peut,  pour  t  compris  entre  o  et  t^,  se  développer  suivant  les  puis- 
sances de 

[Jl     et     jr  —  0(/,o), 

les  coefficients  du  développement  étant  des  fonctions  d'ailleurs 
quelconques  de  t.  Nous  nous  proposons  de  montrer  que  Vintr- 
g- raie 

peut  se  développer  suivant  les  puissances  de  (jl,  pourvu  que  [x  soil 
suffisamment  peiilj  pour  toute  valeur  de  t  compris  entre  o  et  /o- 
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Tout  d'abord,  on  ne  restreint  pas  la  généralité  du  théorème,  eu 
supposant  que  0(^,  o)  est  identiquement  nul,  ce  qui  revient  à  faire 
un  changement  de  fonction  de  la  forme  x'=j7  —  6(/,  o).  Nous 
plaçant  donc  dans  cette  hypothèse,  la  fonction 

sera  ordonnée  suivant  les  puissances  de  j:  et  de  (jl  pour  |  j:  |  et  |  u.  | 
suffisamment  petits,  quel  que  soit  t  compris  entre  o  et  /^i  ^^  s'an- 
nulera pour  x  =  UL  zi=  o.  Écrivons 

/(wT,  ji, /)  =  A j"  H- B  {ji -i- . . . , 
les  coefficients  étant  des  fonctions  de  /. 

Posons 

,  fk,n 

a  désignant  la  fonction  de  t  satisfaisant  à  la  relation 

->  -  =  A/i  4-  B, 
at 

et  s'annulant  pour  /  =  o. 

L'équation  proposée  se  transforme  en  la  suivante 

(2)  .-  =  Ai^s^  aB,^'îjl-+-C,;i«-- 

qui  est  de  même  forme,  mais  où  il  n'y  a  pas  de  terme  du  premier 
degré  en  x'  et  [x.  Les  coefficients  du  second  membre  sont  des 
fonctions  de  t  continues  de  /  =  o  à  /  =  /q,  et  ce  développement 
peut  être  regardé  comme  absolument  convergent  pour  toute  va- 
leur de  x'  et  UL  telle  que 

p  et  r  étant  deux  constantes  fiKcs,  la  variable  réelle  t  ayant  d'ail- 
leurs une  valeur  quelconque  entre  o  et  t^, 

2.  Nous  avons  à  chercher  l'intégrale  de  l'équation  (2)  s'annu- 
lant  pour  /  =  o.  Représentons  Tinlégrale  par  la  série  que  donne 
la  méthode  dos  approximations  successives  :  cette  série  converge 


.lï.. 


r::zii::  ^r  ■!  i\.ilt»iir  «l-    .:  ^.i-....:  i 


\  .  ■  -    =■: 


■'>  ..  •.■■  i'  priMiiir-     •\ZL. 


\.  .:■- 


Tî-r>  «enlre-p  r\  \,< 


•  ^ 


V-    :^~.    U        :- 


-«    "» 


'-■■-*■-*  jjMur que  ce -u ■.•.-:-■  -  ..    -?■....'■;•.-;.•  i     . 


T  ■•.»».  i    — 


a.^inl  pour  /  ~  o,  roprrsenléo  j»ar  la  -^éru' 

i'^nnenl  les  approvlmalions  siiocessi\o>,  ol,  ^rapri^  1»  **»'  '"  ' 
ri*!»;,  on  a 

'  ■',.      '.-I  1     ■  /.", 

inl  un  nomVjre  i'ix*;  inl«:M*:»ii  i»  run'ili'.  C.lr.uiur   in  ni'-  •!' 
r  précédeiile  Csl  un<;  1'^'»'  ••'«'>  J*V'''rfi<irpliï'  il».  -;.  poiii      »         ' 
l  aîî»!- d'en  rondu!»:  «V««     ■^    *'  *  * '^  uut-.  ffMir.timi  iii»l«»i>>"' I' 
L  dans  It"  rij^.mtï  •.'.^•'      ■    '         '*•  *-^- '{•»♦:  mmhiIm:  imm' '^•■''' 
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ment  la  formule  de  Cauchy, 

o([x)= .   I   -^ dz, 

^  'iTziJ    -3  —  ;x 

prise  le  long  du  cercle  de  rayon  r. 

Nous  avons  donc  établi^  que  l'intégrale  de  l'équatîon  (i),  s'an- 
luilant  pour  /  =  o,  est  une  fonction  analytique  de  jx,  et  peut  être 
développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  [x,  tant 
que  I  |x  I  <  /'.  Ce  développement  est  convergent  depuis  /  =  o 
Jusqu'à  t  =  (o- 

3.  Nous  avons  supposé  que  nous  avions  une  seule  équation  et 
un  seul  paramètre.  Le  théorème  est  absolument  général  :  si  Ton 
avait,  par  exemple,  les  deux  équations 

'-r  —  A a^  -+-  B K   -h  C u   -h  .  .  . , 
f/v 

les  coefficients  étant  des  fonctions  continues  de    t^  de  £  =  o  à 
/  =  t^.  Nous  avons  là  un  système  d'équations  ayant,  pour  jji  =  o, 
la  solution  x  =  o,  ^  =  o,  correspondant  k  x  e,\.y  nuls  pour  /  =  o. 
Nous  poserons 

et  nous  allons  choisir  w,  r,  ainsi  les  P  et  Q,  de  façon  que  les  équa- 
tions difTérentielIcs  donnant  x^  et  y'  ne  contiennent  plus  de  terme 
du  premier  degré  en  .r',  r'et  a.  On  s'arrangera  de  façon  que  u 
et  V  s'annulent  pour  l  =  o.  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  u  et  v 

par  les  équations 

du       ^  ^  ^ 

dt 

^    =  A,//  -h  B,r-+-C,, 

et  l'on  a,  pour  P  et  P,,  les  deux  équations 

dV 


dt 


=--  AP    -X-  BP,, 


-^'=A,P-^B,P„ 
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auxquelles  satisferont  aussi  Q  et  Q,.  On  prendra  donc,  pour  P 
et  P,,  puis  pour  Q  et  Qi,  deux  systèmes  de  solutions  distinctes, 
et  il  est  clair  que  le  déterminant 

PQi-PiQ, 
qui  s'exprime  par  une  exponentielle,  ne  s'annulera  pas  de  /  =  o  à 

Les  équations  donnant  x^  et  y  seront  alors  de  même  forme  que 
celles  qui  donnent^  etj^,  sauf  que  les  seconds  membres  ne  ren- 
ferment pas  de  termes  du  premier  degré  dans  leur  développement. 
On  peut  alors  raisonner  comme  au  paragraphe  précédent. 

n  est  évident  aussi  qu'on  pourrait  avoir  un  nombre  quelconque 
de  paramètres;  l'intégrale  s^era  une  fonction  holomorphe  de 
ces  paramètres,  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro  de  ces  pa- 
ramètres (*). 

4.  Nous  avons  considéré,  dans  ce  qui  précède,  l'intégrale  de 
l'équation 

s'annulant  pour  ^  =:  o.  Conservant  l'hypothèse /(o,  o,  /)  ==  o  qui, 
comme  nous  l'avons  dit,  ne  diminue  en  rien  la  généralité,  nous 
allons  envisager  l'intégrale  de  cette  équation  prenant  pour  /  =  o 
la  valeur  x^.  Or  posons  x^=:  Xq-^-  x'y  nous  aurons  l'équation 

dx' 

(3)  ^  =/(j?o^-ar',  [X, /), 

avec  les  deux  paramètres  x^  et  [jl.  Pour  Xqz=^  jx  ==  o,  on  a  l'équa- 
tion 

dx' 

Si  =/(^>'^)» 

et,  d'après  l'hypothèse  faite,  l'intégrale  de  cette  dernière  équation, 
s'annalant  pour  /  =  o,  sera  identiquement  nulle.  Elle  sera  donc 


(  *  )  Le  théorème  précédent  a  été  iodiqué  pour  la  première  fois  par  M.  Poincaré 
{/.es  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  p.  4^  et  suiv.).  M.  Poincaré 
le  démontre  en  se  servant  des  considérations  habituelles  au  Calcul  des  limites 
de  Caachj. 

P.  —  III.  II 
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déterminée  et  continue  depuis  /  =  o  jusqu^à  /  =  ^o  ('o  ^tant  arbi- 
traire, mais  restant  fixe  une  fois  choisi). 

Diaprés  le  théorème  précédent,  Fintégrale  de  Téquatioa  (3), 
s'annulant  pour  ^  =  o,  sera  continue  de  t  =  o  à  t  =  tQ,  pourvu 
que  I  :ro  I  et  |  [x  {  soient  suffisamment  petits,  et  elle  pourra  être 
développée  suivant  les  puissances  de  x^  et  [jl. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant,  que  j'énonce  dans  sa  gé- 
néralité. 

Soit  le  système  d'équations 

(S)  -^  =Xi(xuXt.  ..  .jXn.  tj^i)       (i  =  I,  a,  . . .,  n). 

On  suppose  que,  pour  ul  =  o,  on  ait  l'intégrale 

continue  de  t=^oèit=^tg.De  plus,  les  X  sont  supposées  déve- 
loppables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de 

{X    et    Xi—Oi{t) 

pour  toute  valeur  de  t  entre  o  et  ^o»  l^s  coefficients  de  ces  déve- 
loppements étant,  bien  entendu,  des  fonctions  continues  de  /. 

Dans  ces  conditions,  les  intégrales  de  (S)  prenant  respective- 
ment ^  pour  /  =  o,  les  valeurs 

seront  continues  de  o  à  t^,  et  développables  suivant  les  puis- 
sances de 

a??,    xi,     ....    x%    et     |x, 

pourvu  que  ces  grandeurs  aient  des  modules  suffisamment 
petits, 

5.  Cherchons  si  l'on  peut  obtenir  des  résultats  analogues  avec 
d'autres  déterminations  initiales  des  intégrales.  Prenons  d'abord 
l'équation 

dy 
où  y*  est  supposée  une  fonction  analytique  de^,  -j-  et  [x. 
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Nous  avons,  pour  p.  =  o,  Téquation 


=  -^(^^->^'È'^)- 


Soit  une  inté^ale  de  cette  équation  continue  de  a  k  b,  pre- 
nant pour  x=  aldL  valeur  A,  et  pour  ^  =  6  la  valeur  B. 

Existe-t-il  une  intégrale  de  Péquation  (4)  prenant  les  mêmes 
valeurs  initiale  et  finale,  et  très  peu  différente  de  la  précédente, 
si  a  est  lui-même  très  voisin  de  zéro  ? 

Au  lieu  de  (4),  nous  considérons  le  système  de  deux  équations 
du  premier  ordre 

Pour  [ji=:=o,  ce  système  admet  une  intégrale  (y-, y)  continue 
de  a  à  6,  et  prenant  pour  ^  =:  a  les  valeurs 

^  =  A,     y=A', 

en  désignant  par  A'  la  valeur  initiale  de^.  Pour  jx  voisin  de  zéro, 
nous  aurons  une  intégrale  de  (5)  continue  de  a  à  6  telle  que  Ton 

ait,  pour  x  =  a, 

7  =  A,       y  =  7'o, 

pourvu  que  y'^  soit  suffisamment  voisin  de  A'.  Cette  intégrale  y 
sera  une  fonction 

y(^»  f^»  y'o  )» 

développable  suivant  les  puissances  de  [x  et  j^^ —  A'.  L'équation 

(6)  r(^»K,yo)-B  =  o 

S'annule  pour  jx  =  o,  y'^  =  A'.  Diverses  circonstances  pourront  se 
présenter.  Il  arrivera,  en  général,  que  cette  relation  sera  vérifiée 
pour  une  suite  continue  de  valeurs  de  y'^  et  de  p.  voisines  respecti- 
vement de  A'  et  de  zéro,  et  que  y'^  sera  une  fonction  holomorphe 
de  [x  dans  le  voisinage  de  [x=  o  :  l'équation  (4)  aura  alors  une 
intégrale  prenant  en  a  et  6  les  valeurs  A  et  B,  et  qui  sera  une 
fonction  holomorphe  de  [x  dans  le  voisinage  de  [x  ==  o. 

Les  conclusions  précédentes  peuvent  cesser  d'être  exactes.  Il 
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peut  arriver  que  la  relation  (6),  considérée  comme  représentant 
une  courbe  lieu  de  points  (}«•,  J^o),  ait  le  point  [ji  =  o,  y^z=z  A! 
comme  point  isolé,  auquel  cas  il  n'y  aurait  pas  d^intégrale  réelle 
satisfaisant  aux  conditions  initiale  et  finale  pour  p.  ^  o. 

Il  peut  encore  arriver  que  le  prem-ier  membre  de  Téquation  (6) 
contienne  [x  en  facteur,  le  second  facteur  ne  s'annulant  pas  dans  le 
voisinage  de  [x  =  o,  y^  =  A!.  Dans  ce  cas,  Téquation 


=  /(-^^,g^o) 


dx* 


sera  telle  que  toute  intégrale  passant  par  le  point  (a,  A)  pas- 
sera par  le  point  (6,  B).  Cette  circonstance  peut  se  présenter. 
Les  équations  linéaires  dont  nous  avons  fait  Fétude  dans  un  Cha- 
pitre précédent  nous  en  offrent  un  exemple.  Soit  ki  une  constante 
telle  que  Téquation 

ait  une  intégrale,  non  nulle  identiquement,  s^annulant  pour  j:  =  a 
et  pour  X  =  b.  Toute  intégrale  de  cette  équation,  s'annulant  pour 
j:  =  a,  s'annule  pour  x  =  b  :  c'est  la  circonstance  dont  nous  par- 
lions ci-dessus.  L'équation 

n'admet  pas,  pour  ^  suffisamment  petit  mais  diff^érent  de  zéro, 
d'intégrale  s'annulant  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b, 

6.  Les  cas  d'exception  que  nous  venons  d'indiquer  ne  se  ren- 
contreront pas,  si  la  méthode  des  approximations  successives 
(Chap.  V,  §  8)  est  applicable,  pour  l'équation 


d^r 


dx^ 
à  l'intégrale  qui  nous  occupe. 


=/(^.^,  ^'  t^)' 


Nous  supposons  que,  [x  étant  dans  le  voisinage  de  zéro,  les 
diverses  hypothèses  nécessaires  pour  l'application  de  la  méthode 
des  approximations  successives  soient  vérifiées  {loc,  cit.).  On  aura 


i 
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alors  FiDtégrale  cherchée  sous  forme  de  série  dont  chaque  terme 
est  une  fonction  analytique  de  [x,  et,  en  raisonnant  comme  plus 
haut,  on  voit  que  l'intégrale  elle-même  est  une  fonction  holo- 
morphe  de  [x  dans  le  voisinage  de  [x  r=  o. 

II.  —  Des  solutions  périodiques  des  équations  différentielles 
ordinaires  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire ,  d'après 
M.  Poincaré  {}), 

7.  Considérons  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

-j^  =  X/(a7i,  arj,  . . .,  a:„,  t)        (1  =  1,2,  . . .,  /i), 

et  supposons  que  les  X  soient  des  fonctions  périodiques  du  temps  t 
avec  la  période  co.  Si  l'on  a,  pour  une  telle  équation,  une  solution 

continue  de  /  =  o  à  /  =  to,  et  telle  que 

<P,(0)  =  ç,((d),  ...,  <pi»(0)=  <pn(w), 

cette  solution  sera  manifestement  périodique,  car  on  se  retrou- 
vera identiquement  dans  les  mêmes  conditions  à  l'époque  co  qu'à 
l'époque  o. 

Nous  allons  supposer  que  dans  les  équations  précédentes  figure 
un  certain  paramètre  [jl.  Supposons  que,  pour  p.  =  o,  on  ait  re- 
connu Texistence  d'une  solution  périodique  ;  nous  voulons  cher- 
cher si  le  système  aura  des  solutions  périodiques  pour  les  petites 
valeurs  de  [x.  Écrivons  donc  les  équations 

(7)  -j^  =  X/(a:i,ar,,  ...,a?,i, /,  \l) 

avec  le  .paramètre  [x,  où  les  X  sont  périodiques  par  rapport  à  t. 
Pour  |x  =  o,  nous  avons,  par  hypothèse,  la  solution  périodique 

et  les  conditions  admises  dans  la  démonstration  du  théorème  géné- 
ral du  §  4  sont  supposées  vérifiées. 

Ceci  posé,  d'après  le  théorème  du  §  4,  les  intégrales  du  sys- 

™     ■        '  "         ■       *  ^—^^^^^^^.^^m—^m^        ■■■  ■■■■-II.  ^  ■  ■  ■■  >mmm  m^m^^^m^m 

(•)  H.  Poincaré,  Les  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste  (l.  I,  p.  79 
et  soiv.). 
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tème,  prenant  respectivement,  pour  <  =  o,  les  valeurs 

<p/(o)-{-ar9         (t  =  i,2,  ...,/»)» 

sont  continues  de  ^  =  o  à  /  =  tj,  si  |  ^?  |  et  |  p.  |  sont  suffisamment 
petits,  et  ces  intégrales  peuvent  être  développées  en  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  croissantes  de 

^l>      ^J>      •••»      -^n      €t      {X. 

Représentons  cette  solution  par 
et  écrivons  les  n  équations 
Ces  équations  sont  vérifiées  pour 
puisque  alors  les  équations  (8)  se  réduisent  à 

relation  vérifiée,  puisque  ^i{t)  admet  la  période  tj. 

Nous  concluons  de  là  que,  en  général,  les  équations  (8)  au- 
ront, pour  [JL  assez  petit,  une  solution  où  les  or^  seront  voisins  de 
zéro. 

Il  y  aura  donc^  en  général,  une  solution  périodique  pour  jx 
suffisamment  petit. 

8.  Nous  sommes  resté,  au  paragraphe  précédent,  dans  les  gêné- 
ralités.  Diverses  circonstances  particulières  peuvent  se  présenter 
pour  les  équations  (8).  Le  cas  général,  où  Fexistence  de  la  solu- 
tion périodique  cherchée  sera  certaine,  est  celui  où  le  détermi- 
nant fonctionnel  par  rapport  à 

.*'l,        ^t1         •  •  ••>        <*/! 

des  premiers  membres  des  équations  (8)  sera  différent  de  zéro 
pour  a:J  =  jrj  =  . . .  =  ^y,  =  [ji  =  o.  Sera-t-il  possible  de  faire 
cette  constatation?  Pour  abréger  l'écriture,  supposons  pour  un 
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moment,  comme  il  est  permis  au  mo^^en  d'un  changement  linéaire 
de  fonctions,  que  ^i(t)  soit  identiquement  nul.  Notre  système  (7) 
prendrait  alors  la  forme 

— —  =  anXi-^  aiiXi-+- ...-+-  ain^n-i-  o/[H-. . .         (I  =  I,  9.,  ....  n), 

les  a  et  6  étant  des  fonctions  périodiques  de  t  a  la  période  o>.  Les 
intégrales  de  cette  équation,  prenant  les  valeurs  x^  pour  /  =  o, 
sont  développables,  comme  nous  le  savons,  suivant  les  puissances 
de  xj,  . . . ,  a:®  et  [jl;  nous  pouvons  écrire 

les  A  et  B  étant  des  fonctions  de  ^,  et  Ton  a  évidemment 

A  a  (o)  =  I ,        A/;fc  (o)  =  o,        Bi  (o)  =  o. 

En  substituant  les  Xi  dans  les  équations  ci-dessus,  on  aura,  en 
égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  jr^,  . . .,  ^^, 
un  système  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  pé- 
riodiques déterminant,  avec  les  conditions  initiales  ci-dessus,  les 
fonctions  A. 

Si  Ton  peut  intégrer  ce  système  d'équations  donnant  les  A,  on 
obtiendra  immédiatement  les  coefficients  de  x^^,  . .  ,^  x^^  dans  les 
premiers  membres  des  équations  (8),  et  il  sera  possible  alors  de 
former  le  déterminant  de  ces  coefficients.  S'il  n'est  pas  nul,  on 
sera  assuré  de  l'existence  de  solutions  périodiques. 

9.  Nous  avons  seulement  supposé,  au  paragraphe  précédent,  que 
l'on  connaissait,  pour  p.  =  o,  une  solution  périodique  du  système 
d^équations  proposées  (cette  solution  était  Xt^^X2=^"*^=Xn  =  o), 
Nous  venons  de  voir  que  la  formation  du  déterminant  jouant  un 
rôle  important  dans  la  discussion  des  équations  (8)  exigeait  une 
intégration  préalable  d'équations  linéaires. 

On  se  trouvera  dans  des  circonstances  plus  favorables,  si  l'on 
suppose  que  Von  sache  intégrer  complètement  le  système  des 
équations  {'j) pour  p. ---  o.  On  pourra  alors  reconnaître  immédia- 
tement si  le  déterminant  fonctionnel  qui  nous  occupe  est  différent 
de  zéro.  On  aura,  en  effet,  explicitement  par  hypothèse  les  fonc- 
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lions 

Donc,  dans  les  premiers  membres  des  équations  (8)  développées 
suivant  les  puissances  de  j:J,  xj,  . . . ,  ^,2  et  [x,  on  aura  les  coeffi- 
cients des  premières  puissances  de  x\^  x\^  . . . ,  rrj. 

10.  Quelques  remarques  importantes  sont  à  faire  sur  le  sys- 
tème des  équations  (8).  Supposons  que  les  équations  (7)  admet- 
tent une  intégrale  première 

F(a'i,  Xi^  . . . ,  Xnt  t,  fx)  =  const., 

dont  le  premier  membre  soit  une  fonction  périodique  de  /,  admet- 
tant la  période  o).  Nous  désignerons  la  fonction  F  par  F[j?/,  t'\. 
sans  mettre  [x  en  évidence,  et  en  n'écrivant  qu^une  des  lettres  x: 
nous  écrirons  aussi,  à  la  place  de//(^,  ^J,  ...,^J,|x),  simple- 
ment/"/(<). 

Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas,  les  équations  (8)  ne  sont 
pas,  en  général,  distinctes.  On  aura,  en  effet, 

F[//(o),  o]  =  F[/,(a,),  0)]  =  Ft/,(co),  o]. 

Considérons  donc  Féquation 

(9)  F[/,(o),o]-F[/,(cu),o]  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  développable  suivant 
les  puissances  de 

/•(w)  -Mo). 

Supposons  que  Ton  ait 

ôF 

pour  |JL  =  o,  t  =  o,  j:,=  Çi(o);  le  coefficient  de  /«(w) — /m(o) 
dans  le  développement  du  premier  membre  de  (9)  ne  sera  pas  nul 
pour  [jL,  o:^,  ...,  x^  suffisamment  petits,  et  il  est  clair  alors  que  les 
n  —  I  équations 

//((o.arî,  ...jX%y  |i)— //(o,a7Î,  . . .,  arj,  |x)  -^  o        (t  =^  2,  . . .,  n  — 1), 
qui  sont  les  n  —  i»*"««  premières  équations  du  sjrstème  (8)  entrai- 
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Dent,  d'après  la  relation  (9),  la  n**™*  équation 

Les  n  équations  (8)  ne  sont  donc  pas  distinctes,  comme  nous 
voulions  rétablir. 

Nous  avons  supposé  que  -r —  n'était  pas  nul;  si  cette  dérivée 

était  nulle,  onprendrait  une  autre  des  dérivées  du  premier  ordre, 
et  il  n'j  aurait  que  dans  le  cas  où  Ton  aurait 

dF  _  dF  _       _  àF  _ 
dx\       âXf  dxa 

pour  ix  =  o,  /  =  o,  jr/---ç/(o),  que  la  conclusion  précédente  de- 
viendrait douteuse. 

Soit,  comme  tout  à  l'heure,  -r —  p^  o  ;  il  y  aura  alors  une  inGnité 

de  solutions  périodiques  de  période  co  pour  chaque  valeur  de  [x 
(suffisamment petite).  On  supprimera  la  dernière  des  équations  (8) 
et  l'on  pourra  la  remplacer  par 

F(a:i,  a-j,  . . . ,  Xtt't  tf  fi)  —  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  prendra  peu  différente  de 

F[<p,(o),  ...,(p„(o),o,o]. 

Pour  une  valeur  donnée  à  C,  il  n'y  aura  plus,  en  général, 
qu'une  solution  périodique  correspondante  ;  elle  sera  déterminée 
par  les  /i  —  i  premières  des  équations  (8)  et  l'équation  F  =  C,  où 
l'on  remplacera  /  par  zéro,  et  qui  alors  s'écrira 

F[//(o),o,|x]  =  C. 

Si  on  laisse  C  arbitraire,  on  aura  une  infinité  de  solutions  pé- 
riodiques dépendant  d'une  constante  arbitraire. 

Si,  au  lieu  d'une  intégrale  uniforme,  on  en  avait  deux, 

F  (a?!,  Xiy  ....  Xny  t)  =  const., 
*(^i>  iPî>  •  •  'i^ni  t)  =  const., 

on  voit  immédiatement,  par  des  raisonnements  analogues,  que 
les  n  équations  (8)  se  réduisent  k  n  —  2,  si  tous  les  déterminants 
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foDclionnels 

ne  s'annulent  pas  pour  ix  =  o,  t  =  o,Xi=  ?i(o). 

11.  On  a  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  fonctions  X|, 
X2)  . . . ,  X;,  dépendent  du  temps  /.  11  est  important  d'examiner  le 
cas  où  t  n'entre  pas  dans  les  équations.  Tout  à  l'heure,  la  période 
était  nécessairement  déterminée  :  c'était  la  période  co  de  ^  dans 
les  X.  Maintenant,  au  contraire,  la  période  pourra  être  quel- 
conque. D'autre  part,  si  les  équations  admettent  une  solution  pé- 
riodique, elles  en  admettront  une  infinité;  d'une  solution  on  en 
déduit,  en  effet,  une  autre  en  changeant  t  en  t  -i-  h,  h  étant  une 
constante  arbitraire.  Il  ne  peut  donc  pas  arriver,  dans  le  cas  ac- 
tuel, que  les  équations  (8)  déterminent  une  seule  solution  pério- 
dique. 

Ces  remarques  faites,  écrivons  le  système  d'équations 

^^^^  dt   =  X'(^i»^«»  •••»^«»  [^)        (*  =  ï,a, n), 

et  supposons  qu'on  ait,  pour  [x  =  o,  la  solution  périodique  de  pé- 
riode 0) 

Ici  les  f  seront  des  fonctions  analytiques  de  ^;  si  donc,  pour  le 
système  (10),  nous  désignons,  comme  plus  haut,  par 

la  valeur  de  xi  pour  ^  ^rr  o,  nous  sommes  assuré  que  la  valeur 

de  Xi  pour  /  =:=  w  4-  x  sera  une  fonction  holomorphe  de 

^1»    *^i>     •••>     *^rt>     [1    et    T 

pour  des  petites  valeurs  de  ces  grandeurs.  Si  nous  écrivons  alors 
les  équations 

(II)    //((0  4-T,  37?,  ...,a7j,  |i)  -//(o,a:î,...,a7«,  |X)  :^  O       (t^  1,2,  ...,/i), 
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nous   aurons  n  équations  analogues  aux  équations  (8),  et  ces 
équations  seront  vérifiées  pour 

puisque  alors  les  équations  (i  i)  se  réduisent  à 

<p/((0)  — <p/(o)=  o. 

Les  équations  (i  i)  renferment  n  -H  i  inconnues  x\y  xj,  .  .  ;,  :rJJ 
et  T,  tandis  que  les  équations  (8)  ne  renfermaient  que  n  incon- 
nues et  correspondaient  à  t--  o.  Or  ici,  si  l'on  faisait  t  =  o,  on 
aurait  des  équations  dont  le  déterminant  fonctionnel  par  rap- 
port à  x*,  . . .,  a:J  serait  certainement  nul,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut  sur  la  multiplicité  nécessaire  des  solutions  pé- 
riodiques, quand  elles  existent.  Au  contraire,  en  se  donnant  arbi- 
trairement un  des  x^  soit  par  exemple  x^^  =  o,  les  équations  (i  i) 
détermineront,  en  général, 

en  fonction  holomorphe  de  [x. 

Nous  pouvons  encore  faire  une  remarque  relativement  au  cas 
où  il  y  aurait,  pour  le  système  (lo),  une  intégrale  première 


F(a7|,  Xfy  ....  x„j  [L)  —  const. 

On  verra,  en  raisonnant  comme  au  §  10,  que  les  équations  (i  i) 

dF 

OXn 


dF 

ne  sont  pas  distinctes,  et  l'on  peut,  si  - —  n'est  pas  nulle  pour 


pi  =  o,  Xi  :=  f  i(o),  considérer  le  système 

F=C,    //(a)-f-T,arî,...,a7X,[x)— /,(o,ar;,...,xS,fi)  =  o    (t  =  i,2,  ...,/i  — i), 

C  étant  une  constante  peu  différente  de 

F[?l(0),  ?î(0) ,0n(0),0]. 

Dans  l'équation  F  =  C,  on  a  remplacé  xi  par 

fi{o,x\,x\ x%,\l). 

Au  lieu  de  remplacer  les  équations  (ii)  par  le  système  qui  vient 
d*étre  indiqué,  on  peut  encore  le  remplacer  par  le  suivant,  en  fai- 
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sant  toujours  a?"  =  o  et  en  faisant,  de  plus,  t  =  o, 

//((o,  arj,  a?5,  ...,  ar»,  |x)  — //(o,  a??,  arj, ...,  x%,  fx)  =  o      (*  =  i,  a,  -..,  n  — i  ), 

qui  détermineront  ^,,  a;^,  . . .,  ^®_,.  D'où  se  lire  la  conséquence 
importante  que,  dans  le  cas  où  il  y  a  une  intégrale  première, 
on  pourra  trouver  généralement,  pour  |x  petit,  une  solution  pério- 
dique ayant  la  période  co,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  en  général,  quand 
les  équations  ne  renferment  pas  le  temps. 

là.  Nous  avons  établi,  dans  des  cas  généraux,  sous  la  condition 
qu'un  certain  déterminant  fonctionnel  ne  soit  pas  nul,  l'existence 
de  solution  périodique.  Terminons  ces  généralités  en  montrant 
quelles  opérations  on  devra  faire  pour  calculer  ces  intégrales. 
C'est  une  question  à  laquelle  nous  avons  indirectement  touché 
au  §  8.  Reprenons  le  système  tel  que  nous  l'avions  écrit  dans  ce 
paragraphe 

dxi  , 

les  coefficients  de  ces  développements  étant  des  fonctions  de  i  de 
période  to. 

Nous  avons,  pour  p.  =  o,  la  solution  périodique 

a?!  zj:  a7j  = . . .  =  Xn  =  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  y  aura,  en  général,  une  solu- 
tion périodique  pour  [x  suffisamment  petit.  Cette  solution  peut 
être  développée  suivant  les  puissances  de  [x.  Écrivons  donc 

Xi  =  Xii  [1  ■+■  Xii  [1*  -4- ...  : 

les  coefficients  des  diverses  puissances  de  [x  doivent  être  des  fonc- 
tions périodiques  de  t  avec  la  période  co.  Nous  aurons  d'abord, 
pour  déterminer  les  Xi^ ,  les  équations 

Peut-on  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour 
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des  fonctions  périodiques  de  t.  On  voit  qu'il  en  sera  certaine- 
ment ainsi  en  général,  et  précisément  quand  un  déterminant,  qui 
n*est  autre  que  celui  que  nous  avions  à  considérer  au  §  8,  ne  sera 
pas  nul.  Les  coefGcients  des  diverses  puissances  de  [x  dans  les  xi 
se  calculent  de  proche  en  proche  sans  qu^on  soit  jamais  arrêté, 
si  on  ne  Ta  pas  été  au  début,  et  l'on  aura  ainsi  la  solution  pério- 
dique cherchée  dont  l'existence  a  été  antérieurement  démontrée. 

13.  Remarquons,  en  terminant,  que  les  considérations  précé- 
denles  trouveront  leur  application  dans  un  cas  un  peu  plus  com- 
pliqué. Écrivons  les/>  -h  ^  équations 

I  -^  =  Y/(ar,,arj,  .  • . ,  a?p,^i,^î,  •    -^7)         (*  =  i,?.,    ",q)j 

OÙ  nous  supposons  que  les  X  et  Y  soient  des  fonctions  périodi- 
ques des  j^  admettant  la  période  27:,  c'est-à  dire  ne  changeant  pas 
quand  on  change  yi  en  yi+  2tc.  On  pourra  appeler  solution  pé- 
riodique  de  cette  équation  avec  la  période  co  une  solution 

yt—^ii^t)        (i=  1,2,  ...,<7), 
satisfaisant  aux  conditions 

cp/(/~a>)^ç/(0, 

les  ki  étant  des  entiers.  Il  est  clair,  d'après  la  forme  des  équations 
différentielles  (12),  qu'une  solution  sera  périodique,  si  l'on  a 

La  théorie  développée  dans  les  paragraphes  précédents  pourra 
encore  s'appliquer  aux  équations  (12)  et  à  leurs  solutions  périodi- 
ques. On  formera  les  équations  analogues  aux  équations  (i  1)  ;  les  9 
dernières  d'entre  elles  auront  seulement,  dans  le  second  membre 
aAri-re,  les  entiers  A*,- correspondant  à  la  solution  périodique  initiale 
des  équations  pour  [x  =  o. 
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m.  —  Application  au  problème  des  trois  corps. 

14.  Une  des  plus  importantes  applications  que  M.  Poincaré  ait 
faite  des  généralités  qui  précèdent  est  relative  au  problème  des 
trois  corps.  Prenons  trois  points,  Mo,  M|,  M3,  de  masse  /n^,  mi, 
m2  ;  nous  allons  considérer  les  deux  dernières  comme  petites,  et 
nous  poserons 

ai  et  a2  étant  des  constantes  fixes.  Concevons  que  Ton  ait  écrit 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  ces  trois  points  s'at- 
tirant  suivant  la  loi  de  Newton.  Que  deviendra  ce  système,  si  Ton 
y  fait  [JL  =  o?  Si  (Ço)  ^o>  ^0)  désignent  les  coordonnées  du  point  Mo 
par  rapport  à  des  axes  fixes,  les  équations  du  mouvement  du 
point  Mq  se  réduiront  évidemment  à 

■57«-=^'        -5^^=^'        -5Ï^=^' 
et  l'on  aura,  pour  le  point  M|  (Ç| ,  t^i  ,  2^|  ), 

-dit-  --flT—Fr         (n-MoM,} 

et  les  deux  équations  analogues, /désignant  le  coefficient  d'attrac- 
tion. On  aura  de  même,  pour  le  point  M2, 

Une  solution  du  problème  des  trois  corps,  pour  jx  =  o,  sera 
donc  obtenue  en  prenant  le  point  Mq  fixe,  les  deux  autres  points 
se  mouvant  séparément  autour  de  Mo  suivant  les  lois  de  Kepler. 
Ce  cas  particulier  se  ramène  donc  au  problème  des  deux  corps. 
Si  les  temps  de  révolution  de  Mi  et  de  M2  autour  de  Mo  sont  com> 
mensurables  entre  eux,  il  est  clair  qu'au  bout  d'un  certain  temps 
tout  le  système  se  retrouvera  dans  sa  situation  initiale. 

Le  problème  des  trois  corps,  pour  [ji  =:  o,  admettra  donc  des 
solutions  périodiques. 

En  restant  toujours  dans  le  même  cas  ([x  ==  o),  le  problème  des 
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^^^vs  corps  admet  d'autres  solutions  que  Ton  doit  aussi  regarder 
^^txinie  périodiques.  Bornons-nous  au  cas  où  les  trois  points  res- 
^^ent  dans  un  même  plan.  Le  point  M^,  restant  toujours  fixe, 
apportons  le  mouvement  des  deux  autres  points  à  deux    axes 
tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  M^,  Nous  allons 
voir  immédiatement  qu'il  peut  arriver  que  les  mouvements  de  M| 
et  M2  par  rapport  à  ces  axes  soient  périodiques.  Au  bout  d'un 
temps  égal  à  la  période,  les  trois  corps  se  trouveront  dans  la  même 
position  relative,  c'est-à-dire  que  leurs  distances  respectives  au- 
ront repris  la  même  valeur.  Nous  devons  regarder  un  tel  mouve- 
ment comme  périodique.  Imaginons  par  exemple  que,  pour/  =  o, 
les  trois  points  soient  sur  une  ligne  droite  D  ;  on  peut  donner  à  M| 
et  Mj  des  vitesses  initiales  telles  que  M|  et  M2  décrivent  des  cir- 
conférences autour  de  M©,  et  désignons  par  n  et  n!  les  vitesses  an- 
gulaires des  droites  MqMi  et  M0M2.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 
n'>  n\  au  bout  du  temps 

7? 7»^ 

n  —  n 

les  angles  faits  par  MqMi  et  Mo  Ma  avec  la  droite  initiale  D  sont 
respectivement 


—, 9  —, 9 

n  —  n  n  —  n 


et  leur  différence  est  égale  à  211,  c'est-à-dire  qu'au  bout  du  temps 

—5-^ —  les  trois  corps  se  trouvent  de  nouveau  en  ligne  droite,  ayant 

repris  la  même  position  relative  les  uns  à  l'égard  des  autres.  Si 
donc  on  rapporte  le  système  à  des  axes  mobiles  tournant  d'un 
mouvement  uniforme  avec  la  vitesse  angulaire  n,  les  coordonnées 
de  M|  et  M3  par  rapport  à  ces  axes  mobiles  seront  des  fonctions 


'ITZ 


périodiques  du  temps  de  période  - , 

15.  Nous  voulons  maintenant  rechercher  s'il  y  a  une  solution 
périodique  pour  de  petites  valeurs  de  |jl.  Nous  allons  d'abord 
écrire  les  équations  du  mouvement,  telles  qu'elles  sont  classiques 
en  Mécanique  céleste,  des  points  M|  et  M2  autour  de  Mq.  Faisons 
donc  d'abord  passer  par  ce  point  deux  axes  rectangulaires  de  direc- 
tions fixes  (nous  nous  bornons  au  plan),  nous  aurons,  en  dési- 


(S) 
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gnant  par  {^i,yi)  et  (j?2î>^2)  l^s  coordonnées  de  M|  et  Mj  par 
rapport  à  ces  axes,  les  équations  différentielles  où  nous  faisons  le 
coefficient  d'attraction  /  égal  à  Tunité 

/  d^Xi  Xi  Xi  Xf         I     dV 

al*  r}  r\  r|        /ni  âxi 

d^Yi  Y\  Y\  Yt  I     d\}' 

-^-h/no^  -f-/n,  ^  -+-mj^=  —  — -, 

d^x*  Xf  x\  Xt         I    <^U' 

— =— -  -h  /no  -;  -H  /ni  —  -i-  /nj  —  =  —  v—  > 

1   -^rf,,    -^'^o^  -H /ni  ;t  -'^«Tj  -  ^-  ^y- 

Dans  ces  équations,  que  j'emprunte  au  Traité  de  Mécanique 
céleste  de  M.  Tisserand  (t.  I,  p.  72),  ri  et  r^  désignent  les  dis- 
tances de  M|  et  M2  à  Mq,  et  Ton  a 

_  /n|/ni 

en  appelant  r^^  la  distance  M|  M2. 

Je  rappelle  encore  que  le  système  (S)  admet  deux  intégrales 
premières,  celle  des  aires  et  celle  des  forces  vives.  J'écris  ces  deux 
intégrales 


(i3) 


/      dY%  dxi\  I      dY\  dxt\ 

^   m-rl^'"-'*) — dt (r>-y*)—at — J  =ir. 

Y  étant  la  constante  arbitraire, 

■^     /no^LV^^  dt  )        \dt  rff/J"" 

16.  Les  équations  différentielles  classiques  que  nous  venous 
d'écrire  ne  sont  pas  celles  dont  nous  devons  nous  servir.  Il  faut  les 
transformer  en  rapportant  le  mouvement  à  des  axes  M^Ç,  MoT^, 


I 
J 
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animés  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  M^  avec 
la  vitesse  angulaire  /t.  On  pourrait  se  servir  des  formules  de  trans- 
formation de  coordonnées 

y  =  ^  smnt-T-ri  cos  nt, 

pour  transformer  le  système  S.  On  arrivera  bien  plus  rapidement 
au  système  d'équations  difTérentielles  relatif  à  ^  et  7|,  en  appli- 
quant la  théorie  des  mouvements  relatifs.  Les  équations  cher- 
chées seront  les  équations  (S),  où  nous  remplacerons  (^4,^1)  et 
(jc^ï^a)  respectivement  par  ($4,711)  et  ($2,712)  coordonnées  deM| 
et  M2  par  rapport  aux  axes  mobiles  Mo$,  Mo7|,  pourvu  que  nous 
ajoutions  aux  seconds  membres  les  projections  de  l'accélération 
centrifuge  et  de  l'accélération  centrifuge  composée.  Ces  projec- 
tions seront,  d'une  manière  générale,  pour  la  première. 


et,  pour  la  seconde, 


n*Ç,    n^T), 


Nous  aurons  donc  un  système  (S)  qui  ne  sera  pas  autre  chose 
que  le  système  (S)  où  Ton  aura  remplacé  les  (:r,  y^  par  (Ç,  t^),  el 
où  Ton  aura  ajouté  respectivement  dans  les  seconds  membres  des 
deux  premières 

dix 

et  de  même  pour  la  troisième  et  la  quatrième,  l'indice  deux  rem- 
plaçant l'indice  un.  Le  système  (S)  admettra  deux  intégrales  pre- 
mières. En  substituant  à  la  place  de  x  ely  leurs  valeurs  en  (Ç)  el 
(r,)  dans  les  équations  (i3)  et  (i4)j  on  obtiendra  ces  deux  inté- 
grales premières  el  il  est  à  remarquer  que  le  temps  n'y  figurera 
pas  explicitement.  De  plus,  en  remplaçant  m^  et  ma  par  ai  a  et  0.2  [x, 
la  quantité  |a  se  trouvera  en  facteur  dans  le  premier  membre  des 
intégrales;  on  pourra  la  supprimer  en  modifiant  les  constantes 

h  et  Y- 

Nous  aurons  donc  le  système  (S)  avec  ses  deux  intégrales  pre- 
mières. 

P.  —  III.  12 
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On  a,  en  définitive,  huit  équations  du  premier  ordre,  en 

$4»   ^ll'   5l»   Ml   i\j  "^'ii   Çj»   T^/j* 

en  posant 

dt  ~^''        Tt  -^'''         ~dt~^^'        Ht-^*' 

^application  de  la  théorie  générale  exposée  dans  la  Section 

précédente,  pour  le  cas  où  la  période  serait    ,  ^     >  nous  conduira 

à  huit  équations  que  nous  aurions  maintenant  à  discuter.  Ces 
équations  se  réduisent  à  six  puisquMl  y  a  deux  intégrales  pre- 
mières. Écrivons  les  premiers  membres  de  ces  intégrales  premières 
en  y  faisant  u.  =  o  (on  a  préalablement  divisé  par  |jl,  comme  nous 
l'avons  dit  plus  haut);  on  aura 

•■(«■*r-'''§)—<ii+"'i*-(i-^-'4')*'-«'-'i>' 

Prenons  le  déterniinant  fonctionnel  de  ces  deux  expressions  par 
rapport  à  V^  et  tj^.  Il  se  réduit  à 

Or,  nous  prenons  comme  positions  initiales,  dans  le  mouvement 
correspondant  à  (jl  =  o,  deux  positions  de  M|  et  Mj  sur  l'axe  des  Ç 
qui,  pour  ^  =  o,  coïncide,  comme  nous  pouvons  le  supposer, 
avec  Ox.  Les  vitesses  initiales  sont  perpendiculaires  à  Moi,  et  l'on 
a  évidemment  au  temps  ^  =  o 

>;'i  =  o»        t/,  =  (n'-  /i)5j. 

On  a,  par  suite,  pour  l'expression  ci-dessus. 

Quant  à  /i  et  n',  ils  sont  déterminés  en  fonctions  de  ^i  et  Çj  par 
les  relations  qui  se  tirent  de  suite  de  la  comparaison  des  deux 
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expressions  de  la  forme 

n*5f  =  /no,         «'*Ç|=mo. 

Les  valeurs  initiales  de  MqMi  et  M0M2  étant  arbitraires,  on  n'a 
pas  n  =  /i'.  Le  déterminant  fonctionnel  de^  deux  intégrales  pre- 
mières par  rapport  à  7\^  et  V2  n'est  donc  pas  nul.  Nous  pouvons 
donc,  des  huit  équations  que  nous  avons  à  écrire,  supprimer  celles 
qui  sont  obtenues  en  écrivant  que  les  valeurs  de  7;'^  et  r{^  ne  sont 

pas  égales  pour  ^  =  o  et  pour  t  =    , (§  10).  Il  resterait  donc 

six  équations  à  discuter;  c'est  une  étude  qui  ne  présente  pas, 
après  ce  qui  précède,  de  véritable  difficulté.  Nous  ne  la  ferons  pas 
ici,  car  nous  serions  ainsi  entraîné  à  d'assez  longs  calculs.  Énon- 
çons seulement  le  résultat  :  On  est  assuré  de  pouvoir  toujours 
résoudre  les  six  équations  dont  nous  venons  de  parler  par  rapport 
à  six  des  huit  inconnues 

(V{\  tO     yO     tO     yO     t'O    *'0     t'O    y.'0 

'•"/  Çiî 'M»  Çj> 'ia»  SI  » 'Il  >  Çj  > 'il 

qui  y  figurent  et  qui,  conformément  à  nos  notations  précédentes, 
représentent  les  accroissements  que  l'on  doit  donner  aux  valeurs 
des  lettres  correspondantes,  relatives  à  /  =  o  et  ù  la  solution  pério- 
dique choisie  pour  jjl  =  o,  pour  avoir  les  valeurs  initiales  relatives 
à  /  =  o  de  la  solution  que  l'on  cherche.  Il  faut  toutefois  que  l'on 
n'ait  pas  72  =  —  n'  et  que  n  ne  soit  pas  multiple  de  n! —  n. 

Il  existe  donc^pour  le  problème  des  trois  corps,  [jl  étant  petit, 
une  infinité  de  solutions  périodiques.  Celte  infinité  dépendra  de 
quatre  arbitraires,  car  deux  des  inconnues  de  la  suite  (H)  ont  des 
valeurs  arbitraires  (petites)  et  les  distances  initiales  de  M|  et  de 
M2  à  Mo  peuvent  être  prises  arbitrairement  (*). 

IV.  —  Sur  une  autre  catégorie  de  solutions  périodiques. 

17.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  d'une  question  pré- 
sentant une  grande  analogie  avec  celle  qui  a  été  étudiée  dans  la 


(*)  On  trouvera  dans  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré  (les  Nouvelles  Méthodes  de 
Mécanique  céleste^  t.  I,  p.  gS  et  suiv.  )  une  étude  complète  de  diverses  solutions 
périodiques  du  problème  des  trois  corps. 
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Seclion  II,  mais  où,  toutefois,  des  circonstances  assez  différentes 
vont  se  présenter. 

Prenons  le  système  d'équations  différentielles 

^^^  ~dl  "    ^'         "dt   ~    ^'        ""        lâf  ~    "' 

où  les  X  dépendent  de  Xt,  ^2?  •  •  •)  «^/i  et  d'un  paramètre  [jl;  de 
plus,  les  X  s'annulent  pour  x^=^  X2=^'  »  >=  Xn=  o^  quel  que 

soit  [JL. 

Le  système  admet  alors,  pour  solution  particulière,  la  solution 
où  tous  les  X  sont  identiquement  nuls.  Nous  allons  chercher  s'il 
existe  des  solutions  ayant  une  période  co,  différant  fort  peu  de 
zéro  quand  [jl  est  très  petit,  et  se  réduisant  à  zéro  pour  jji  r=  o. 

Nous  désignons  toujours  par  :rj,  ^rj,  . . . ,  a:^  les  valeurs  initiales 
de  x^ ,  X2j  . . . ,  x,f  Nous  aurons 

les  fi  sont  des  fonctions  holomorphes  de  a:",  a:J,  . .  .,  j:J  et  s'an- 
nulent, quels  que  soient  [jl  et  ^,  pour  x^^  =  x?^  = . , .  =  x^=  o. 
Il  faut  discuter  les  équations 

(16)  //(co,  a:},  ...,arX,fi)— //(o,a?;,  . . .,  rp»,  fi)  =0        (i  =  i,  2,  . . . ,  n) 

si  l'on  veut  chercher  les  intégrales  ayant  la  période  eu.  On  voit 
immédiatement  que  nous  sommes  dans  des  circonstances  diffé- 
rentes de  celles  que  nous  avions  précédemment,  car  les  équations 
précédentes  sont  vérifiées,  quel  que  soit  [Ji,  pour  xj  = . . .  =  :rj  =  o. 
Étudions  le  déterminant  fonctionnel  des  premiers  membres  des 
équations  (16)  par  rapport  à  ^rj,  . . .,  orj  et  calculons  sa  valeur 
pour 

Cherchons,  à  cet  effet,  ce  que  deviennent  les  équations  (16) 
quand  on  fait,  dans  les  équations  (i5),  p.  =  o  et  que  l'on  réduit 
les  X  à  leurs  termes  du  premier  degré  en  x^^x^'^  . . .,  Xn*  Dans 
ces  conditions,  les  équations  (i5)  se  réduisent  aux  équations 
linéaires 

(17)  -^  =  a/ia7i-ha/,ar,-j-...-ha/„Xrt        (i  =rz  1,2,  ...,n); 
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^^^  équations  (16)  deviennenl  alors  des  équations  exprimant  que 
*^  solution  de  (17)  répondant  aux  valeurs  initiales  ;rj,  ^J,  . . . ,  ^^ 
^si  périodique  et  de  période  co.  Or,  considérons  Téquation 

ail  —  ^    ^it  •  •  •     ^in 

€iji  ûtjj  -^  A      ...      CZ]/1 


~  o. 


On  sait  que  les  racines  de  cette  équation  en  X  font  connaître  les 
intégrales  du  système  (17);  supposons-les  distinctes  et  désignons- 
les  parX|,  Xa,  . . .,  X^.  En  écrivant  que  (17)  admet  une  solution 
périodique,  nous  aurons  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes  en  a:J,  ^J,  . . . ,  a:",  et  leur  déterminant  est  le  détermi- 
nant que  nous  cherchons.  Or  (17)  ne  peut  admettre  de  solutions 
périodiques  que  si  Ton  a  pour  un  des  X,  soit  X/, 

X/(o  =  aA-Tct    (k  entier), 
car  une  expression  de  la  forme 

où  les  a  sont  des  constantes,  ne  peut  admettre  la  période  o)  que  si 
l'un  de  ces  termes  admet  cette  période.  Le  déterminant  cherché  ne 

s'annulera  donc  que  si  un  des  X  est  de  la  forme :  il  est  donc 

égal  à 

comme  on  le  verrait  encore,  par  un  calcul  facile,  en  réduisant  par 
un  changement  linéaire  de  variables  les  équations  (17)  à  une 
forme  canonique  où  la  première  équation  ne  dépendrait  que  de  Xt , 
la  seconde  de  a?^,  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  posé,  si  A  est  différent  de  zéro^  les  équations  (16)  qui 
sont  vérifiées  pour  a:J  = . . .  =  ^^  =  o,  quel  que  soit  [x,  admettront 
cette  solution  comme  solution  simple  et,  par  suite,  nous  ne  trou- 
vons pas  de  solution  périodique  voisine  de  zéro  si  ce  n'est  la  solu- 
tion évidente  où  tous  les  x  sont  identiquement  nuls.  En  d'autres 
termes,  pour  avoir  une  solution  nouvelle,  il  faut  nécessairement 

que  Ci)  soit  de  la  forme 

^kizi 
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Xi  étant  une  des  racines  de  Téquation  en  X.  Comme  co  doit  être 
réel,  on  remarquera  que  X|  ne  doit  pas  contenir  de  partie  réelle, 
et  comme  les  racines  de  l'équation  en  X  sont  deux  à  deux  conju- 
guées, il  en  résulte  que  deux  facteurs  de  A  seront  nuls  quand  A 
sera  nul. 

18.  Nous  allons  donc  supposer  que  o)  soit  de  la  forme  qui  vient 
d'être  indiquée;  cherchons  alors  s'il  y  aura  des  solutions  pério- 
diques de  période  co.  Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  où 
la  discussion  sera  plus  simple.  Les  équations  (17)  se  réduisent 

alors  à 

idar  , 

-^  =  ex  -T-  ay, 
dt  -^ 

L'équation  en  X  est  ici 

X* —  (a  -h  rf)X  -4-  ad —  hc  =  o, 

et,  pour  pouvoir  trouver  une  période  réelle  w,  il  faut  que 

a^-rf=o,        ad — 6c  >o. 

Désignons  par  ae  et  —  at  les  racines  de  l'équation  précédente, 

nous  pouvons  prendre 

27: 

(0  =  —  • 
a 

Les  équations  (18)  auront  alors  toutes  leurs  solutions  pério- 
diques et,  par  suite,  les  équations  en  Xo  et  j'o,  obtenues  en  écrivant 
que  les  solutions  prenant  pour  ^  =  0  les  valeurs  ^oCt^o  sont 
périodiques,  seront  identiquement  vérifiées.  C'est  là  un  point  très 
important,  car,  si  nous  prenons  maintenant  les  équations 

(^9)  /i(w,  370, 70,  K.)  — /i(o,  a?o,  70,  l^)  =  o        (i  =  I,  a), 

nous  voyons  que,  pour  [Jl  =  o,  ces  équations  ne  renferment  pas  de 
termes  du  premier  degré  en  x^  et  j^o-  Les  équations  précédentes 
pourront  donc  s'écrire 

(   fi(aTo-4- p  j^o) -+-...  =  0, 
(  fi(a  aro-i-P7o)-i-..-=o, 
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les  t^ermes  non  écrils  étant  de  degré  supérieur  au  premier  en  Xq 
et  .>^o-  Les  coefficients  a,  a',  p,  P'  sont  des  fonctions  de  [jl  et,  en 
gérk^Tdlj  ap' —  p'a  ne  s'annulera  pas  pour  jji  rr:  o. 

Oxi  aura  à  discuter  les  solutions  communes  aux  équations  (20) 
en  -sc^  et  jtq.  Celles-ci,  en  y  regardant  Xq  et^o  comme  des  coordon- 
nées   courantes,    peuvent  être  considérées   comme  représentant 
de t:^ recourbes.  Pour  [l  différent  de  zéro,  ces  deux  courbes  ont  un 
poÎMi  t  simple  de  rencontre  à  l'origine  ;  pour  y.  nul,  les  deux  courbes 
ont   jdIus  d'un  point  commun  à  l'origine.  Il  en  résulte  que,  pour  y. 
très      petit,  les  deux  courbes  auront  au  moins  un  point  commun 
très     Toisin  de  l'origine.  Mais  ici  une  remarque  très  importante  est 
i  fa  ire;  si  les  équations  (20)  ont  une  solution  différente  de  zéro, 
ell^^  auront  une  infinité  de  solutions  formant  une  suite  continue, 
car^      les  équations  différentielles  ne  renfermant  pas  t  explicite- 
inc:Kfct,  il  y  aura  une  infinité  de  solutions  périodiques  s'il  y  en  a 
uï*^     (en  dehors  de  x=y  =  o).  Il  en  résulte  que,  en  réalité,  les 
(^o^^x*bes(2o)  ont,  pour  y.  petit,  une  petite  courbe  fermée  commune 
^e^t^nt  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  représentant  la  solution 
péx'iodique  sur  le  plan  (x©,  yo)]  cette  petile  courbe  diminue  de 
plus  en  plus  à  mesure  que  (jl  tend  vers  zéro.  Il  est  clair  qu'il  fau- 
^T^l  une  discussion  plus  approfondie  pour  décider  la  question  de 
la  réalité;  il  n'y  a  là  toutefois  aucune  difficulté  essentielle,  car  on 
peut  calculer,  comme  nous  l'avons  vu,  autant  de  termes  que  l'on 
vent  dans  les  équations  (20)  et,  par  suite,  la  discussion  complète 
pourra  toujours  être  faite  dans  chaque  cas  particulier. 

19.  Après  avoir  étudié  le  cas  de  deux  équations,  il  est  aisé  de  se 
rendre  compte  de  ce  qui  arrivera  dans  le  cas  général.  En  écrivant 
que  les  équations  (17)  ont  une  solution  périodique  de  période  o) 

(  ci>  étant  égal  à  v^)>  on  devra  obtenir  non  pas  seulement  une, 

mais  deux  solutions  périodiques  indépendantes^  qui  seront  en 

cos  -^-  etsin  -      :  ces  deux  équations  se  réduiront  donc  k  n  —  2 

eu  0)  * 

équations  et,  par  suite,  quand  on   fait  [Ji  =  o  dans  les  premiers 
membres  des  équations 

les  termes  du  premier  degré  en  j?",  .  . . ,  xJJ  se  réduisent  à  /i  —  2 
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expressions  linéaires  distinctes.  Les  équations  pourront  donc  être 
ramenées  à  la  forme 

a/iarj  H-,  ..-+-«/„  arj    -4-...  — o        («  =  i,  2,  . . ., /i  —  a), 
fJL(p/iJ:ÎH-...-hP/„arX)-4-...=  o        (^=1,2). 

les  a  et  les  ^  ne  s^annulant  pas,  en  général,  pour  ;jl  =:  o.  En  tirant 
des  n  —  a  premières  équations  n  —  2  des  quantités  x\^  x\y  . . .,  jrj 
en  fonction  des  deux  qui  restent  et  substituant  dans  les  deux  der- 
nières équations,  on  sera  ramené  au  cas  de  n  =  2,  que  nous  avons 
étudié  dans  le  paragraphe  précédent. 

âO.  On  peut  appliquer  le  même  genre  de  considérations  à  un 
système  d'équations  dans  lequel  ne  figurent  plus  de  paramètres 
arbitraires  (jl.  Soit 

-^  =  X/(aj'i,  Xi,  ,,  ,^Xn)        (t  =  1,2, n), 

les  X|  s'annulant  pour  X{^=x%=^. .  ,-=:^Xn=^o,  Wous  voulons  cher- 
cher les  solutions  périodiques  s'éloignant  peu  de  zéro.  Nous  com- 
mencerons par  répéter  ce  que  nous  avons  dit  au  §  17. 
£n  désignant  par 

a^/  =  //(^^î.^^  •••,^î)        (*  =  »>2,  ...,n), 

la  solution  correspondant  aux  valeurs  initiales  x\^x\^  . .  . ,  j;J, 
nous  avons  les  équations 

pour  les  intégrales  ayant  la  période  w.  Si  Ton  considère  encore 
Téquation  en  X  du  §  17,  on  voit  que,  si  cj  ne  satisfait  pas  aux 
conditions  indiquées  dans  ce  paragraphe,  la  solution 


X  \  — ^  ^^1  ~"^  •  •  •  —Xft  —  o 


sera  une  solution  simple  des  équations  précédentes.  En  désignant 
par  0)  une  quantité  satisfaisant  à  ces  conditions,  nous  allons  cher- 
cher s'il  y  a  une  solution  périodique  de  période  co  -f-  t,  t  étant 
une  quantité  petite.  Nous  avons  alors  les  équations 

//(tii-f-T.  arî,a7g,  *.,,x%)—fi(o,x\^xl, ^î)  =  0       («  =  1,  ^,  . . ., /»). 
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Raisonnant  comme  au  §  19,  nous  voyons  que,  dans  ces  équa- 
tions, les  termes  du  premier  degré  en  x%  ûc^^  .  . . ,  a:*  se  réduisent 
à  /i  —  2  expressions  linéaires  distinctes  ;  la  quantité  t  joue  ici  le 
même  rôle  que  jouait  ci-dessus  la  quantité  [jl. 


V.  —  Des  solutions  asymptotiques  de  certaines  équations 

différentielles. 

21.  Considérons  le  système  d'équations  différentielles 
<ai)  '  -^=X/       (t  =  i,2,  ...,/i), 

les  X,-  s'annulant  pour  a:i  =  arj  =  • .  •  =  ^«  =  o  et  ne  contenant 
pas  t  explicitement.  On  peut  supposer,  comme  nous  Pavons  vu 
précédemment,  que  dans  les  X  les  termes  du  premier  degré  se  ré- 
duisent respectivement  à  X|  ^i,  X2^2>  •  •  •  9  ^/i^/i- 

Il  y  a  des  cas  étendus  où  Ton  peut  trouver  certaines  solutions 
intéressantes  de  ce  système.  Faisons  d'abord  un  changemeut  de 
variable,  en  posant 

nous  aurons  alors  le  système 

ou 

Reportons-nous  maintenant  aux  §  11  et  12  du  Chapitre  l.  Sous 
les  conditions  indiquées  dans  ces  paragraphes,  nous  pourrons,  en 
posant 

développer  les  x  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  yif  y2i  • . .,  y^  Les  valeurs  des  dérivées  du  premier 

ordre 

dxi        dx%  dxy 

pour  ^4  ==^2  =  . .  .=j^v=  o,  restent  arbitraires.  En  désignant 
par  A|,  Aa,  . . .,  Av  les  valeurs  initiales  de  ces  dérivées,  les  déve- 
loppements précédents  procèdent,  en  réalité,  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de 
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Us  sont  convergents,  tant  que  ces  quantités  ont  des  modules  suf- 
fisamment petits.  Si  nous  revenons  aux  équations  (21),  nous  au- 
rons des  développements  des  x  procédant  suivant  les  puis- 
sances de 

Ces  développements  seront  convergents,  tant  que  ces  quantités 
auront  des  modules  assez  petits.  Si  l'on  veut  faire  croître  t  indéfi- 
niment, il  faudra  égaler  à  zéro  les  A  qui  correspondent  à  des  X 
dont  la  partie  réelle  est  positive.  En  prenant  les  autres  con- 
stantes A  assez  petites,  on  est  assuré  d'avoir  des  développements 
valables  de  ^  =  o  à  /  =  oo.  Il  est  clair  d'ailleurs  que,  si  l'on  prend 
seulement  des  X  ayant  leurs  parties  réelles  négatives,  les  points 
correspondant  à  ces  X  sont  du  même  côté  d'une  droite  passant  à 
l'origine,  et,  par  suite,  la  condition  i^  de  la  page  18  est  remplie. 

Les  solutions  précédentes  tendent  vers  zéro  quand  t  augmente 
indéfiniment  :  elles  sont  asymptotiques  à  la  solution 

a?i  = . . .  =  a?!,  =  o. 

î22.  Nous  allons  généraliser  le  théorème  qui  précède.  Au  lieu 
du  système  (îîi),  prenons  le  système 

dxi 

-j-  =  Xi{xiyXi,  .  ..,a7„,  t)        (t  =  I,  '2,  . ..,  /i), 

les  X  dépendant  de  t.  On  suppose  toujours  que  les  X  s'annulent 
pour  ^1  =  :r2  = . . .  =  ^w=  o,  quel  que  soit  t,  et,  de  plus,  les 
coefficients  des  diverses  puissances  des  x  dans  les  développements 
sont  des  /onctions  analytiques  périodiques  de  t  et  de  période  2*71. 
En  réduisant  les  X  à  leurs  parties  linéaires,  on  aura  un  système 
d'équations  linéaires 

dx  ' 

-— --  =  aiiXi-^.,,-hainOPn  (l  =  I,  2,  ...,  /l), 

les  a  étant  des  fonctions  périodiques  de  t.  L'intégrale  générale  de 
ce  système  est  de  la  forme 

> 

Xn=  A,e>'i'/„i-h...-+-  knC^ntf^^^ 
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lesy  étanl  des  fonctions  périodiques  (*).  Remarquons  que  le  dé- 
terminant des  coefficients  de  A|,  . . .,  A„  dans  ces  expressions  est 
une  fonction  de  t  essentiellement  différente  de  zéro.  En  faisant 
maintenant  le  changement  de  variable 


nous  avons,  pour  les  ^,  des  équations  de  même  forme,  mais  où  les 
termes  du  premier  degré  se  réduisent  respectivement  à 

puisque  $i,  étant  de  la  forme  Aie^i',  est  l'intégrale  générale  de 
Féquation 

et  de  même  pour  les  autres. 

23.  Nous  pouvons  donc  partir  des  équations 

dxk 


dt 


^\k^k-^"'        (A:  =  I,  2,  . . .,  n), 


les  X  étant  des  constantes,  et  les  coefficients  des  termes  de  degré 
supérieur  au  premier  dans  les  seconds  membres  étant  des  fonc- 
tions périodiques  de  t.  Posons  toujours  6  =:.  e',  nous  aurons  le  sys- 
tème 

Les  coefficients,  sauf  les  X,  sont  des  fonctions  périodiques  de  t 
ajant  211  pour  période;  ils  peuvent  donc  être  développés  en  séries 
trîgonométriques 


n  =  «  n  =  oo 


2a„«»"-+-2^»*"""      ('■=v/-i)- 


n  — 0  n=:l 


(')  Nous  nous  appuyons  sur  ce  résultat,  aujourd'hui  bien  classique  dans  la 
théorie  des  équations  linéaires ,  comme  nous  l'avons  d'ailleurs  déjà  fait  dans  ce 
Chapitre.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires  à  coefficients  périodiques. 
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Si  Ton  pose  e^^=  u  et  e~"=:  i^,  les  deux  séries 

seront  convergentes  dans  le  plan  des  variables  u  eiif  k  l'intérieur 
de  cercles  de  rayons  supérieurs  à  Funité;  ceci  est  une  consé- 
quence immédiate  de  ce  que  nous  supposons  analytiques  les 
fonctions  périodiques  de  t  et,  par  suite,  holomorphes  dans  le  plan 
de  la  variable  t  à  l'intérieur  d'une  bande  parallèle  à  l'axe  réel  et 
comprenant  cet  axe  à  son  intérieur.  Désignons  par  R  le  rayon  su- 
périeur à  r  unité  d'un  cercle  à  l'intérieur  duquel  convergent  les 
séries  (aS). 

Cherchons  si  nous  pouvons  trouver  des  solutions  x  du  sys- 
tème (22)  mises  sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de 

Nous  aurons  alors  le  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles, en  dissolvant  pour  un  moment,  comme  nous  l'avons  déjà 
fait  dans  des  occasions  semblables,  toute  relation  entre j'i,  ...,  j^y, 

u    et  Vy 

-      dXm  ^  dXf  .      ÔX*  .      dXm  .  dXm  *  . 

^    dx„       ^         dXn  >    Oxn       .  àxn       .  àx^      >        , 

les   (p   commençant   par  des    termes    du    second   degré  en   x% , 

On  peut,  à  l'aide  de  ces  équations,  calculer  des  développements 
des  X  suivant  les  puissances  de  yt^yz-  •  •  «î^v?  w,  i^,  en  supposant 
qu'ils  s'annulent  pour  ^|  =  j^j  =  •  •  •  =  J^v=  o,  et  que  les  coeffi- 
cients des  termes  du  premier  degré  en^^,  j^a,  . .  . ,  ^v  sont  des 
constantes  indépendantes  de  u  et  i^. 

Seules  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 

dx\       dx%  àxy 

pour  ^4  =^^2  =  . .  .=yv==  ^1  restent  arbitraires.  Le  coefficient 
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d'une  dérivée  d'une  quelconque  des  fonctions  x^  soit  d'une  ma- 
nière générale 


£^ />,-«-... +y»v+A*-t-/ 


dans  le  calcul  des  dérivées  successives  pour  les  valeurs  zéro  des 
variables,  est  égal  à 

O'aiUeurs,  d'après  la  forme  admise  pour  le  développement,  on  n'a 
à  considérer  dans  ces  calculs  que  des  dérivées  pour  lesquelles 
/?,  -f-.  .  .-r/>v  =  2. 

Nous  allons  faire  maintenant  des  hypothèses  parallèles  à  celles 
que  nous  avons  faites  (p.  i8  de  ce  volume).  Nous  aurons  seule- 
ment ici  à  considérer  les  v  -f-  a  points 

On  suppose  d'abord  que  les  expressions 

liPl  -f-  X,/?,  -T- . . .  -H  Xv/?v-4-  Y  *  —  Xa 

ne  peuvent  s'annuler,  les  p  étant  des  entiers  positifs  dont  la 
somme  est  égale  ou  supérieure  à  deux,  et  y  étant  un  entier  po- 
sitif ou  négatif. 

Nous  avons  encore  besoin,  pour  la  suite  de  la  démonstration, 
que  l'expression 

(25)  I  X,/?i-hXî/?j-t-..  .-+-Xv/?v-+- Y*  — ^A^l 

reste  supérieure  à  un  nombre  fixe.  Or  considérons  le  quotient 

^i/>i-H.  ..H-  Xv/?v-+-  Y* 

/?,-t-...-h/?v-+- lY  I 

11  représente  l'affixe  du  centre  de  gravité  des  masses/?!, /72 9  •••?  A'v 
et  I  yI  placées  aux  points  X|,  . . ,,  Xv  et  au  point  -t-  i  ou  au  point 
—  /,  suivant  que  y  est  positif  ou  négatif.  Si  donc  on  peut  entou- 
rer les  points  )h>  ^2?  . . . ,  Av  et  -f-  «  d'une  part,  et,  d'autre  part,  les 
points  )h,  ^2,  . . . ,  Xy  et  —  i  par  des  polygones  convexes  ne  com- 
prenant pas  Vorigine^  le  quotient  précédent  restera  supérieur  à 
un  nombre  fixe.  Or  on  a 

A|/>i-f-...-t-Xv/?v-+- Y*  —  Xa  _  Xi/?i-i-...-H  Xv/?v-+- Y*  _        ^A 

/?i-i-r.  .^/?v-^  !yi     ~"  /^i-+-----+-/'v-+-i  yI    /?!-*-•  --t'/^vH-iYi' 
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et,  comme  le  second  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro,  il 
est  clair  que  les  expressions  (aS),  qui  par  hypothèse  ne  peuvent 
s'annuler,  resteront  supérieures  à  un  nombre  fixe,  puisqu'elles 
sont  supérieures  au  produit  d'un  nombre  fixe  par  la  somme 
/?!  4- .  •  -i-/?v-l-  I  Y I*  Nous  désignerons  par  e  un  nombre  inférieur 
aux  expressions  (25). 

24.  Il  faut  maintenant  démontrer  la  convergence  des  séries  que 
nous  avons  déduites  des  équations  (24).  La  méthode  suivie  dans 
le  cas  où  u  et  V  ne  figurent  pas  dans  les  équations ,  c'est-à-dire  la 
démonstration  de  la  page  20  (Chap.  I),  ne  serait  pas  applicable  ici 
sans  quelques  longueurs.  Celle  dont  nous  allons  faire  usage,  beau- 
coup plus  rapide,  pourrait  d'ailleurs  être  employée  aussi  avec 
avantage  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  citer. 

Les  fonctions  o  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (24)  sont  des  fonctions  holomorphes  de  ^1,  ^2?  •  -  •>  •^n  au- 
tour des  origines  dans  les  plans  respectifs  de  ces  variables,  et  de  ti 
et  ç  dans  des  cercles  de  rajon  R(R^i).  Nous  pouvons  prendre 
comme  /onction  de  comparaison  pour  l'objet  que  nous  avons 
en  vue 

^'  —  M  _  M  ^*  "^  *  "  ^  *^'*^         '  ' 


Xi-*-  .  .  .-^Xn  a  I  U  V 

■ a y'-R-R 

Ceci  posé,  en  supposant  que  dans  les  équations  (24)  nous  pre- 
nions ï unité  comme  valeurs  initiales  de 

dxi        dxi  dx^ 

nous  remplacerons  le  système  (24)  par  le  système  d'équations 
finies 


(  -if)  ) 


cX«    =  'KXi,  Xj,  ...,Xfl,  a,  i>) 

qui  définissent   les   X   s'annulant  pour  j'i  =^2  =  .  .  .  =  jr^=:  o, 


£  Xv              £  )'v  -h  'i/  (  \  1 ,  \  , , 

.    ..,X„,     UyV), 

sXv+i—             V(Xi,Xî, 

» 
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comme  fonctions  holomorphes  de  j'i,  . .  .,  j^v  et  de  u  et  v.  On 
voit  immédiatement  que  les  coefficients  dans  les  développements 
des  X  donnés  par  ces  équations  sont  des  quantités  positives  supé- 
rieures aux  modules  des  termes  correspondants  dans  les  déve- 
loppements des  X  donnés  par  les  équations  (24).  Ceci  résulte  de 
rinégalité 

CJne  seule  chose  reste  à  considérer.  Quel  est  le  champ  de  conver- 
gence des  X  définies  par  les  équations  (26)  dans  le  plan  des  va- 
riables u  et  ç?  Il  est  essentiel  que  ce  champ  corresponde  à  un 
cercle  d'un  rayon  supérieur  à  l'unité  pour  pouvoir  faire  t  réel 
quand  nous  reviendrons  à  la  variable  t.  Pour  répondre  à  cette 
question,  il  suffira  de  considérer  Tunique  équation 


\=y-^r 


M'X»         I  I 


H— X  u  V 


en  prenant  pour  les  yi ,  ....  y v  leur  plus  grand  module  y  et 
faisant  tous  les  X  égaux  entre  eux;  M'  et  H  désignent  deux  con- 
staotes  positives.  La  discussion  de  cette  équation  du  second  degré 
est  immédiate;  elle  peut  s'écrire 

''•["■-(-r)(-s)]-''(-r)(-h)<^-"> 

'^■^"('"«)('~r)  =  °' 

la  quantité  sous  le  radical  se  réduit  à 

Si  donc  on  prend  y  suffisamment  petit,  on  pourra  prendre 
pour  champ  des  variables  u  el  v  deux  cercles  peu  différents  du 
cercle  de  rayon  R  et  par  conséquent  de  rayon  supérieur  à  l'unité. 

25.  Revenons  maintenant  à  la  variable  réelle  /.  Nous  avons  tiré 
des  équations  (24)  des  développements  ordonnés  suivani  les 
puissances  de 

les  coefficients  étant  eux-mêmes  des  fonctions  holomorphes  de  u 
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et  i',  et  les  A  représentant  des  constantes  arbitraires.  Or  on  a 

nous  avons,  par  suite,  des  intégrales  se  présentant  sous  la 
forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de 

(27)  Aie^i',     Aje^»',     ...,     AyC^*', 

les  coefficients  étant  des  fonctions  périodiques  de  t. 

Quant  à  la  convergence,  elle  est  assurée  tant  que  les  modules 
des  quantités  (27)  sont  suffisamment  petits.  On  peut  faire  à  ce 
sujet  les  mêmes  remarques  qu^au  §  21  et,  en  se  bornant  aux  X  dont 
la  partie  réelle  est  négative,  on  obtient  des  solutions  asympto- 
tiques  à  zéro  quand  i  tend  vers  4-  oo. 

Si,  au  lieu  de  supposer,  comme  au  §  22,  que,  dans  les  équations 

-j^  —  X/(a7i,a7i,  ..  .,x„,  r)        (1  =  I,  2,  ...,  n), 

les  X  s'annulent  pour  a?!  =. .  .  =  a:,,=  o,  on  supposait  que  ces 
équations  admettent  une  solution  périodique  Xi-=  ^i{t)y  on  serait 
ramené  au  cas  étudié  en  remplaçant  Xi  par  ^/H-o(^),  et  l'on 
obtiendrait  alors  des  solutions  asymptotiques  à  la  solution 
périodique  considérée  (*). 

26.  On  peut  étendre  la  démonstration  que  nous  venons  de 
donner  à  un  cas  plus  étendu  et  qui  se  rencontre  asse^  fréquem- 
ment. Reprenons  les  équations  du  §  23 

dx/c      ^ 

—    =AAar>tH-...         (A- =  I,  •>,,...,  n), 

les  \  étant  toujours  des  constantes,  mais  les  coefficients  des  puis- 
sances supérieures  des  x  étant  développés  suivant  les  cosinus  et 
sinus  des  multiples  de  o*  arguments 


(')  La  démonstration  de  l'existence  de  ces  solutions  est  due  à  M.  Poincaré 
{Les  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste^  t.  I,  p.  335).  On  comparera 
sa  démonstration  avec  celle  que  nous  donnons  dans  le  texte. 
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de  ^^lle  sorte  que  l'on  sera  dans  le  cas  étudié  plus  haut  si  (i  =  i. 
Posant  toujours  B  =  e',  nous  aurons  le  système 

Admettons  que  ces  coefficients,  dans  les  termes  de  dep'é  supé- 
rieur au  premier,  puissent  se  développer  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de 

ces  séries  étant  convergentes  à  l'intérieur  de  cercles,  d'un  rayon 
supérieur  à  un. 

Nous  chercherons  alors,  imitant  ce  qui  a  été  fait  plus  haut,  à 
satisfaire  aux  équations  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de 

jr,=e^.,   ...,  7v=eK   Mi=e»*'',   P,=e-K   ...,  u^=^^,   v^^^^^'. 

On  formera,  comme  au  §  23,  un  système  d'équations  aux  déri- 
vées partielles;  il  est  inutile  de  l'écrire.  Les  quantités  qui  seront 
les  coefficients  des  dérivées  dans  les  calculs  successifs  seront  ici 
les  expressions 

les  p  étant  des  entiers  positifs  et  les  y  des  entiers  positifs  ou 
négatifs. 

On  suppose  que  les  développements  des  j?  ne  renferment  pas  de 
termes  indépendants  des  y  et  que  les  valeurs  des  dérivées 

dyt^  dyt'  '"'  dy^ 

pourri  =^2=  . . .  =yv=  o  se  réduisent  à  des  constantes,  d'ail- 
leurs arbitraires,  indépendantes  des  u  et  v.  Nous  n'aurons  donc 
ici,  coimne  précédemment,  qu'à  considérer  dans  le  calcul  que  des 
dérivées  pour  lesquelles  la  somme />i  -i-. . .  -|-/?v  est  supérieure  ou 
égale  à  deux. 

Pour  la  démonstration  de  la  convergence,  nous  n'aurons  rien 
à  changer  à  la  marche  des  raisonnements.  Notre  attention  doit  se 
porter  seulement  sur  les  expressions  (^8);  la  démonstration  ne 
P.  —  III.  i3 
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peut  réussir  que    si   les    modules    des    expressions    (28)    pour 
^^  _l-  .  . .  _|_^^>2  restent  toujours  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 
Or  les  [JL  sont  des  nombres  réels,  et  posons 

A  s^  A I  —\—  £A|,  •••)  Ay  !^  Ay  —H  l  Ay  y 

la  partie  réelle,  dans  les  expressions  (28),  se  réduit  alors  à 

Si  donc  cette  expression  ne  peut  s'annuler,  les  p  étant  des  en- 
tiers positifs  remplissant  la  condition  indiquée,  et  si  les  V  sont 
tous  de  même  signe,  nous  sommes  assuré  que  les  modules  des 
expressions  (28)  restent  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 

Nous  avons  alors,  dans  ce  cas,  des  intégrales  se  présentant 
sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santés  de 

les  coefficients  étant  des  fonctions  de  t  développables  suivant 
les  cosinus  et  sinus  des  multiples  des  arguments  ^\t^  .  .  . ,  a^,/. 

Ainsi  se  trouve  généralisé  le  théorème  de  M.  Poincaré  relatif 
aux  solutions  asj'mptotiques. 

La  convergence  de  ces  séries  exige  naturellement  que  les  mo- 
dules des  quanlilcs  (1^9)  soient  suffisamment  petits.  Si  les  V  sont 
négatifs,  on  aura,  en  [)renant  les  constantes  arbitraires  A  assez 
petites,  des  développements  valables  de  /  =  o,  t  r^  -h  oc. 

27.  En  particulier,  si  v  =  n  et  que  tous  les  a'  soient  négatifs^ 
nous  aurons  une  intégrale  dépendant  de  n  constantes  arbitraires. 
Or,  pour  t  =  (),  on  a 

.rj,'  —  A/,  -f- . . .         f  X  =  I ,  '2,  . . . ,  /i). 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  en 
A|,  A2,  .  .  .,  A;i.  Si  donc  on  prend  les  valeurs  initiales  x\.  suffi- 
samment petites,  il  en  sera  de  même  des  A  et,  par  suite,  les  séries 
convergeront.  Nous  avons  donc,  avec  nos  développements,  toutes 
les  intégrales  répondant  à  des  valeurs  initiales  suffisamment 
petites. 
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Ces  intégrales  tendront  vers  zéro  quand  t  augmentera  indéfini- 
ment puisque  alors  les  exponentielles 

tendent  vers  zéro.  Ce  résultat,  qui  se  déduit  de  la  forme  analytique 
des  intégrales  peut  être  facilement  établi  a  priori,  et  non  pas  seu- 
lement pour  les  équations  précédentes  où  les  termes  sont  de 
forme  trigonométrique,  mais  dans  une  infinité  d'autres  cas;  c'est 
ce  que  nous  allons  montrer  en  terminant. 

28.   Pour  donner  au  théorème  toute  sa  généralité,  reprenons  un 
système  d'équations  du  premier  ordre 

dx  ' 
(  3o)  'dT  ^  X|(a'i,ar,,  . .  .^.x,,,  0        {i~  »>  2,  .  . .,  ai), 

OÙ  les  X  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  Xi 
jTj,  . . .,  Xfi]  ces  séries  ne  renferment  pas  de  termes  indépendants 
des  X,  et  chacun  de  leurs  coefficients  est  une  fonction  de  ^dont  la 
valeur  absolue  ne  dépasse  pas  une  limite  fixe  quand  t  varie  entre  o 
et  -î-ao.  Elles  sont  d'ailleurs  convergentes  quand  les  modules  des  x 
restent,  quel  que  soit  t  dans  l'intervalle  précédent,  inférieurs  à  un 
certain  nombre. 

Si  nous  prenons  seulement  dans  les  X  les  termes  de  premier 
degré,  nous  aurons  un  système  d'équations  linéaires 

dx  ' 
(2)  -j^  =  anXi-^-.  ..-^-a,„Xn        (*  =  i,  2,  . . .,  n). 

Nous  nous  plaçons  maintenant  dans  l'hypothèse  où   l'intégrale 
générale  du  système  (S)  serait  de  la  forme 

les  a  étant  des  constantes  dont  les  parties  réelles  sont  positives,  et 
les  y  des  fonctions  dont  le  module  est  inférieur  à  un  nombre  fixe. 
Supposons,  de  plus,  que  l'on  ait 

/(rtii-i-  an-h. .  .-¥-  a,i„)dl  =  —  (ai  -t-.  .  .H-  2,,  )/  -^  F(n, 

jF(/)|  restant,  quel  que  soit  t,  moindre  qu'une  quantité  déter- 
mioëe. 


M 


196  CHAPITRE   VllI. 

On  voil  alors  immédiatement  que,  si  Ton  fait  le  changement  de 
fonctions 

les  équations  différentielles  en  Ç  auront  respectivement  dans  leur 
second  membre  comme  terme  du  premier  degré 

les   cocfficienls   des  puissances   supérieures   ayant  des   modules 
moindres  qu'un  nombre  fixe. 

Imaginons  donc  que  nous  partions  des  équations 

dxi  . . 

-j-    =  — a/j-/      ...        (t  =- I,  2,  .. ., /i), 

les  a  étant  des  constantes  positives,  et  les  coefficients  des  puis- 
sances de  degré  supérieur  étant  des  fonctions  de  /,  qui  restent  en 
valeur  absolue  inférieures  à  un  nombre  fixe. 
Soient  ^0  une  valeur  positive  arbitraire  de  ^,  et 

••'ÎJ      **'J»       ....      <*■■  fl 

les  valeurs  des  x  pour  /  =  ^o»  O"  'Awxdi 

les  cp/  étant  des  fonctions  analytiques  de  j:J,  a:J,  .  .  . ,  arj  et  s'annu- 
lant  pour  x\—^.,,^-x\—o.  Les  termes  du  premier  degré  dans  çi 
s'obtiennent  en  réduisant  les  équations  à  la  partie  linéaire,  et,  par 

suite, 

Xi  --  arj  c-**'-'»'      ...         (  t  =  1 ,  2,  . . . ,  n  ), 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier.  Si  h 
désigne  une  quantité  positive  qui  va  rester  fixe,  on  aura,  en  dési- 
gnant par  x^  la  valeur  de  Xi  pour  t  =z  t^-}-  A, 

Ces  séries  seront  convergentes  pour  | x^  \  assez  petits;  quel  que 
soit  to^  ces  séries  en  xf  convergeront  dans  un  même  champ,  et 
Ton  peut  obtenir  des  développements  de  même  forme  dont  les 
coefficients  indépendants  de  t^  soient  des  nombres  positifs  supé- 
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rieurs  aux  modules  des  coefficients  correspondants  dans  les  déve- 
loppements précédents. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  l'on  parte  de  /  =--  o,  on  aura  la 
substitution  permettant  de  passer  de  la  valeur  des  x  pour  ^  =  o  à 
la  valeur  de  x  pour  t  -  h.  De  t  -=^  h  on  passera  à  /  =  2A,  et  ainsi 
de  suite.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  il  suffît  de  démontrer 
qu'une  substitution  de  la  forme 

OÙ  les  [Xi  sont  des  nombres  positifs  inférieurs  à  un,  répétée  un 
nombre  infini  de  fois,  donne  pour  limites  zéro,  si  les  valeurs  ini- 
tiales des  X  sont  assez  petites.  La  démonstration  est  immédiate. 
Soit  X  le  module  maximum  des  tx/;  on  peut  se  borner  au  cas  de  la 

seule  équation 

x'—\x -{-.,.       (o<X'^';i). 

Pour  X  suffisamment  petit,  on  a  évidemment 

x'  <chxy 

h  étant  compris  entre  A  et  ez/z.  Donc,  au  bout  de  n  transforma- 
tions successives,  la  valeur  de  x  sera  inférieure  à 

et  tendra,  par  suite,  vers  zéro  quand  n  augmentera  indéfiniment. 

Ainsi,  sous  les  hypothèses  faites,  toute  solution  du  système (io) 
correspondant  à  des  valeurs  initiales  assez  petites  tendra  vers 
zéro  quand  t  augmentera  indéjîniment.  Nous  établissons  ainsi, 
dans  des  cas  très  étendus,  Texistence  de  solutions  asymptotiques  à 
jji  = .  .  ,z=  Xn=^o  pour  un  système  d'équations  de  la  forme  indi- 
quée. 
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rieurs  aux  modules  des  coefficients  correspondants  dans  les  déve- 
loppements précédents. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  l'on  parte  de  ^  =  o,  on  aura  la 
substitution  permettant  de  passer  de  la  valeur  des  x  pour  ^  =  o  à 
la  valeur  de  x  pour  l  =  h.  De  ^  =  A  on  passera  à  /  =  -a  A,  et  ainsi 
de  suite.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  il  suffit  de  démontrer 
qu'une  substitution  de  la  forme 

OÙ  les  [JL|  sont  des  nombres  positifs  inférieurs  à  un,  répétée  un 
nombre  infini  de  fois,  donne  pour  limites  zéro,  si  les  valeurs  ini- 
liâtes  des  x  sont  assez  petites.  La  démonstration  est  immédiate. 
Soit  A  le  module  maximum  des  tx/;  on  peut  se  borner  au  cas  de  la 

seule  équation 

37'=  Xa"  H-. . .         (o  <  X  <  1). 

Pour  X  suffisamment  petit,  on  a  évidemment 

x'  <^hxy 

h  étant  compris  entre  X  et  un.  Donc,  au  bout  de  n  transforma- 
tions successives,  la  valeur  de  x  sera  inférieure  à 

h'*x, 

et  tendra,  par  suite,  vers  zéro  quand  n  augmentera  indéfiniment. 

Ainsi,  sous  les  hypothèses  faites,  toute  solution  du  système{i6) 
correspondant  à  des  valeurs  initiales  assez  petites  tendra  vers 
zéro  quand  t  augmentera  indéfiniment.  Nous  établissons  ainsi, 
dans  des  cas  très  étendus,  l'existence  de  solutions  asymptotiquos  à 
or,  = . . .  =  ^Tfl  =  o  pour  un  système  d'équations  de  la  forme  indi- 
quée. 


i>f« 
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rieurs  aux  modules  des  coefficients  correspondants  dans  les  déve- 
loppements précédents. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  l'on  parte  de  ^  =  o,  on  aura  la 
substitution  permettant  de  passer  de  la  valeur  des  x  pour  ^  =  o  à 
la  valeur  de  x  pour  ^  zi=  A.  De  ^  =  h  on  passera  à  ^  =  2  A,  et  ainsi 
de  suite.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  il  suffit  de  démontrer 
qu'une  substitution  de  la  forme 

Xi  =  ^iXi  H-  .  .  .  (  t  =  f ,  2,  .  .  . ,  /l  ), 

OÙ  les  [A|  sont  des  nombres  positifs  inférieurs  à  un,  répétée  un 
nombre  infini  de  fois,  donne  pour  limites  zéro,  si  les  valeurs  ini- 
tiales des  X  sont  assez  petites.  La  démonstration  est  immédiate. 
Soit  X  le  module  maximum  des  |jl/;  on  peut  se  borner  au  cas  de  la 

seule  équation 

X  =.\x  -\-, ,,        (o<X<i). 

Pour  X  suffisamment  petit,  on  a  évidemment 

x'  <C^hx^ 

h  étant  compris  entre  X  et  un.  Donc,  au  bout  de  n  transforma- 
tions successives,  la  valeur  de  x  sera  inférieure  à 

h'^x^ 

et  tendra,  par  suite,  vers  zéro  quand  n  augmentera  indéfiniment. 

Ainsi,  sous  les  hypothèses  faites,  toute  solution  du  système(3o) 
correspondant  à  des  valeurs  initiales  assez  petites  tendra  vers 
zéro  quand  t  augmentera  indéfiniment.  Nous  établissons  ainsi, 
dans  des  cas  très  étendus,  l'existence  de  solutions  asjmptotiquos  à 
OTi  = .  . .  =  ;r«  =  o  pour  un  système  d'équations  de  la  forme  indi- 
quée. 


■>••» 
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l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

(2)  u]  =CuV, 

Ui  et  U2  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x  et  y  dans  le  voisi- 
nage de  j:  =  o,  j^  =  o,  et  s'annulant  pour  ces  valeurs;  C  repré- 
sente la  constante  arbitraire. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que  toutes  les 
courbes  intégrales  se  rapprochant  suffisamment  de  l'origine 
passent  à  V origine.  Il  est  visible,  en  effet,  que  la  courbe  (2) 
passe  à  Torigine,  quelle  que  soit  la  constante  C. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  nœuds  les  points  singuliers 
de  la  catégorie  précédente.  Un  exemple  très  simple  d'un  nœud 
sera  fourni  par  Téquation 

dx        dy 
X    ~    y  "^ 

dont  l'intégrale  générale  est  j^  =  Cjr;  Torigine,  ici,  est  bien  un 
nœud. 

Dans  les  généralités  qui  précèdent,  nous  supposons  que  nous 
ne  sommes  pas  dans  le  cas  dont  il  est  parlé  ci-dessus  en  note,  où 

X  est  un  entier  positif  ou  Tin  verse  d'un  entier  positif.   Pour  ce 


cas  particulier  que  nous  avons  étudié  (page  3o);  pour  le  faire  Toir,  coosidérons 

le  système 

dx 

at 

dt  -^ 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  et  m  étaot  uo  entier 
positif.  En  posant 

y  ^.  or  (y- +-2-), 

on  ramène  ce  système  au  suivant  : 

dx 
ac 

dy' 
t-~-  —  {m  —  i)y'-ha'x-h...  ; 

c'est  un  système  de  la  même  forme,  où  m  est  remplacé  par  m—i;  on  poarra 
donCf  en  opérant  de  proche  en  proche,  être  ramené  au  cas  où  m  =  1,  qui  a  été 
étudié  à  la  page  3o. 
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cas  particulier,  il  suffit,  comme  nous  venons  de  le  dire,  de  se 
borner  à  m  =  i ,  et  de  considérer  les  équations  de  la  page  3i 

t  —r  =  ^-h  . . . 
at 

dv 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  développer  ^  et  j^  suivant  les  puis- 
sances de  t  et  ^log^.  Les  équations  (3)  en  u  et  v  de  la  page  32 
ne  changeant  pas  quand  on  remplace  u  et  v  par  cm  et  av^,  a  étant 
une  constante  arbitraire,  nous  pouvons  considérer  que  x  el  y  sont 
développées  suivant  les  puissances  de 

•xt    et    arlog/, 
et  Ton  aura 

f  et/j  étant  holomorphes  en  x  et  y  et  s'annulant  pour  x  =y  =  o. 
On  en  déduit 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  prend  la  forme 

Air,  Y) 

On  discutera  immédiatement  cette  courbe  en  posant 
on  a 

ces  courbes  passent  à  l'origine,  quel  que  soit  a,  et  j  ont  pour 
tangente  l'axe  des  y . 

4.  Les  racines  de  l'équation  (i)  restant  toujours  réelles,  sup- 
posons-les maintenant  de  signes  contraires.  Les  théorèmes  géné- 
raux ne  nous  donnent  plus  l'intégrale  générale.  Nous  connaissons 
seulement  (Chap.  II,   p.  28)  deux,  courbes  intégrales  passant  à 


I 
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l'origine,  et  les  coefficients  angulaires  (voir  loc,  cit.)  des  tan- 
gentes à  Torigine  pour  ces  deux  courbes  sont  données  par  Téqua- 
tion  du  second  degré  en  t 

(3)  a' -h  b't  —  t(a  ■+■  bt)  =  o, 

dont  les  racines  sont  réelles  en  même  temps  que  celles  de  Téqua- 
tion  (i). 

Ces  deux  courbes  intégrales  sont  les  seules  qui  passent  à 
V origine  ou  qui  s^en  rapprochent  indéfiniment.  Nous  ne  pou- 
vons, pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  renvoyer  au  Cha- 
pitre II,  car  il  y  a  là  un  point  que  nous  avons  laissé  en  suspens 
(roiVpage  3o).  Il  sera  aisé  de  suppléer  à  cette  lacune,  en  consi- 
dérant seulement,  comme  nous  devons  le  faire  ici,  les  courbes 
réelles.  Il  suffira  d'ailleurs  de  montrer,  d'après  le  théorème  établi 
(Chap.  II,  p.  3o),  que  la  courbe  a  une  tangente  déterminée. 

Remarquons  d'abord  que,  les  deux  courbes  intégrales  ayant 
leurs  tangentes  distinctes  et  des  points  simples  à  l'origine,  on  peut 
faire  un  changement  de  variables  tel  que  les  axes  des  x  et  des  j^ 
soient  les  intégrales  dont  nous  venons  de  parler.  L'équation  diffé- 
rentielle aura  nécessairement  alors  la  forme 

dr  dy 

a7(Xi-f-...;  ""^(Xj-i-...)' 

les  termes  non  écrits,  qui  sont  des  séries  entières  en  x  et  en  j', 
étant  au  moins  du  premier  degré  en  x  cly. 

Il  est  évident  d'abord  que,  dans  la  région  autour  de  l'origine, 
où  les  séries  qui  sont  aux  dénominateurs  convergent,  une  courbe 
intégrale  ne  peut  rencontrer  l'axe  des  x  ou  l'axe  des  y.  Si,  en 
effet,  une  intégrale  rencontre  l'axe  des  y  au  point  (x  =  o^y  ^  o), 
elle  sera  tangente  en  ce  point  avec  l'axe  des  j^  et  devra,  par  suite, 
coïncider  avec  lui.  Ceci  posé,  envisageons  une  courbe  intégrale 
passant  à  l'origine  ou  s'en  rapprochant  indéfiniment,  et  distincte 
de  Ox  et  Oy,  Nous  pouvons  supposer  que,  depuis  un  certain 
point  P,  elle  est  dans  le  premier  quadrant  (angle  xOy).  Suivons 
la  courbe  depuis  le  point  Po  jusqu'à  Torigine;  si  P  désigne  le 
point  mobile  de  la  courbe,  le  rayon  vecteur  OP  tourne  toujours 
dans  le  même  sens  autour  de  l'origine  O,  car  autrement,  pour  la 
position  du  point  P  correspondant  à  ce  changement  de  sens,  la 
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oîte  OP  serait  tangente  en  P  à  la  courbe,  et  l'on  aurait  pour  les 
coordonnées  de  ce  point — '-  =  -^,  et,  par  suite, 


y 
I 


— > 

•  •  • 


égalité  impossible,  puisque  X|  est  différent  de  Xa. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  OP  marche  dans  le  sens 
de  Ox  vers  Oy\  quand  P  tendra  vers  l'origine,  OP  aura  néces- 
sairement une  limite,  puisque  la  direction  OP  marche  toujours 
dans  le  même  sens  et  ne  peut  dépasser  Oy^  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut.  Il  est  donc  établi  que  la  courbe  intégrale 
considérée  a  une  tangente  à  V origine  et  nous  sommes  alors 
assuré  qu'il  n'y  a  que  deux  courbes  intégrales  passant  par  le  point 
singulier  considéré. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  cols  les  points  singuliers  qui 
viennent  d'élre  étudiés,  par  lesquels  passent  seulement  deux 
courbes  intégrales. 

L'exemple  suivant  va  nous  donner,  suivant  les  cas,  des  cols  ou 
des  nœuds.  Soit  la  surface  d'un  terrain  représentée  par  l'équation 

le  plan  des  xy  étant  horizontal.  L'équation  différentielle  des  lignes 
déplus  grande  pente,  c'est-à-dire  des  lignes  dont  la  tangente  est 
en  chaque  point  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  ligne  de  niveau 
(^  =  constante)  passant  par  ce  point,  est  évidemment 

dx         dy 


dx  dy 

les  points  singuliers  de  cette  équation  sont  donnés  par  les  valeurs 
de  X  et  y,  pour  lesquelles 

dx        dy         ' 

ils  correspondent  donc  aux  points  de  la  surface  où  le  plan  tangent 
est  horizontal.  En  prenant  un  tel  point  pour  origine,  nous  avons 

z  =  ax^  ■+■  ibxy  -*-  cy^  -t-  . . . 
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et,  par  suite,  Téqualion  différentielle  devient 

flx  cl  y 


(IX  -i-  by  -+-...        hx  -r  cy  -i-  .  . . 

L'équation  en  X  est  ici 

X'  —  (  «  -h  c  )  X  -h  ac  —  ^*  =  o. 

Les  racines  sont  réelles  ;  leur  rapport  sera  positif  si  b^  —  ac  <^  o, 
et  alors  l'origine  est  un  fond  ou  un  sommet  de  la  surface,  et  toutes 
les  lignes  de  plus  grande  pente  passent  par  ce  point,  qui  est  un 
nœud  pour  l'équation  différentielle.  Si,  au  contraire,  b^  —  ac>  o, 
le  rapport  des  racines  est  négatif  et  alors  l'origine  est  un  col  pour 
la  surface,  au  point  de  vue  topographique;  cette  dénomination 
correspond  à  celle  que  nous  adoptons  pour  le  même  point  rela- 
tivement à  l'équation  différentielle.  Il  n'y  a  que  deux  lignes  de 
plus  grande  pente  passant  par  un  col,  d'après  le  théorème  général 
établi  ci-dessus. 

5.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (i)  ait  ses  racines  ima- 
ginaires :  Xi  et  A2  sont  alors  imaginaires.  Il  ne  peut  y  avoir  une 
courbe  intégrale  passante  l'origine  avec  une  tangente  déterminée, 

puisque  l'équation  (3)  en  /,  donnant  les  limites  de  -»  a  ses  racines 

imaginaires,  mais  la  considération  de  l'intégrale  va  nous  conduire 
à  lin  résultat  important. 

Pour  passer  de  l'équation  proposée  à  la  forme  canonique,  il 
faut  faire  un  changement  de  variables  imaginaires 

x'  ^%x-^^y, 

/rrryX-r     ly\ 

a  et  Y  d'une  part,  ^ct  8  d'autre  part,  sont  imaginaires  conjuguées. 

Nous  pouvons  ici,  à  moins  que  ^  ne  soit  réel  et  négatif,  nous  ser- 
vir  de  l'intégrale  générale  (2) 

-T^  =  const.; 


«5. 


les  fonctions  holomorphes  «i  et  u-i  en  x  et  j'  sont  imaginaires 
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conjuguées,  et  nous  pouvons  poser 

"1=/-+-  t?,  iit=/—i^, 

y  et  o  étant  des  séries  réelles  en  x  et^' s'annulant  pour  x  =i  o, 
j^  =  o,  et  le  déterminant  fonctionnel  de  /et  ^  ne  s'annulant  pas 
pourx  z=  o,  j'  =  o.  En  posant  de  plus 

\^  —  p  —  qi^  }i  =  p  -{-  qi^ 

nous  aurons  Tintégrale  générale  sous  la  forme 

y-^ r-i- :  —  COnSl. 

ou  encore 

(/?  -H  qi)  Iog(/-^  io)  —  {p-  qi)  log(/-  /<p)  =  consl.; 

en  prenant  pour  les  deux  logarithmes  des  déterminations  imagi- 
naires conjuguées,  la  constante  sera  de  la  forme  Ci,  G  étant  réel, 
et  la  courbe  précédente  sera  réelle  et  sera  une  spirale  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  V origine.  Pour  nous  en  rendre  bien 
comple,  étudions  la  transformée  de  cette  courbe  par  le  change- 
ment de  variables 

qui  donne  pour  x  eiy  des  fonctions  holomorphes  de  \  et  r,  dans 
le  voisinage  de  \  — -  o,  7^  =  o.  On  aura,  si  Ç  =  p  cos8,  vi  =  p  sin8, 

et,  par  suite, 

•iq  logp  -h  2/>0  =  C, 

et  en6n 

p  =  Ce    n  , 

C  étant  une  autre  constante.  La  transformée  est  donc  une  spirale 
logarithmique,  et,  par  suite,  les  courbes  intégrales  que  nous  étu- 
dions sont  des  spirales  tournant  indéfiniment  autour  de  Torigine, 
qui  est  pour  elles  un  point  asymptote.  Nous  avons  donc  une  infi- 
nité d'intégrales  ayant  à  l'origine  un  point  asymptote;  ce  point 
singulier  sera  dit  un  foyer.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les 
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courbes  intégrales,  se  rapprochant  suffisamment  de  l*origine, 
auront  ce  point  pour  asymptote. 

Je  rappelle  que  nous  avons  supposé  que  A  n^est  pas  réel  et  Dé- 

galif,  ce  qui  ne  peut  avoir  Heu  que  si  />  =  o  et  alors  ^  = —  i,  cas 

particulier  que  nous  étudierons  à  la  Section  II. 
Prenons  comme  exemple  Téquation  difTérentielle 

djr  dv 


En  faisant  la  réduction  à  la  forme  canonique,  on  trouve  que 
Ton  doit  poser 

x'  =  x-^iy,        y^x^iy; 

Téquation  diOTérentielle  devient 

/         v  ^>''      ,  x  dx' 

ou 

(  I  -7-  *')  \o^y'  —  (  I  —  *')  logx'  =  const., 

et,  par  suite,  si  Ton  pose 

T  =  rcos8,         v  =  rsin6, 

rintégralc  générale  est  la  spirale  logarithmique 

r  =  CA 

6.  Nous  venons  dVtudier  les  points  singuliers  d'une  équation 
différent ielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  que  Ton  peut 
appeler  généraux  y  c'est-à-dire  les  points  singuliers  qai  ne  sup- 
posent aucune  relation  particulière  A^égalité  entre  les  coefficients 
de  IVquatiou. 

Ces  points  sinijuliors  sont  les  nœuds^  les  cols  et  les  foyers. 
Bien  d'autres  points  singuliers  peuvent  se  présenter,  mais  ils 
correspondent  «\  des  relations  particulières:  nous  allons  en  voir 
un  exemple  dans  la  Section  II  de  ce  Chapitre. 

l^n  rt*mari|uera  que  nous  n'avons  supposé  en  rien  dans  les  pa- 
rasrraphes  préeèdents  que  X  et  Y  lussent  des  polynômes  en  j?  et^; 
ils  peuvent  être  des  séries  ordonnées  sui\~ant  les  puissances  crois- 
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santés  de  x  et^,  convergentes  pour  des  valeurs  absolues  suffisam- 
ment petites  de  ces  variables. 

Les  dénominations  de  nœud,  col  ç^X.  foyer  sont  empruntées  aux 
Mémoires  (*)  de  M.  Poincaré  Sur  les  courbes  définies  par  les  équa- 
tions différentielles.  Nous  avons  complété  un  point  qui,  malgré 
son  importance,  était  resté  sans  démonstration,  à  savoir  que  par 
\in  col  ne  passent  que  deux  courbes  intégrales  (§4). 

II.  —  Étude  d'un  point  singulier  spécial;  des  centres. 

7.  Dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre,  nous  avons  étudié 
les  points  singuliers  généraux  des  équations  du  premier  ordre  et 
du  premier  degré.  Ces  cas  généraux  sont  en  même  temps  les  plus 
simples,  mais  il  peut  se  présenter  des  cas  particuliers  correspon- 
dant à  des  relations  particulières  entre  les  coefficients  des  poly- 
nômes X  et  Y.  Il  ne  paraît  pas  possible  d'entreprendre  actuellement 
Tétude  de  tous  les  cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter;  nous 
allons  seulement,  pour  montrer  la  complication  de  cette  étude, 
étudier  avec  quelques  détails  un  cas  particulier  (^)  ne  présentant 
pas  un  caractère  trop  spécial. 

Reprenons  Féquation 

dx       dy 

X  et  Y  s'aiftiulant  pour  ar  =  o,  j'  =  o. 

A  Téquation  précédente  on  peut  associer  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

dx  dy 

et  il  est  tout  naturel  de  rechercher  si  Ton  peut  satisfaire  à  cetle 
équation  en  prenant  pour  F  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  j^.  Si  nous  désignons  par 

OLX  -+-  ^y        et        yar  -h  Zy^ 


(•)  H.  PoiNCARé,  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  différentielles 
{Journal  de  Liouville,  1881  et  1882). 

(•)  Consulter,  pour  Tétude  des  centres,  le  Mémoire  de  M.  Poincaré  {Journal 
de  Mathématiques,  4*  série,  t.  I,  p.  17a). 
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les  termes  du  premier  degré  en  x  et  en  y  dans  X  et  Y,  on  voit 
immédiatement  que  le  développement  de  F  ne  pourra  pas  commen- 
cer par  des  termes  du  premier  degré,  si  l'on  a 

ao  —  Py  7^  O' 

Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse  ;  le  développement  de   F 
commencera  par  des  termes  du  second  degré,  soit 

a  a:*  -f-  •>.  b  xy  -f-  r  r * 
et  Ton  devra  avoir 

{rLX  ->r^y ){ax  -^  by)  -'-  {-[T  -^r  oy){bx  —  cy)  =  o, 

OU 

/  aoL  -^  by  —  o, 

(  î)  '  a?  -i-6(a-.-o)  — cv  r^  o, 

(  b^-+-co  =  o; 

ces  équations  ne  seront  compatibles  que  si  l'on  a 


o  ; 


1 


I 


P       a  -t-  0      Y      —  o. 

o  ?  0  i 


Quand  cette  condition  est  remplie,  on  peut  obtenir  les  valeurs 
de  a,  by  c.  Nous  discuterons  aisément  la  condition  précédente,  en 
supposant  que  l'équation  ait  été  réduite  à  la  forme  canonique 
employée  dans  la  Section  précédente,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Y  —  o  ,         0  =  X*, 

X|  et  A2  étant  les  deux  racines  d'une  équation  en  X  déjà  bien  des 
fois  considérée.  La  condition  revient  alors  à 


Xl    -f-   À; 


O. 


Si  \s  et  X2  sont  réels,  le  rapport  —  sera  alors  égal  à  —  1 ,  et,  par 

suite,  le  point  sera  un  col.  Si  Xi  et  X2  sont  imaginaires,  on  se 
trouvera  dans  un  cas  nouveau  laissé  de  côté  au  §  o  de  ce  Chapitre  : 
cest  ce  que  nous  allons  étudier. 

Le  changement  de  variable  à  efTectuer  sur  x  et  j',  pour  passer 
de  l'équation  primitive  à  la  forme  canonique,  remplace  alors  x 
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et  y  par  deux  expressions  imaginaires  conjuguées.  Or,  dans  l'hy- 
pothèse a  =  X| ,  ^  =  o,  Y  ==  o,  8  ^  X2  le  polynôme 

se  réduil,  d'après  les  équations  (4),  à  ibxy\  ce  polynôme  sera 
donc,  en  revenant  aux  variables  réelles  initiales,  une  forme  dé- 
finie, qu'on  peut  d'ailleurs  supposer  positive.  Ainsi  nous  pouvons, 
dans  le  cas  que  nous  étudions,  admettre  que  les  termes  du  second 
degré  dans  F  se  réduisent  à 

x^  -H^* 

et  Ton  a  alors,  d'après  les  équations  (4), 

a  =  0  =  o,         p  H-  Y  =  o. 

Ainsi,  sans  diminuer  la  généralité  du  cas  spécial  que  nous  étu- 
dions, nous  supposons  que 

X=        ^ -i-  Xj -4- .  .  . -r-  X/i, 

Y  =^  ^—  X  — î-  Y  9  -4-  .  .  .  -i—  Y  /i 

et  soit 

F|  comme  X,  et  Y/  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  / 
en  X  et  y.  Il  faut  continuer  le  calcul  de  proche  en  proche  des  po- 
lynômes Fs,  F4, . . .  .  On  voit  que,  si  Ton  a  déterminé  les  F  jus- 
qu'au rang  i —  i ,  le  polynôme  Fi  sera  déterminé  par  une  équation 
de  la  forme 

(5)  y- jr-r— =H,, 

^  -^   Ox  ôy 

Hi  désignant  une  expression  dépendant  de  X  et  Y  et  des  poly- 
nômes F  déjà  déterminés. 

Nous  sommes  donc  amené  à  nous  poser  la  question  suivante  : 
en  désignant  par  11/  un  polynôme  homogène  et  de  degré  i  en  x 
ety^  déterminer  un  polynôme  F,  satisfaisant  à  l'équation  (5). 

Pour  résoudre  cette  équation,  posons 

X  =  p  cosoi,        ^  =  psinw. 
On   a  alors,  en  désignant  par  F  une  fonction   quelconque  de 
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X  et  V, 

d¥  _     ^  __^, 
'^  dx  ày"       dm 

Soient  F,  =  ?'?(<«)) ,  H/  =  p'tj^((i)),  on  a 

o(a))  =  SAjtcosArco  -\-  Ba-  sinAro), 
4/(0))  =  2  Git  cos A:u>  -i-  D^t  sinArco^ 

les  entiers  Ar  étant  au  plus  égaux  à  /,  et  de  même  parité  que  i. 

L'équation  (5)  s'écrit  alors 

Pour  qu'on  puisse  y  satisfaire,  il  faut  et  il  suffit  que  ^'C^)  °^ 
contienne  pas  de    terme   indépendant  de   <o,    c'est-à-dire   que 

l'on  ait 

Co  =  o. 

Cette  condition  est  remplie  d'elle-même  quand  i  est  impair,  et 
il  y  a  alors  une  manière  et  une  seule  de  déterminer  cp(ct)).  Quand 
/  est  pair,  le  terme  Co  existera  en  général,  et  il  n'y  aura  pas  alors 
possibilité  de  trouver  pour  o((t))  une  expression  de  la  forme  indi- 
quée. Quand  Co  est  nul,  cette  détermination  sera  possible,  et  il 
restera  évidemment  une  arbitraire  dans  l'expression  de  f . 

Revenons  sur  le  cas  où  i  est  pair  et  C©  différent  de  zéro.  On 
pourra  alors  déterminer  une  expression  ^,  de  manière  que 

-^?=^(co)_C«; 

ce  qui  revient  à  déterminer  un  polynôme  homogène  F/(j?,  y)  de 
degré  /,  tel  que 

8.  Ceci  posé,  dans  le  calcul  successif  des  polynômes  F,  on 
pourra  se  trouver  arrêté  dès  le  calcul  de  F4,  et  on  le  sera  même 
en  général.  Pour  plus  de  généralité,  supposons  que  ce  soit  au 
rang  i  (de  degré  pair)  que  Ton  soit  arrêté  pour  la  première  fois, 
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c*est-à'dire  que  la  quantité  Co  ne  soîl  pas  nulle.  Posons 

F  =  x*-f- j»-h  Fj-h  Fv-f-...-hF/; 

le  dernier  polynôme  F/  étant  calculé,  comme  nous  Tavons  dit 
plus  haut,  et  Ton  suppose  que  Ton  a  fixé  arbitrairement  les  con- 
stantes restant  arbitraires  dans  F4, .  .  . ,  F/. 

Il  est  clair  que  chacune  des  courbes  de  la  famille 

s  étant  une  constante  suffisamment  petite,  se  compose,  dans  le 
voisinage  de  Torigine,  d'une  petite  courbe  fermée  entourant  ce 
point.  Pour  e  ^=  o,  cette  courbe  se  réduit  à  un  point. 
L'expression 

dx  dy 

diaprés  la  manière  même  dont  ont  été  calculées  Fj, . . . ,  F/,  ne  ren- 
ferme pas  de  terme  de  degré  inférieur  à  /  et  ses  termes  de  degré  i 
se  réduisent  à 


Donc,  si  p  =  y/x^+^^  reste  moindre  qu'un  nombre  suffisamment 
petit  po)Cette  expression  aura  un  signe  invariable,  le  signe  opposé 
à  celui  de  Cq*  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  Co  positif.  Con- 
sidérons maintenant,  au  lieu  de  l'équation  donnée  du  premier 
ordre,  le  système  équivalent 

g  =  X(x,^).         f  =  Y(:r.^). 

Suivons  une  trajectoire  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Si,  dans 
le  polynôme  F(j:,  jk)>  on  substitue  les  valeurs  de  4:  et  ^  en 
fonction  de  /,  l'expression  F  deviendra  une  fonction  de  t^  et 
Ton  aura 

^F       v^^_^v^^ 

— ;—   =  A  -7—    -f-    1   -r —  • 

al  ox  oy 

Par  suite,  si  le  point  (^x^y)  est  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de 
rorigine  avec  le  rayon  po^  on  aura 
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F  ira  donc  en  diminuant  quand  t  augmentera,  tant  que  (x,  y) 
ne  sorlira  pas  du  cercle  po»  Revenons  aux  courbes 

en  faisant  varier  e  de  zéro  à  une  valeur  Sq  telle  que  ces  courbes 
(ou  du  moins  la  partie  fermée  autour  de  l'origine  qui  nous  inté- 
resse seule)  ne  sortent  pas  du  cercle  Oq.  Quand  e  varie  de  zéro  à  s©, 
ces  courbes  grandissent  et  deux  quelconques  d'entre  elles  n'ont 
pas  de  point  commun.  Si  une  trajectoire  rencontre  une  courbe 
F  =  £,  le  point  (-r,  y)  ne  sortira  pas  de  cette  courbe^  car, 
d'après  ce  qui  précède,  on  aura  à  l'intérieur  de  la  courbe 

^F 

-.-  <  o. 

dt 

F  ira  donc  en  diminuant,  et  le  point  ne  pourra  pas  revenir  à  la 
courbe  F  =  s.  Quand  t  augmentera  indéfiniment,  F  diminuera 
indéfiniment.  La  limite  de  F  sera  donc  une  quantité  positive  ou 
zéro(').  Si  la  limite  de  F  est  une  quantité  positive  a  différente  de 
zéro,  notre  trajectoire  se  rapprochera  indéfiniment  de  la  courbe 

qui  sera  pour  elle  une  courbe  asymptote.  Montrons  que  la  coitrbe 
F  =  a  sera  aussi  une  courbe  intégrale.  Tout  d'abord,  en  rempla- 
çant dans  l'équation  différentielle 

dr  dv 


y      ~V~   •     •    •  Jr     ~T~   •    •    • 

les  coordonnées   rectangulaires    par    les    coordonnées    polaires 
(p,  w),  nous  avons  une  équation  de  la  forme 

les  coefficients  A,  B,  . . .  étant  des  polynômes  en  cosw  et  sincu.  11 


(')  M.  Poincaré  suppose  immédiatement  dans  son  Mémoire  (voir  Journal  de 
Liouville,  p.  179;  i885)  que  la  limite  est  zéro.  En  fait,  cette  hypothèse  est  légi- 
time, si  l'on  est  suffisamment  près  de  Torigine;  mais  il  n'est  pas  ioutile  de  dé- 
velopper davantage  ce  point  pour  être  entièrement  rigoureux. 


i 
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en  résulte  que  to  pourra  croître  indéfiniment  et  que  notre  trajec- 
toire sera  asymptote  à  la  courbe  F  =  a  en  tournant  indéfiniment 
autour  d'elle.  Nous  pourrons  représenter  la  courbe  F  =  a  (dans 
le  voisinage  de  l'origine)  par  Téquation 

Pi=/(w), 

y((i>)  étant  une  fonction  analytique  de  o)  ayant  2  7r  pour  période. 
En  posant 

Téquation  différentielle  devient 

les  coefficients  P,  Q,  R,  . . .  étant  des  fonctions  de  co  admettant  la 
période  2  7r.  Par  hypothèse,  cette  équation  admet  pour  intégrale 
une  fonction  Ç  qui  tend  vers  zéro  en  étant  toujours  positive  quand 
la  variable  réelle  o)  augmente  indéfiniment.  Or  je  dis  que  ceci  est 
impossible  si  P  n*est  pas  identiquement  nul.  Soit  en  effet  coq  une 
valeur  n'annulant  pas  P,  pour  too-l-  sAtît  (At  étant  assez  grand);  la 
fonction  ^  sera  aussi  voisine  que  Ton  voudra  de  zéro.  L'équation 

d(i)  I 


donnera  pour  w  une  fonction  de  Ç;  pour  une  valeur  initiale  de  Ç 
inférieure  à  tel  nombre  que  l'on  voudra  et  pour  a)=  tOo-f-  2Ar7r, 
le  champ  de  convergence  de  to,  développée  suivant  les  puissances 
de  Ç,  atteindra  l'origine,  et  Ton  aura  donc  2J  =  o  pour  une  cer- 
taine valeur  de  (0,  ce  qui*  est  contre  notre  hypothèse.  Par  suite, 
Pest  identiquement  nul  et  !^  ==  o  satisfait  à  l'équation  différentielle, 
ce  qui  revient  à  dire  que  la  courbe  F  =  a  est  une  courbe  inté- 
grale. 

Or,  si  l'on  cherche  les  courbes  intégrales  de  la  forme  pré- 
cédente, on  ne  pourra  trouver  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  a. 
En  prenant  donc,  comme  fonction  initiale  pour  notre  trajectoire, 
un  point  à  l'intérieur  de  la  courbe  F  =  a,  qui  correspond  à  la 
plus  petite  valeur  de  a,  on  aura  la  certitude  que  la  trajectoire 
considérée  aura  V origine  pour  point  asymptote. 

P.  —  m.  i5 
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Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  supposé  que  C©  était  positif. 
Dans  le  cas  où  Co  serait  négatif,  on  changerait  t  en  —  ^  et  la  con- 
clusion à  laquelle  nous  venons  d^arriver  subsiste  encore.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  que,  dans  le  cas  où  l'on  rencontre  une 
quantité  Co  différente  de  zéro,  le  point  singulier  considéré  est 
un  point  asymptote  et  peut,  par  suite,  être  regardé  comme 
un  foyer. 

9.  Comme  nous  l'avons  dit,  il  arrivera  en  général  qu'on  ren- 
contrera une  quantité  Co  différente  de  zéro,  et  nous  pouvons  re- 
garder la  discussion  du  point  singulier  comme  faite  dans  le  cas 
général,  mais  le  cas  particulier,  où  tous  les  Co  seraient  nuls  et  où 
par  conséquent  on  ne  serait  jamais  arrêté  dans  le  calcul  des  poly- 
nômes successifs  F/,  appelle  nécessairement  Tattention.  M.  Poin- 
caré,  qui  examine  ce  cas  dans  son  Mémoire  (p.  i8i  du  Mémoire 
cité),  démontre  directement  que  la  série 

F  =  j?*-+- j'*  H-  Fs-f-. .  .-h  Frt-h . . . 

est  convergente  pouf  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x  el  y. 
Il  en  résulte  alors  que  Téquation 

F==G, 

C  étant  une  constante  suffisamment  petite,  représente  dans  le  voi^ 
sinage  de  Toriginc  une  petite  courbe  fermée  et,  par  suite,  les 
courbes  intégrales  dans  le  voisinage  de  Torigine  sont  des  courbes 
fermées  s'enveloppant  les  unes  les  autres. 

La  démonstration  de  M.  Poincaré  nous  entraînerait  trop  loin.  Je 
préfère  me  placer  à  un  autre  point  de  vue  où  nous  allons  retrouver 
des  solutions  périodiques.  Prenons  Téquation  en  coordonnées 
polaires  que  nous  pouvons  mettre  sous  la  forme 


^ 
À 


-^  =  Ap«-4-Bp3-i-.... 


Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  p  sont  des  polynômes 
en  cosO  et  sinO;  le  premier  est  homogène  et  du  troisième  degré. 

Considérons  l'intégrale  de  l'équation  précédente  prenant  pour 
6  :=  o  la  valeur  po.  D'après  un  théorème  général  (Chap.  VIII, 
§  4),  on  pourra  la  développer  suivant  les  puissances  de  po,  et  ce 
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développement  sera  convergent  dans  un  intervalle  que  nous  pre- 
nons ici  de  o  à  27r  si  po  est  suffisamment  petit.  On  aura  ainsi 

p  =  a,po-4-ajpJ-ha3pJ  +  ..., 

les  a  étant  des  fonctions  de  0,  que  nous  pouvons  calculer  de  proche 
en  proche,  a,  prend  la  valeur  un  et  tous  les  autres  a  la  valeur 
zéro  pour  6  =  0. 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  une  intégrale  de  la  forme  F  =  C,  les 
fonctions  a  devront  avoir  la  période  itZj  et  inversement,  si  les 
fonctions  a  ont  la  période  2ir,  toutes  les  solutions  autour  de 
l'origine  sont  périodiques. 

Si  nous  cherchons  les  coefficients  a,  nous  voyons  qu'en  général 
ils  ne  sont  pas  périodiques;  on  a  d'abord  de  suite 

puis 

^«î   -  A. 

"50"  ^^' 

aj  sera  encore  une  fonction  périodique;  on  déterminera  la  con- 
stante de  manière  que*  a2  s'annule  pour  8r=o.  Pour  déterminer 
a^,  nous  aurons  une  équation  de  la  forme 

Çi  étant  périodique.  Pour  que  ol^  soit  périodique^  il  faudra  que  le 
terme  constant  dans  (p3  soit  nul;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  ai  ne  sera 
pas  périodique,  mais  on  pourra  néanmoins  le  déterminer  et  l'on 
choisira  la  constante  arbitraire  de  manière  que  as  s'annule  pour 
h  =  o.  On  continuera  ainsi  la  détermination  des  fonctions  a  de 
proche  en  proche,  les  prenant  telles  qu'elles  s'annulent  pour 
h  =  o. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  nous  déterminerons  la  solution  p  pre- 
nant pour  6  =  o  la  valeur  po,  et  elle  sera  déterminée  de  o  k  2tz, 
si  po  est  suffisamment  petit.  Un  cas  très  intéressant  est  celui  où 
tous  les  a,  calculés  comme  il  vient  d'être  dit,  sont  périodiques;  il 
faudra  pour  cela  qu'une  suite  indéfinie  de  constantes,  successive- 
ment rencontrées  dans  le  calcul,  soit  nulle.  Le  développement  qui 
représente  p  étant  convergent  de  o  à  27:  sera  alors  évidemment 
convergent  pour  toute  valeur  de  0,  et  nous  aurons  comme  inté- 
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grales  autour  de  C origine  une  succession  de  courbes  fermées 
enveloppant  ce  point, 

10.  Il  sera  intéressant  de  considérer  maintenant  le  sjstème  des 

deux  équations 

/  dx 

l   dt  ~      -^ -+■•••' 

en  nous  plaçant  dans  le  cas  où  les  conditions  que  nous  venons  de 
dire  sont  remplies.  Nous  devons  chercher  comment  Tangle  po- 
laire B  est  relié  à  /.  En  remplaçant  x  ^\,y  par  pcosQ  et  psinO,  nous 

avons 

dp        ti  '    tkd^  •    û 

-r-cosO  —  osin9-;-=      psin6-T-   .., 

dt  '  dt  ^ 

-7-  sin  6  -+-  p  cos 0  -7-  =  -    p  cosO  -t  . . . , 
dt  ^  dt  ^ 

.     .  1  .  dn  dp  d^ 

que  nous  pouvons  écrire,  en  remplaçant  -^  par  ;7k  37  ou  par 

J(Apt-4-B?3-^...), 
-^^[— sinO-+-p(      )]^      sinO-f-p(      ), 


dt 
d'où  Ton  déduit 


[     cos6-i-p(     ^]— _cos6^-p(     ); 


i'Yb-^pi    )]  =  .-?(    ), 


les  parenthèses  représentant  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  de  p  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  périodiques 
de  0  avec  la  période  27:.  On  a  donc 

•  dt  ^  /r^o"^  )  ^0. 

Pour  une  intégrale,  p  sera,  par  hjpolhèse,  une  fonction  pério- 
dique de  0  avec  la  période  2tc,  et  nous  ne  considérons  que  les  in- 
tégrales pour  lesquelles  p  est  suffisamment  petit.  11  en  résulte  que 
t  est  une  fonction  périodique  de  0,  t  augmentant  d'une  certaine 
constante  quand  0  augmente  de  2::.  Les  solutions  du  système  (6) 


POINTS   SIN6ULI£RS    DES   INTÉGRALES   RÉELLES.  217 

sont  donc  des  fonctions  périodiques  de  t^  et  nous  avons  ainsi  un 
exemple  d^un  système  ayant  toutes  ses  solutions  périodiques 
[pourvu  que  les  valeurs  initiales  {x^, y^)  soient  assez  petites]; 
mais  la  période  varie  d'une  intégrale  à  C autre,  dépendant  de 
la  position  initiale  (^09^^0)9  ce  dernier  point  est  évident,  car  la 
période  de  /,  considérée  comme  fonction  de  0,  dépend  de  po- 

III*  —  Équations  du  premier  ordre  et  de  degré  supérieur.  Appli- 
cation à  la  recherche  des  lignes  de  courbure  passant  par  un 
ombilic. 

11.  Des  questions  analogues  à  celles  que  nous  avons  traitées 
dans  les  deux  Sections  précédentes  se  posent  pour  les  équations 
du  premier  ordre  et  de  degré  supérieur.  Soit  une  telle  équation 


/(-^•S) 


Nous  devons  considérer  les  points  {x^y)  pour  lesquels  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  -f-  sont  indéterminées.  Supposons  que  l'ori- 
gine soit  un  tel  point;  la  recherche  des  courbes  intégrales  pas- 
sant en  ce  point  et  ayant  une  tangente  déterminée  se  ramènera 
à  des  questions  déjà  traitées.  Tout  d'abord,  l'équation  donnant 
les  coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  se  forme  immédiate- 
ment, puisque  —  et  -—  ont,  dans  ce  cas,  la  même  limite.  Posant 
alors  ^  =  tx^  on  a  une  équation  difierentielle  en  t 

■?  (^'  ''  S) = *»' 

et  il  faut  chercher  les  intégrales  de  cette  équation,  prenant,  pour 
j?  =  o,  les  valeurs  trouvées  pour  les  coefficients  angulaires.  On 
sera  donc  ramené  en  général  à  des  problèmes  de  la  nature  de 
ceux  qui  ont  été  traités  au  Chapitre  II  et  dans  la  première  Section 
de  ce  Chapitre. 

Prenons,  comme  exemple  ('),  l'équation  du  second  degré 

(dy\^  'dy 

■^-j  -\-i(aiT-^  ff\y-^  ")^-^{citT-h  b^y -+,,.)  =  o, 

(*  )  J'ai  indiquéf  dans  les  Comptes  rendus  (11  mars  1896),  le  résultat  de  cette 
discossion  qui  n'a,  je  crois,  jamais  été  faite. 


2l8  CHAPITRE  IX. 

OÙ  les  termes,  non  écrits  dans  les  parenthèses,  sont  de  degrés  su- 
périeurs au  premier.  L'équation  aux  coefGcients  angulaires  des 
tangentes  aux  courbes  intégrales  passant  à  Torigine  est  ici 

Des  circonstances  différentes  se  présenteront  suivant  la  nature 
des  racines  de  cette  équation  du  troisième  degré;  les  racines  réelles 
seules  seront  ici  intéressantes,  et  à  une  racine  réelle  /©  correspon- 
dront, pour  l'équation,  une  seule  intégrale  ou  une  infinité  d'in- 
tégrales suivant  que  l'équation  différentielle  en  /,  proposée  de  la 
transformée  en  posant  j'  =  tx^  aura  une  intégrale  ou  une  infinité 
d'intégrales  prenant  pour  j:  =  o  la  valeur  to. 

L'équation  (7)  se  retrouve  en  faisant  dans  l'équation  y=^  tx. 
Résolvant  d'abord,  on  a 

dy       —  {a\X  -\-biy  ->r-...)  ±:  ^(a^x  -+-  bxy  -4-...)' —  {ax  -¥■  bv  -^..^)(a^x  -\-  b^y  -*-••.) 
flx"^  ax  -^  by  -h . , , 

et,  par  suite, 


dt  _  —tia-^  bf)  —  (fli-f-  bif)-^x(     )  zb  /(ff i-+-  bi  /)«—  (g  -i-  bi){at^ i,ft}-^x{     ) 
dx~  a  -¥■  bt  -^  X  {^    ) 

en  marquant  par  les  parenthèses  des  séries  entières  en  x  et  t. 
Pour  j:  =  o,  le  second  membre  se  réduit  à 


—  ({a-^bt)'-'iax-^bxt)&:\/(nx'Jrbxty'—{a-^bt)(ai-i-bjt) 

a-Jf-  bt 

En  égalant  cette  expression  à  zéro,  on  retrouve  l'équation  (7) 
du  troisième  degré,  après  suppression  de  la  racine  ^=  —  ^  • 

On  pourrait  avoir  à  craindre,  pour  Téquation  différentielle  en  f, 

quelque  difficulté  à  cause  de  celte  racine  /  =  —  t>  distincte,  nous 

le  supposons,  des  racines  de  l'équation  (7).  Le  second  membre 
de  celte  équation  se  présente  en  effet  sous  forme  indéterminée 
pour 


a 

J»  =r  O,  t  —   — 


du  moins  pour  une  des  déterminations  du  radical.  Ne  pourrait-il 
pas  y  avoir  alors  une  intégrale  /  de  l'équation  tendant  vers  —  -r 
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quand  x  tend  vers  zéro?  Pour  voir  que  la  chose  est  impossible, 
il  sufBra  de  considérer,  dans  Téquation  différcnliclle  proposée 
X  comme  fonction  de  y  et  posant  x  =  t'y^  on  aura  une  équa- 
tion différentielle  entre  y  et  t\   et  cette  équation   ne   pourra 

avoir  une  intégrale  t'  tendant  vers quand  y  tend  vers  zéro, 

car  il  n'y  a  plus  ici  aucune  difficulté  puisque  ab2  —  «26  ^  o. 

Les  courbes  d'intégrales  que  nous  venons  d'étudier  étaient 
supposées  avoir  une  tangente  à  l'origine.  Peut-il  exister  d* autres 
intégrales?  Telle  est  la  question  qui  doit  maintenant  nous  occu- 
per. 11  est  d'ailleurs  entendu  que  nous  restons  dans  le  cas  général 
et  que  nous  ne  supposons  remplie  aucune  condition  particulière 
d'égalité  entre  les  divers  coefficients. 

Outre  l'équation  (7),  nous  aurons  encore  à  considérer  l'équation 

(8)  (ai-h^iO*  — («-+-^0(«2-+-^îO  =  <'» 

correspondant  aux  directions  qui  donnent  une  racine   double 
dy 

12.  Supposons  d'abord  que  l'équation  (8)  ait  ses  racines  ima- 
ginaires. En  se  servant  des  coordonnées  polaires,  l'équation  de  la 
courbe  devient 

-H  p  ces  0  dQ 
—  p  sin  6  dO 

(aiCOsO-f-6isin8)H-p(    )  dr  /(ai  cos d-r-  61  si  11  f)  )*—  f a  cos 0  -+-  ^  sin  0;( a j  ro*. 0  -r-  h^  si u  0;  -+-  p (  "  ) 

acos6  H-  b  sinO  H-  p  (    ) 

que  nous  écrirons  sous  la  forme 

(9)  f/(Ô)^-?(    )]<^  =  P[?^^)^?(    )\d% 

en  posant 

y(6)  =  —  sio8(a  cos6  -H  b  s\nh)  —  cosOTai  cosCl  -H  bi  sinO) 

—  cos 6  ^{CLi  cos 0 H-  ^1  sin  0^*  —  (a cosfl  -r-  b  sin  0;  (  Uf  co«» 6  -♦-  bi  «iin 8;, 

les  coefficients  de  p,  qui  sont  marqués  dans  l'équation  {(j)  par  de» 
parenthèses,  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puisharice*»  An  p 
et  convergentes  quel  que  soit  h\  nous  nous  appujons  pour  ce  der- 
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nier  point  sur  ce  que  Féquation  (8)  a  ses  racines  imaginaires^  d.''* 
il  résulte  que  l^expression 

(ai  cos6  -h  bi  sinô)* —  (a  cos6  -+-  b  sinÔ)  (aj  cos6  4-  b^  sin6) 

ne  peut  s'annuler.  Les  racines  de  Téqualion  (7)  corresponde 

aux  racines  de  Téquatiou 

/(0)  =  o, 

et  il  est  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que,  parmi  ces  racines 
nous  ne  comptons  pas  la  racine,  sans  intérêt  pour  nous  diaprés '^ 
une  remarque  du  paragraphe  précédent,  répondant  à 

acos6  -f-6  sinÔ  =0. 

Il  résulte  de  la  forme  de  Féquation  (9)  que,  partant  d'une  va — -i 
leur  initiale  (po,  Oo)  ^vec  une  détermination  fixée  pour  le  radical.^ 
qui  figure  dans  /(8),  nous  pourrons  toujours  faire  varier  6  dan^^  J 
le  même  sens  (*),  les  seules  valeurs  de  0  appelant  Tattention  étant  .m. 


(*  )  Si  l'on  veut  développer  davantage  ce  point,  on  peut  raisonner  de  la  manier»' 

suivante.  II  pourrait  se  faire  que  le  rayon  vecteur  changeât  de  sens  de  rotatioiM 

si  l'on  arrivait  à  un  point  (x^y)  de  la  courbe  intégrale  telle  que  la  tangente  en 

point  passe  à  l'origine.  Or  le  lieu  des  points  des  courbes  intégrales  pour  lesqueK'^ 

la  tangente  passe  à  l'origine  est  la  courbe  que'  l'on  obtient  en  remplaçant  daflCK-. 

d'y         Y 
l'équation  difTérentiellc  ■—-  par  ^-  Cette  courbe  a  un  point  triple  à  rorigine,  1^  M 

tangentes  correspondant  aux  directions  données  par  l'équation  (7).  En  coordo^  «c 
nées  polaires,  cette  courbe  a  pour  équation  le  coefficient  de  cfp  dans  (9),  c*( 
à-dire 

(L)  /(e)-+-p(     )  =  o. 

On  pourrait  craindre  qu'une  intégrale  eût,  sur  une  branche  de  la  courbe  pi 
cédente,  une  infinité  de  points  dans  le  voisinage  de  l'origine,  pour  lesquels 
tangente  à  l'intégrale  passerait  à  l'origine.  Dans  ce  cas,  il  ne  serait  plus 
d'affirmer  que,  si  près  de  l'origine  qu'on  considère  l'intégrale,  le  rayon  vccter  -^ 
marche  toujours  dans  le  même  sens.  Pour  démontrer  qu'il  n'en  peut  être  aim 
remarquons  qu'il  y  a  une  courbe  intégrale  tangente  à  l'origine  à  la  branche  C( 
sidérée  de  la  courbe  (L);    nous   pouvons  supposer,  en  effectuant  préalableme==^^ 
un  changement  de  variable,  que  cette  courbe  intégrale  est  l'axe  des  x»  Pour  ui 
détermination  convenable  du  radical, /(6)  s'annulera  pour  0  =  o,  et  l*équatic7i 
différentielle  devant  être  satisfaite  pour  0  =  0,  quel  que  soit  p,  le  second  tern^tf 
dans  (L)  s'annulera  pour  6  =  0,  quel  que  soit  p.  Il  en  résulte  que,  dans  le  voi- 
sinage de  0  =  o,  l'équation  différentielle  peut  prendre  la  forme 

e[i>t-(   )]rfp  =  p[9(e)-+-p(   )]rfe, 

la  quantité  représentée  dans  le  premier  membre  par  une  parenthèse  s'aonalani 
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les  racines  de/(0)  =  o.  Si,  0  arrivant  à  une  telle  racine  O©»  ?  prend 
la  valeur  zéro,  nous  serons  dans  le  cas  étudié  d'une  courbe  ayant 
une  tangente  déterminée  à  l'origine. 

Si  p  ne  prend  pas  la  valeur  de  zéro,  le  point  ne  présente  rien 
de  particulier  pour  nous.  On  pourrait  encore  a  priori  faire  l'hy- 
pothèse que,  0  tendant  vers  Oq,  p  ne  tend  vers  aucune  limite,  mais 
oscille  entre  zéro  et  une  autre  valeur,  mais  on  voit  de  suite  que 
cela  est  impossible. 

Nous  venons  de  voir  que  Ton  pourra  toujours  suivre  une  courbe 
intégrale  en  faisant  varier  6  dans  le  même  sens,  tant  que  Ton  n'aura 
pas  atteint  l'origine.  On  peut  donc  penser  qu'il  est  possible  d'a- 
voir une  intégrale  ayant  la  forme  d'une  spirale;  nous  allons  voir 
qu'il  n'en  est  rien. 

L'équation  (7)  ayant  au  moins  une  racine  réelle,  il  y  aura  tou- 
jours une  courbe  intégrale  correspondant  à  l'intégrale  holomorphe 
de  Téquation  différentielle,  qui  passera  par  l'origine.  (Nous  nous 
plaçons  toujours  dans  le  cas  général  où  il  n'y  a  aucune  relation 
particulière  d'égalité  entre  les  coefficients.) 

Soit  C  cette  courbe;  concevons  une  autre  courbe  intégrale  F, 
rencontrant  en  m  la  première  et  passant  à  l'origine  ou  s'en  rap- 
prochant indéfiniment.  En  suivant  F,  nous  pourrons  arriver  au 
point  O,  0  marchant  toujours  dans  le  même  sens.  Cherchons  si  F 
peut  rencontrer  C  en  un  second  point  m' qui  sera  nécessairement (*) 
.situé  sur  C  de  l'autre  côté  que  m  par  rapport  à  O.  En  m  l'équa- 
tion différentielle  donne  pour  -^  deux  valeurs;  l'une  convient 
à  C,  l'autre  à  F. 

Sous  le  radical  qui  figure  dans  l'expression  de  ^  se   trouve 


pour  p  =  6  =  o.  Si  maintenant  on  suit  une  intégrale  à  partir  d'une  détermination 
initiale  (Oo»Po)'  ^0  ^^  Po  désignant  des  quantités  positives  très  petites,  et  que  0 
commence  par  décroître,  il  continuera  nécessairement  à  décroître  jusqu'à  6  =  0, 
car  le  multiplicateur  de  e/p  ne  s'annule  que  pour  0  =  0.  Ce  sera  pour  celte  der- 
nière valeur  que  p  s'annulera  si  la  courbe  se  rapproche  indéûniment  de  l'origine; 
il  est  clair  que  7(0)  sera  alors  nécessairement  positif. 

Les  considérations  précédentes  un  peu  développées  permettraient  même  d'é- 
▼iter  la  discussion  que  nous  faisons  ensuite  dans  le  texte,  mais  l'étude  directe 
fait  pénétrer  davantage  dans  la  question. 

(*)  Dans  le  cas  contraire,  6  aurait  dû  rétrograder  à  un  certain  moment. 


322  CHAPITBB  IX. 


une  expression  toujours  positive.  Les  points  m  et  m'  sont  de  part 
et  d'autre  de  O  et  très  voisins.  Supposons  qu'en  m  ce  soit  la  dé- 


Fig.  7. 


termination  positive  du  radical  qui  convienne  à  F,  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  à  F  en  m  est 


/i?N  —  (ai^r  -4-  ft,  K  -+-. . .  )-i-  ^(  rt,jr-+-  ^i^'H-...)*  — . . . 

(B.)  = -. > 

rtX  -r  fc»/  -^ .  .  . 

tandis  que,  pour  C,  il  faudra  mettre  le  signe  moins  devant  le  ra- 
dical. Suivons  maintenant  {oc^y)  sur  F  de  m  en  m';  le  radical 
gardera  toujours  le  même  signe,  en  m'  et  m  les  coordonnées  x 

et  y  sont  respectivement  de   signes  contraires,  les  rapports  ^ 

ayant,  à  très  peu  près,  la  même  valeur.  Il  en  résulte  qu'en  sui- 
vant F  nous  trouvons  en  m'  une  valeur  de  E  très  voisine  de  la 

valeur  de  ^  en  m  pour  la  courbe  C  et,  par  suite,  très  voisine  de 
celle  de  -y^  en  m!  pour  la  même  courbe  C.  Mais,  en  m',  l'équa- 
tion différentielle  donne  deux  valeurs  différentes  pour  -^;  les 

deux  valeurs,  que  nous  avons  trouvées  peu  différentes,  sont  donc 
rigoureusement  égales,  et,  par  suite,  la  tangente  en  m!  à  la  courbe  C 
coïncide  avec  la  tangente  à  F  :  les  deux  courbes  C  et  F  coïncide- 
raient donc,  ce  qui  est  absurde.  La  courbe  F  ne  peut  donc  ren- 
contrer G  en  aucun  autre  point  que  O  (en  dehors  de  m),  et  eUe 
arrive  par  suite  en  O  avec  une  tangente  déterminée,  rentrant 
ainsi  dans  la  classe  d'intégrales  dont  nous  avons  fait  l'étude.  Notre 
conclusion  est  donc  que  toutes  les  courbes  intégrales  cherchées 
ont  à  V origine  une  tangente  déterminée. 
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13.  Examinons  maintenant  le  cas  où  Péquation  (8)  a  ses  ra- 
cines réelles.  En  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  ~-  données  par 

Téquation  diiTérentielle  sont  égales,  on  obtient  une  courbe  ayant 
un  point  double  à  Torigine  avec  tangentes  distinctes.  On  peut 
faire  un  changement  de  variables  tel  que  les  deux  branches  de  la 
courbe  coïncident  avec  O^  et  Oy\  nous  allons  nous  placer  dans 
cette  hypothèse.  Les  axes  de  coordonnées  sont  alors  (Chap.  III, 
§  2)  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales, 
et  celles-ci,  avant  d'atteindre  Torigine,  resteront  dans  un  même 
quadrant  que  nous  pouvons  supposer  être  le  premier.  Quand  on 
suit  une  courbe  intégrale,  le  rayon  vecteur  marche  toujours  dans 
le  même  sens,  sauf  pour  les  positions  Ox  et  Oy  où  change  le  sens 
du  mouvement;  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  seule  irrationnelle 
figurant  dans  Téquation  est  le  radical 

P(6)  =  /(ai  cosO  -f-  6i  siiiO)^— (a  cosd  -+-  b  sinO)(aj  cos6  -+-  bi  sin6), 


qui  d'ailleurs  ici  se  réduit  à  y/cosÔ  sin9  d'après  nos  hypothèses.  Le 

signe  de  ce  radical  sera  à  changer  quand  0  arrivera  à  zéro  ou  à  -• 

Remarquons  encore  que  toute  racine  réelle  t  de  l'équation  (7) 
satisfait  à  l'inégalité 

(ai-h  6iT)*  — (a-i-6T)(aj-f-  6jt)  >o, 
comme  on  le  conclut  de  suite  de  l'équation 

Il  en  résulte  qu'il  y  aura,  au  moins  dans  le  premier  quadrant, 
une  courbe  intégrale  avec  une  tangente  déterminée. 


Fig, 

8. 
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Nous  pouvons  maintenant  chercher  à  suivre  une  courbe  inté- 
grale qui  tendrait  vers  l'origine.  Soit  C  {fig*  8)  une  intégrale 
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ayant  une  tangente  déterminée  à  l'origine;  suivons  une  autre 
intégrale  F  et  supposons  que,  en  suivant  la  courbe  en  allant 
vers  l'origine,  6  aille  d'abord  en  croissant.  Il  pourra  arriver  que 

p  tende  vers  zéro  pour  une  valeur  de  8  moindre  que  ~>  et  alors  nous 

aurons  une  branche  de  courbe  avec  une  tangente  déterminée. 

Dans  le  cas  contraire  0  pourra  croître  jusqu'à  ->  et  la  courbe  F 

aura  un  point  de  rebroussement  a  sur  l'axe  des  j^.  Il  faut  alors 
faire  décroître  0.  Deux  cas  pourront  alors  se  rencontrer  :  ou  bien 
p  prendra  la  valeur  zéro  pour  une  certaine  valeur  de  6  comprise 

entre  -  et  o,  et  alors  nous  aurons  une  courbe  intégrale  avec  une 

tangente  déterminée;  ou  bien  0  pourra  atteindre  la  valeur  zéro  el 
on  aura  en  b  sur  O  jî  un  second  point  de  rebroussement.  Dans  ce 
cas,  il  y  aura  certainement  un  point  m  de  rencontre  de  C  et  de  F, 

et  pour  la  branche  ab  de  F  le  radical  y/F(6)  aura  un  certain  signe. 
Continuons  à  décrire  F;  ou  bien  la  courbe  intégrale  arrivera  à 
l'origine  avec  une  tangente  déterminée,  ou  bien  0  pourra   aller 

jusqu'à  -  ;  mais  alors  il  y  aurait  un  second  point  de  rencontre  m! 

de  F  avec  C.  Pour  la  branche  bn/,  le  radical  ^i*{^)  a  dans  l'équa- 
tion différentielle  un  autre  signe  que  pour  la  branche  bni.  Or, 

en  m,  l'équation  différentielle  donne  deux  valeurs  de  -^  corres- 
pondant aux  deux  courbes  intégrales  passant  en  m;  ces  valeurs 
correspondent  aux  deux  signes  du  radical.  L'une  correspond  à  C, 
l'autre  à  F,  mais  en  m  et  m' les  coefficients  angulaires  de  la  tan- 
gente à  C  sont  très  peu  différents.  Il  s'ensuit  que  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  en  m'  à  F  coïncide  avec  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  à  G  (puisqu'en  m  ils  étaient  distincts, 
et  que  le  signe  du  radical  a  changé  en  b).  Nous  arrivons  donc  à 
une  contradiction  qui  établit  l'impossibilité  du  second  point  de 
rencontre  m',  à  moins  que  ce  dernier  ne  coïncide  avec  rorigine. 
Nous  avons  donc  dans  tous  les  cas  la  conclusion  suivante  : 

Toutes  les  courbes  intégrales  passant  à  Corigine  ou  s^en 
rapprochant  indéfiniment,  arrivent  nécessairement  en  ce  point 
avec  une  tangente  déterminée. 

L'étude  de  ces  courbes  se  fera  donc  sans  difficulté,  pour  te  cas 
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général^  en  appliquant  les  consldéralions  développées  dans  la 
Section  I. 

14.  Nous  allons  appliquer  les  généralités  précédentes  à  un 
problème  intéressant  de  Géométrie,  celui  des  lignes  de  courbure 
passant  par  un  ombilic  (*). 

Supposons  que  l'ombilic  soit  à  l'origine,  et  prenons  le  déve- 
loppement de  z  sous  la  forme 

nous  aurons 

p  =  kx  -r-  ^(ax^-h  'ib xy  —  cy^ )-»-..., 
^1  =  ^y  -r-  {(bx^-  -{-  'ic xy  —  dyi)  -r- . , .  y 
r  —  k    -+-  ax  —  by  -^. . ., 
s  --  bx  -^  cy  "'.  . .. 

t  =  k       -r-  ex  -:-  dj    -^.  .  .  . 

L'équation  différentielle   de  la  projection  des  lignes  de  courbure 
est,  comme  on  sait, 

dy 
En  substituant  les  valeurs  précédentes,  on  a 

en  posant 

if  =  a  —  c,         ig  —  b  —  d. 

L'équation  (7)  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  courbes 
intégrales  est  ici 

el  elle  aura  évidemment,  suivant  les  cas,  une  ou  trois  racines 


(•)  M.  Cayley  a  fait  le  premier  l'étude  des  lignes  de  courbure  passant  par 
un  ombi]ic,  sans  la  rattacher  d'ailleurs  à  aucune  théorie  générale  {voir  Cayley, 
Mathematical  Papers,  t.  V,  p.  ii5). 
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réelles.  Quant  à  réqiiatîon  (8)  du  second  degré  en  t^  elle  se 

réduit  à 

(/H-^0'-+-(^>H-cr)î=o, 

et  a,  par  suite,  ses  racines  imaginaires.  En  posant  j^=:  tx^  nous 
avons  Téquation  en  /,  où  nous  n^écrivons  pas  dans  le  second 
membre  les  termes  en  x  inutiles  pour  la  discussion 


dt  _  —  t( b  -^  c/)  —  ( / -^  fi't)  dz  y/(/ -^  ^t)*  -+-(  h  -h  et  \* 
dJc  ~  b  -\-ct 

Nous  savons  que  le  second  membre  s'annule  pour  trois  valeurs 
de  /  qui  sont  les  racines  de  Téquation  du  troisième  degré  écrite 
ci-dessus.  Soit  a  une  racine  de  celte  équation,  il  faut  trouver  le 
signe  de  la  dérivée  du  second  membre  de  Péquation  précédente 
pour  /  =  a.  Il  suffit  de  prendre  la  dérivée  du  numérateur  et  de  la 
diviser  par  6  H-  c^  et  comme  on  a 


on  trouve  d'abord,  après  avoir  ainsi  fait  disparaître  le  radical, 


—  2a(ca  -h  /ç')-!-  c(a*H-  I) 


et,  après  quelques  transformations,  en  tenant  compte  de  Téqua- 
tion  du  troisième  degré  que  vérifie  a, 

—  A  c  a'  —  (  2  ^  -+-/>)  a*  —  b 


(a*-4-i)(6-t-ca} 


Si  cette  expression  est  positive,  il  y  a  une  infinité  d'intég^les 
tangentes  à  la  droite  j^  =  ajr;  il  n'y  en  a  qu'une,  si  elle  est  néga- 
tive. Les  deux  circonstances  sont  possibles^  car  celte  expression 
ne  contient  pas /" qui  figure  dans  l'équation  du  troisième  degré. 

11  y  a  donc,  suivant  les  cas,  une  seule  ligne  de  courbure  où 
une  infinité  de  lignes  de  courbure  passant  par  un  ombilic  et 
ayant  pour  tangente  une  des  directions  données  par  l'équation  du 
troisième  degré. 

lo.  Un  cas  parliculier  très  simple  est  celui  où  l'on  aurait 

b  =  o. 
L'équation  du  troisième  degré  est  alors 
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Nous  avons  donc  la  racine  a  =  o,  et  l'expression  correspondante, 
dont  le  signe  est  à  rechercher,  se  réduit  à 


c 
Supposons,  par  exemple,  que 

Nous  aurons  une  seule  intégrale  tangente  à  la  droite  j^  =  o  ;  si,  de 
plus,  comme  il  est  possible,  l'équation 

a  ses  racines  imaginaires,  nous  aurons  un  exemple  d'un  ombilic 
par  lequel  passe  une  seule  ligne  de  courbure. 

Ces  conditions  se  trouvent  vérifiées  pour  une  surface  du  second 
degré.  On  reconnaît  aisément  que,  en  prenant  pour  plan  des  zx 
le  plan  principal  passant  par  l'ombilic,   Péquation  de  la  surface 

peut  s'écrire 

z  -h  A(a:»H-^*)  -h  A'-s^H-  2B'^x  =  o, 

et  Ton  a,  par  suite,  un  développement  de  la  forme 


Oa  a  donc 


et,  par  suite. 


z  =,--(a?*-h^*)  -f-  ji  {ax^-^  CL^y^)  H- 


b  ==  cl  =  o, 


a 


/=3.  ^  =  0. 


On  a  bien  — ^  <  i  et  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  se  réduit  à 

/(fî-+-|)=  o. 

Il  ne  passe  donc  par  un  ombilic  d'une  quadrique  qu'une  seule 
ligne  de  courbure  réelle,  résultat  d'ailleurs  bien  connu. 
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CHAPITRE  X. 

SUR  LA  FORME  DES  COURBES  SATISFAISANT  A  UNE 
ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DU  PREMIER  ORDRE  ET 
DU  PREMIER  DEGRÉ  (»)• 


I.  —  Étude  des  points  à  rinâni  ;  relation  entre  les  nombres 

des  divers  points  singuliers. 

1 .  Après  avoir  fait  l'étude  des  points  singuliers  d'une  courbe 
définie  par  une  équation  différentiel  le  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré  (Sect.  I,  Chap.  XI),  cherchons  à  nous  rendre 
compte  de  la  forme  des  courbes  définies  par  une  telle  équation. 
Reprenons  donc  l'équation 

dx  _  dy 

où  X  et  Y  sont  des  polynômes  en  x  et  j^.  Nous  désignerons  d'une 
manière  générale,  sous  le  nom  de  caractéristiques,  les  courbes 
que  nous  avons  appelées  jusqu'ici  courbes  intégrales  de  cette 
équation  différentielle. 

Nous  n'avons  jusqu'ici  considéré  que  les  points  à  distance  Gnie. 
Pour  discuter  plus  facilement  les  formes  des  caractéristiques  à 
l'infini,  nous  projetterons  ces  courbes  sur  une  sphère,  en  plaçant 
le  point  de  vue  au  centre  de  la  sphère.  En  joignant  le  point  {x^y) 
du  plan  au  point  de  vue,  on  a  une  droite  qui  rencontre  la  sphère 


(')  Nous  suivons  dans  ce  Chapitre  le  beau  Mémoire  de  M.  Poincaré  [  5«*r  Us 
courbes  définies  par  les  équations  différentielles  {Journal  de  Liouvilie,  iS8i  et 
1882)],  en  cherchant  surtout  à  mettre  en  évidence  les  points  les  plus  intéressants 
relatifs  au  c6té  qualitatif  de  la  question. 


COURBES    SATISFAISANT   A    UNE   ÉQUATION   DIFFÉRENTIELLE.  229 

en  deux  points.  En  supposant  la  sphère  partagée  en  deux  hémi- 
sphères par  un  plan  diamétral  P,  parallèle  au  plan  (ûc^y),  l'un  de 
ces  points  sera  situé  dans  le  premier  hémisphère,  Taulre  dans  le 
second.  Les  points  à  l'infini  du  plan  (^,  J^)  correspondront  à  la 
circonférence  E,  intersection  de  la  sphère  et  du  plan  P;  nous 
appellerons  E  Téquateur. 

Nous  appellerons  cycle  sur  la  sphère  une  courbe  telle  qu'on 
revienne  au  point  de  départ  après  en  avoir  parcouru  un  arc  fini. 
Nous  ne  considérerons  que  des  cycles  analytiques;  nous  entendons 
par  là  des  cycles  formés  d'arcs  réguliers  de  lignes  analytiques 
{voir  t.  II,  p.  269,  pour  la  définition  des  arcs  analytiques). 

Une  spirale  sur  la  sphère  sera  une  courbe  qui  coupe  un  cycle 
en  un  seul  point;  telle  est,  par  exemple,  la  loxodromie  qui  coupe 
les  parallèles  en  un  seul  point. 

Si  Ton  considère  les  deux  portions  d'une  même  caractéristique 
qui  se  trouvent  de  part  et  d'autre  d'un  de  ses  points,  on  aura 
divisé  cette  caractéristique  (à  moins  qu'elle  ne  soit  un  cycle)  en 
deux  demi-caractéristiques  distinctes. 

2.  Dans  l'équation 

dx       dy 

X"  ^'  "Y  ' 

nous  supposerons  X  et  Y  de  même  degré  m  et,  de  plus,  aucune 
circonstance  spéciale  ne  se  présente  relativement  aux  points  sin- 
guliers, c'est-à-dire  que  ceux-ci  se  réduisent  à  des  foyers,  des 
nœuds  et  des  cols. 

Pour  étudier  les  points  à  l'infini,  on  pose,  s'il  s'agit  d'un  point 
non  situé  sur  le  grand  cercle  qui  correspond  à  j;  =:  o, 

I  t 

X—  -i       y  —  -\ 

et  l'on  a  ainsi,  pour  le  point  considéré,  :;  =  o,  f  étant  égale  à  une 

quanti  té  yî/i/e. 

Si  l'on  veut  considérer  le  point  a  l'infini   situé  sur  le  grand 

cercle  j?  =  o,  on  posera 

t  I 

3.  Nous  avons  fait  précédemment  l'étude  des  points  singuliers, 
P.  —  III.  16 
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(|iii  sont  à  l'intersection  des  deux  courbes 

X  =  o,        Y  =  o. 

Nous  n'avons  considéré  que  les  points  d'intersection  à  distance 
(inie.  Si  les  deux  courbes  précédentes  se  coupent  en  un  point 
situé  sur  Téquateur,  soit,  par  exemple,  en  un  point  non  situé  sur 
s  =;  o,  l'équation  devient,  en  posant 

I  t 

z  *^        z 

(c  =  o,  1  =  7.  correspondant  au  point  considéré  à  l'infini), 

—  fiz  z  dt  —  t  dz 


KM)"^(rïï 


ou 

dz{t\^-\^)^dtzy.u 

on  posanl    \(^-,-j  =  -    ^,^,     ,    \(^-,-j=-_ On  aura, 

d'apn^s  l'hypothèse  que  -3  =  0,  /  =  a  correspond  à  un  point  de 

rcnoonlre, 

X|(a,  o)  — o,         Yi(a,  o)=o. 

•l.  Je  dis  d*abord  que  tout  système  de  caractéristiques  admet 
des  points  singuliers.  Le  seul  cas,  où  raftirmation  précédente  est 
doulouso,  osl  celui  où  les  courbes  X  =  o,  Y  =  o  ne  se  rencon- 
iroraioiM  qu'A  Tiuliui  ou  ne  se  couperaient  en  aucun  point.  Dans 
le  pivmior  cas,  il  rt^sulle  imniédialement  de  ce  que  nous  avons  dit 
au  para$;rapho  préoodoul  qu'un  point  de  rencontre  (^  =  a,  ;;  =  o) 
osl  un  point  sinj^ulior,  car  pour  ce  point 

5X1  —  0.        /X| — Y|  =  o, 

oU  par  suîu\  les  dônominalours  do  Téqualion 

ds    _       dt 
z\i    "  fX,   -  Vj^ 

>\uutulont  pour  /       :t,  r--     o. 

i'ousiJorons  donc  lo  oa^i  où  les  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o 
w*jiurAionl  auoun  point  Cv>mmun.  lo  docrê  m  de  X  et  Y''  est  alors 
|v«ir  Y^xidommout. 
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En  désignanl  par  X2  et  Y2  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  en 
X  ex.  y  dans  X  et  Y,  nous  devons  supposer  que  Ton  n'a  pas  iden- 
tiquement 

arY,— 7X,  =  o: 

cette  identité  est,  en  effet,  incompatible  avec  nos  hypothèses.  Car, 
si  Ton  avait 

X,  serait  divisible  par  x  et  Y2  par  j^.  Soit 

X,=  xX3,        Yi  =  ^Y3, 

on  déduit  de  l'identité  ci-dessus 

X3=Y,. 
X3   est  une  fonction  homogène  et  de  degré  impair  ;   donc  elle 

s^annule,  soit  pour  ;r  =  o,  soit  pour  une  certaine  valeur  -  ==  a. 

On  aurait  donc 

X,=  Y,=  o, 

soit  pour  a:  =  o,  soit  pour—  =  a,  c'est-à-dire  que  les  courbes 

X  =  o,  Y  =  o  se  couperaient  en  un  point  de  l'équateur. 

L'équation  jrXa — y^^  =  o,  étant  de  degré  impair,  a  nécessai- 
rement une  racine  réelle,  que  nous  désignerons  par  a.  Or,  en 
posant,  comme  plus  haut, 

I  / 

on  voit  que  les  équations 

2X1  =  0,        tXi — Yi  =  o 

s'annuleront  pour  ^  =  o,  /  =  a,  car  /X|  —  Y|  pour  z  =  o  se  ré- 
duit à  fX2(i,  l)  —  Y2(i,  t). 

3.  Nous  plaçant  toujours  dans  le  cas  général,   nous  pouvons 
supposer  que  les  courbes 

X^o,        Y  =  o 

n'ont  que  des  points  simples  de  rencontre,  et  que  ces. points  sont 
â  dislance  finie.  De  plus,  nous  supposons  que  l'équation 

x\t  —  y\t=o 


[ 
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n'a  que  des  racines  simples.  De  celte  façon,  ^  =  a,  5  =  o  (au  pa- 
ragraphe précédent)  est  une  solution  simple  des  deux  équations 

zXi  =  Of        tXi  —  Yi  =  o. 

Dans  ces  conditions,  tous  les  points  singuliers  (en  dehors  de 
Téquateur  ou  sur  l'équateur)  sont  des  points  singuliers  ordinaires 
du  tjpe  de  ceux  que  nous  avons  rencontrés  dans  la  discussion  du 
Chapitre  précédent  :  foyers,  cols  ou  nœuds,  et  exceptionnellement 
des  centres  (ceux-ci  correspondant  à  des  relations  d'égalité). 

J'ajoute  encore  que  Véquateur  sera  une  caractéristique , 
comme  il  résulte  de  l'équation 

dz  dt 

qui  est  vérifiée  pour  c  =  o.  Il  en  résulte  que  tout  point  singulier 
situé  sur  Véquateur  sera  un  nœud  ou  un  col,  car  toutes  les  ca- 
ractéristiques, passant  par  un  foyer,  ont  ce  point  comme  point 
asymptote. 

Enfin,  le  nombre  des  points  singuliers  sur  la  sphère  est  évi- 
demment pair,  puisque  tout  est  symétrique  par  rapport  au  centre 
de  la  sphère. 

6.  Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  tracée  dans  un 
hémisphère;  il  lui  correspond  une  courbe  fermée  C  dans  le  plan 
(jc,^).  Formons  l'intégrale 


=  -/' 


XdY  —  YdK 
X«H-Y«      ' 


que  Ton  prendra  le  long  du  contour  C  dans  le  sens  positif. 
Comme  nous  l'avons  vu  (t.  I,  p.  87),  l'intégrale  J  représente  la 
différence  entre  le  nombre  des  racines  communes  aux  équations 

X  =  o,         Y  =r  o, 
contenues  dans  C,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel 

^à\  _â\dY 
Ox  dy        dy  dx 

est  positif,  et  celles  pour  lesquelles  il  est  négatif. 

Si  à  l'intérieur  de  C  il  n'y  a  pas  de  point  singulier,   c'est-à-dire 
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de  point  pour  lequel  X  =  Y  =  o,  on  aura  évidemment  J  =  o. 
Supposons  qu'il  y  ait  un  point  singulier  à  l'intérieur  de  C,  et 
cherchons  la  valeur  de  J.  Si  ce  point  est  à  l'origine,  on  aura 

X  =  ax-f-  by  -H. . . , 

Y  =  a'x  H-  b'y  -+- 

Si  on  a 

ab'  —  ba!'^  o, 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède,  J  =  i.  Au  contraire,  si  l'on  a 

ab' —  ba!  <i  o, 
il  viendra  J  =  —  i . 

Or,   dans  le  premier  cas  \aV — W>o],  les  deux  racines  de 
l'équation  en  \ 

\i  —  (a  -^b')\-h  ab'—  ba'=o 

seront  de  même  signe  ou  imaginaires,  et,  par  suite,  le  point  sin- 
gulier sera  un  nœud  ou  un  foyer.  Si,  au  contraire,  a6' —  6a' <  o, 
les  deux  racines  seront  réelles  et  de  signes  contraires,  et  nous 
auroBs  un  col.  En  désignant  donc  respectivement  par  N,  F,  C 
les  nombres  des  nœuds,  des  foyers  et  des  cols  contenus  dans  un 

contour  F,  on  aura 

J  =  N-hF-C. 

On  peut  appeler  J  V indice  du  cycle;  il  peut  être  encore  défini 

de  la  manière  suivante.   En  appelant  p  le  nombre  de  fois  que  le 

quotient 

Y 

X 

passe  de  +00  à  — oo  quand  le  point  (^,y)  décrit  F  dans  le  sens 
positif,  et  par  n  le  nombre  de  fois  que  ce  quotient  passe  de  —  oo 
â  +00  dans  les  mêmes  conditions,  on  aura 

7.  En  adoptant  cette  dernière  définition,   on  peut  parler  de 

rindice  de  Véquateur.  Cet  indice  est  le  nombre  précédent  pour 

la  fraction 

Y, 
Xi' 
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quand  on  y  pose  x  =  r s'iin»)^  y  =  rs\ïnù  et  qu'on  fait  varier  ts> 
de  o  à  21:;  ce  sera  donc  Tindice  de  la  fraction  rationnelle 


pour  t  variant  de  — 00  à  4- 00,  puisque  tout  est  symétrique  par 
rapport  au  centre  de  la  sphère  {voir,  pour  l'indice  des  fractions 
rationnelles,  t.  II,  p.  187),  et  Ton  peut  évidemment  aussi  consi- 
dérer rindicc  de  IVquateur  comme  la  limite  de  l'intégrale 


27:  J>  X*H-Y« 


quand  on  pose  ar  =  rcoso),  y  =  rsinto,  r  étant  une  constante 
qu'on  fait  grandir  indéfiniment. 
Reprenons  Téqualion  du  §  5 

dt       -Y,-4-/X, 

s  '  —  ~~  ,  • 

dz  \i 

Les  valeurs  de  /,  intéressantes  pour  nous,  sont  les  racines  de 
l'équation 

(i)  Yi(^o)-/X,(/,o)  =  o, 

mais,  puisqu*on  a 

Y,(^o)  =  Y,(I,0» 
X,(/,o)  =  X,(i,/), 

on  peut  écrire  Téquation  sous  la  forme 

,di  _  —  Y,(i,/)^fX,(i^) 
dz  X,^i,/> 

et  les  racines  de  Téqualion 

(^)  Y,(i,/)-/X,(i,/)-o 

correspondent  à  des  nœuds  ou  des  cols.  Or,  considérons  l'expres- 
sion 

X,u.O 
et  désignons  par  a  et  ^  le  nombre  de  fois  qu'elle  passe  du  positif 
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au  négatif  et  du  négatif  au  positif,  quand  t  varie  de  — ao  à  +00. 
Cette  expression  peut  passer  du  positif  au  négatif,  soit  quand  t  ren- 
contre une  racine  de  (2),  et  alors  nous  avons  un  nœud,  soit  quand 
elle  devient  infinie  en  passant  de  -f-  00  à  —  00;  de  même  elle  peut 
passer  du  négatif  au  positif,  soit  quand  t  rencontre  une  racine 
de  (2)  correspondant  à  un  col,  soit  quand  elle  devient  infinie  en 
passant  de  — 00  à  4-00.  D'ailleurs,  puisque  pour  f  =  -4-00  l'ex- 
pression est  négative,  et  positive  pour  f  =  — 00,  on  aura 

et,  par  suite,  si  nous  désignons  par  2N'  et  2  C  le  nombre  évi- 
demment pair  (puisqu^il  y  a  symétrie  par  rapport  au  centre  de  la 
sphère)  des  nœuds  et  des  cols  sur  Féqualeur,  nous  aurons 


'''-K'I(S)  = 


L* indice  de  Véqualeur  est  donc  égala 

,_hG'— N'. 

8.  En  égalant  les  deux  expressions  trouvées  dans  les  deux  para- 
f;raphes  précédents  pour  l'indice  d'une  courbe  du  premier  hémi- 
sphère très  voisine  de  l'équateur,  nous  aurons  une  relation  entre 
les  cols,  les  foyers  et  les  nœuds  sur  la  sphère.  Nous  appelons, 
comme  ci-dessus,  2 Cet  2N'  les  nombres  des  cols  et  des  nœuds 
situés  sur  l'équateur.  Désignons  de  même  comme  ci-dessus  par  2  C, 
2N,  2 F  les  nombres  évidemment  pairs  des  cols,  nœucls  et  foyers  sur 
le  reste  de  la  sphère.  Sur  un  hémisphère,  les  cols,  nœuds  et  foyers 
sont  en  nombre  respectivement  égaux  à  C,  N,  F.  On  aura  donc 

,4_C'— N'=  N-f-F  — C, 
que  nous  écrirons 

2(N -i- N') -4- 2F  =  2(G -4- C) -T- 2. 

On  peut  donc  dire  que,  sur  toute  la  sphère,  le  nombre  des  nœuds 
plus  le  nombre  des  foyers  est  égal  au  nombre  des  cols  plus 
deux. 
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II.  —  Remarques  générales  sur  la  forme  des  caractéristiques. 

9.  Faisons  d'abord  une  première  remarque  relative  à  la  con 
nuation  des  intégrales.  Quand  on  suit  à  partir  d^un  point  u 
caractéristique,  divers  cas  peuvent  se  présenter;  il  peut  arriv 
que  Ton  arrive  à  un  col  ou  un  nœud  (nous  ne  parlons  pas  d 
foyers  auxquels  on  n'arrive  pas  puisque  ce  sont  des  points  asy 
ptotes).  Quand  on  arrive  à  un  col,  on  peut,  soit  suivre  l'arc 
courbe  situé  de  l'autre  côté  du  col  et  ayant  la  même  tangent 
soit  prendre  l'arc  à  droite  ou  l'arc  à  gauche  et  nous  ferons  bient 
une  hypothèse  particulière  à  ce  sujet.  Pour  les  nœuds,  les  chos 
se  présentent  différemment  et  il  faut  nécessairement  arrêter 
caractéristique  à  un  nœud.  Nous  savons  en  effet  que,  moyenna 
une  transformation   convenable  des  variables,   on   peut  mett 
l'équation  des  caractéristiques  sous  la  forme 

C  étant  la  constante  arbitraire,  et  X  une  constante  réelle  positive. 
Considérons  une  caractéristique  arrivant  à  l'origine;  soit,  par 
exemple,  pour  une  valeur  donnée  de  C,  la  branche  parfaitement 
définie  correspondant  aux  valeurs  positives  de  x  obtenue  en 
donnant  à  x^  sa  valeur  arithmétique.  Une  fois  arrivé  à  l'origine, 
nous  n'avons  plus  aucune  raison  en  général  de  suivre  une  courbe 
intégrale  plutôt  qu'une  autre  (sauf  dans  le  cas  particulier  où  X 
serait  commensurable)  et  nous  arrêtons  alors  r intégrale  à  un 
nœud. 

Ceci  posé,  voici  un  premier  théorème  à  peu  près  évident,  mais 
fort  important  pour  la  suite.  Je  considère  une  demi-caractéris- 
tique C  passant  par  un  point  non  singulier  A.  Nous  supposons 
qu'elle  n'aille  pas  passer  par  un  nœud,  et  nous  allons  montrer 
dans  ces  conditions  que,  si  cette  demi-caractéristique  ne  coupe 
tout  cycle  analytique  quen  un  nombre  fini  de  points,  elle  se 
réduit  nécessairement  à  un  cycle. 

Partageons  la  sphère,  d'abord  en  deux  calottes  sphériques  S| 
et  S2  par  un  cycle  analytique.  Comme  la  caractéristique  étudiée 
ne  rencontre  ce  cycle  qu'en  un  nombre  fini  de  points,  il  arrivera 
un  moment  où  elle  restera  toujours  dans  Tune  des  deux  calottes 
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spK^m-î^ues,  soit  S|.  Celle-ci  devra  contenir  A;  sinon,  nous  la  par- 

^g^x*îons  en  un  certain  nombre  de  parties  par  des  cycles,  et  il  y 

en     st^uftrait  nécessairement  une  dans   laquelle   la   ligne    resterait 

toiijovRrs,  cela  pour  la  même  raison  que  plus  haut;  finalement,  on 

arrRA^-^rait  à  avoir  des  cycles  de  plus  en  plus  petits,  à  Tintérieur 

^^scj  tji  ^Is  resterait  toujours  la  caractéristique,  cycles  qu'on  pourrait 

i^Mir^    t^^ndre  vers  zéro,  et  alors  le  point  limite  serait  un  foyer,  ce 

^^**    ^si  incompatible  avec  l'hypothèse  que  tout  cycle  ne  coupe  la 

^^-^^•**l>e  qu'en  un  nombre  fini  de  points.  Revenons  donc  à  la  calotte 

^«    >     On  la  décomposera  encore  en  deux  parties,  et  la  caracléris- 

^^'-^e    finira  par  rester  dans  l'une  d'elles,   celle  qui  contient  A, 

^^-^'^"^rne  le  montre  toujours  le  même  raisonnement.  Finalement 

l^^^^-^^s    aurons  une  série  de  cycles  de  plus  en  plus  petits  contenant  A, 

^'  •iiRtérieur  desquels  restera  la  courbe;  celle-ci  va  donc  repasser 

^^*"    1^  point  A,  et  nous  avons  bien  un  cycle,  comme  nous  voulions 

''^•^--^lir. 


^0«   Une  considération  d'une  grande  importance  est  celle  du 

^^■^■^l'ïre  des  points  où  un  arc  de   courbe  donné  sur  la   sphère 

^^^^l:ie  une  caractéristique,   c'est-à-dire  le  nombre  des  contacts 

^^^  t  arc.  Pour  un  arc  analytique  régulier  ou  formé  d'un  nombre 

^      ^    ^'arcs  réguliers,  le  nombre  des  contacts  sera  nécessairement 

^  •     Soit  donné  dans  le  plan  un  arc  pris  entre  deux  points  A 

^^    de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

^^lierchera  les  contacts  de  cet  arc  en  écrivant  qu'en  un  point 
^      >  ,>^)  de  cette  courbe,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 


à  la  valeur  de  ~-  donnée  par  l'équation  diflérenlielle,  d'où 

^^  conclut 

V  àF      V  ^P 
ox  dy 

Les  intersections  des  deux  courbes  précédentes  comprises  entre 
A  et  B  donnent  les  contacts  cherchés.  Si  les  deux  courbes  étaient 
tangentes  en  un  point,  il  y  aurait  plusieurs  contacts  confondus, 
et  alors  la  caractéristique  en  ce  point  aurait  un  contact  d'ordre 
supérieur  avec  l'arc  donné.  En  tenant  compte  du  degré  de  multi- 
plicité, on  voit  que  les  nombres  des  contacts  d^un  cycle  sans 


E 
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point  arif^itleiix  et  ne  passant  pas  par  un  point  singulier  es-^ 
toujours  un  nombre  pair;  c'est  une  conséquence  immédiate  de 
ce  que  deux  courbes  fermées  de  la  sphère  ont  un  nombre  pair  de 
points  de  rencontre. 

Si  le  cycle  a  un  point  anguleux,   le  résultat  précédent  ne  sub- 
siste pas  sans  modification,  carie  point  anguleux  figure  parmi  les 
contacts.  Nous   supposons  que  le  point  anguleux  est  un  point 
ordinaire  pour  l'équation.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  la  carac- 
téristique passant  par  le  point  anguleux  traverse  ou  non  le  cycle. 
Dans  le  premier  cas,  un  cycle  peu  différent  du  cycle  donné,  mais 
sans  point  anguleux,  n'aura  pas  de  contact  voisin  du  point  an- 
guleux, et,  par  suite,  pour  le  cycle  donné,  nous  avons  un  contact 
de  plus  que  pour  le  cycle  auxiliaire;  la  parité  sera  donc  différente 
pour  les  deux  cycles,  et  nous  pouvons  dire  alors  que  le  point 
anguleux  change  la  parité  du  nombre  des  contacts.  Dans  le 
second  cas,  il  y  aura  pour  le  cycle  auxiliaire  un  contact  voisin  du 
point  anguleux,  et  le  point  anguleux  ne  change  pas  la  parité  du 
nombre  des  contacts, 

H.  Si  l'on  joint  deux  points  A  et  B  d'une  caractéristique  par 
un  arc  de  courbe  qui  n'ait  avec  la  caractéristique  d'autre  point 
commun  que  ses  deux  extrémités  A  et  B,  Tare  de  courbe  et  Tare 
de  caractéristique  compris  entre  les  deux  points  formeront  par 
leur  ensemble  un  cycle  sphérique.  Mais  deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter, et  celte  distinction  est  d'une  grande  importance.  En  pre- 
mier lieu,  les  deux  branches  de  courbes  formées  par  la  caracté- 
ristique prolongée  au  delà  de  A  et  B  sont  toutes  deux  intérieures 
ou  toutes  deux  extérieures  au  cycle  formé  par  les  deux  arcs.  Nous 
dirons  dans  ce  cas  que  l'arc  de  courbe  sous-tend  l'arc  de  caracté- 
ristique. En  second  lieu,  les  deux  branches  prolongées  au  delà 
de  A  et  B  sont  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure  au  cycle  formé 
par  les  deux  arcs;  nous  dirons  alors  que  l'arc  de  courbe  sur^tend 
l'arc  de  caractéristique. 

Ces  définitions  posées,  considérons  un  arc  de  caractéristique 
ne  passant  par  aucun  point  singulier  et  sous-tendu  par  un  arc  de 
courbe  AB. 

Nous  allons  montrer  que  le  nombre  des  contacts  de  cet  arc 
de  courbe  est  impair.  Supposons  que  Tare  de  courbe  AB,  supposé 
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analytique,  soit  représenté  par  Téquation 

On  pourra  définir  l'arc  de  caractéristique  par  les  deux  équations 

de  ~  ^'        dt  ~    ' 

et,  puisqu'il  ne  passe  par  aucun  point  singulier,  on  peut  admettre 
qu'on  va  de  A  en  B  sur  la  caractéristique,  en  faisant  varier  ^de  ^o 
à  ^i(/o<I  ^i)'  Puisque  l'arc  AB  de  la  courbe  F  sous-tend  la  carac- 
téristique, la  fonction 

quand  on  substitue  les  expressions  des  coordonnées  a:  et  j/*  de  la 
caractéristique,  passera  d'un  signe  à  un  autre,  par  exemple  du 
positif  au  négatif,  quand  t  passera  par  t^^  et  du  négatif  au  positif 
quand  t  passera  par  t^  ;  la  dérivée  de  F(a:,^)  par  rapport  à  /, 
c'est-à-dire 

ùx  dy 

sera  donc  négative  au  point  A  et  positive  au  point  B.  Faisons 
maintenant  décrire  à  (^,^)  l'arc  ABdeF;  l'expression  précédente 
s'annulera  un  nombre  impair  de  fois,  et,  par  suite,  le  nombre  des 
contacts  de  Varc  est  impair. 

12.  Dans  le  théorème  précédent,  l'arc  de  caractéristique  ne 
passait  par  aucun  point  singulier,  car  un  point  singulier  ne  peut 
être  atteint  que  pour  /  =00,  et  nous  n'avons  plus  alors  de  démon- 
stration. On  peut  présenter  autrement  la  démonstration  du  théo- 
rème précédent,  en  supposant  alors  que  la  fonction  F(x,y)  n'est 
pas  seulement  définie  dans  le  voisinage  de  l'arc  sous-tendant  AB, 
mais  pour  tous  les  points  à  l'intérieur  du  cycle  formé  par  cet 
arc  et  la  caractéristique.  Il  résulte,  en  eflet,  de  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut  que  la  fonction 

V{x,y) 

s'annulant  en  A  et  B,  et  passant,  quand  {^y  y)  décrit  la  caracté- 
ristique, du  positif  au  négatif  en  A  et  du  négatif  au  positif  en  B, 
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passera  sur  Tare  de  caractéristique  par  un  nombre   impair  de 
maxima  ou  de  minima.  Or,  pour  ces  maxima  ou  minima,  on  a 

c'est-à-dire  que  celte  dernière  courbe  coupe  l'arc  de  caractéris- 
tique en  un  nombre  impair  de  points.  Or  cette  courbe  est  analy- 
tique ;  elle  coupe  donc  le  cycle  formé  par  la  caractéristique  et  l'arc 
sous-tendant,  lui-même  analytique,  en  un  nombre  pair  de  points. 
Il  faut  donc  que  les  contacts  sur  l'arc  sous-tendant  soient  en 
nombre  impair;  c'est  le  théorème  du  paragraphe  précédent.  Dans 
le  raisonnement  précédent,  on  a  supposé  que  les  point3  de  ren- 
contre de  la  courbe  (3)  avec  le  cycle  étaient  des  points  simples 
correspondant  à  des  contacts.  Le  cas  où  la  caractéristique  passerait 
par  un  col  demande  un  examen  particulier,  car  la  courbe  (3)  passe 
en  ce  point.  Si  la  caractéristique,  arrivée  en  un  col,  continue  par 
la  courbe  ayant  même  tangente,  la  courbe  (3)  traversera  au  col 
la  caractéristique;  la  courbe  F(^,  j^)  =  F(:ro,  j^o)?  en  désignant 
pdLT  {xq, yo)  les  coordonnées  du  col,  traversera  aussi  en  général 
la  caractéristique,  et  la  fonction  F  n'aura  au  col  ni  maximum,  ni 
minimum;  un  point  est  donc  à  défalquer  dans  rénumération  des 
contacts,  et  nous  avons  alors  un  nombre  pair  pour  les  contacts 
de  rare  sous-tendant. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  caractéristique  arrivée  à  un 
col  soit  considérée  comme  se  continuant  par  un  arc  n'ayant  pas 
même  tangente.  Étudions  la  disposition  de  la  courbe  (3),  de  la 
courbe  F  =  Fq  et  du  cycle  dans  le  voisinage  du  col  (^o>^o)î 
nous  pouvons  supposer  (xq  =  o,  j^q  =  ^)  et  que  de  plus 

-\.    ^^  JC  -T~  .  «   .   } 

X  étant  négatif.  Le  cycle  est  formé  d'une  courbe  tangente  kOx 
et  d'une  courbe  tangente  à  Oy,  La  courbe  F  =  F©  a  pour  tangente 

la  droite 

aar-h  ^y  =  o 

en  posant  F  =  F©  4-  a^4- Aj3j^4-. . .  ,  et  la  courbe  (3)  a  pour 
tangente 
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Ces  deux  dernières  droites  ne  sont  pas  dans  le  même  quad|rant. 
Si  la  courbe  F  =  F©  traverse  le  cycle  au  col,  la  courbe  (3)  ne  le 
tj'raversera  pas;  nous  aurons  alors  au  col  deux  points  de  rencontre 
de  (3)  avec  le  cjcle,  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum  pour 
F.  Au  contraire,  si  (3)  traverse  le  cycle,  nous  ne  devons  plus 
compter  le  col  que  pour  un  point  de  rencontre  ;  mais  il  y  a  alors 
maximum  ou  minimum  pour  F,  puisque  alors  la  courbe  F  =  F,, 
ne  traverse  pas  le  cycle.  Dans  les  deux  cas,  la  conclusion  est  la 
même  pour  ce  qui  concerne  la  parité  du  nombre  des  contacts;  ici, 
comme  au  paragraphe  précédent,  le  nombre  des  contacts  de  l'arc 
souS'tendant  sera  un  nombre  impair, 

13.  Dorénavant,  quand  nous  suivrons  une  caractéristique,  nous 
prendrons  pour  son  prolongement,  si  nous  rencontrons  un  col, 
un  arc  de  caractéristique  n^ ayant  pas  même  tangente  au  col. 
Ce  prolongement  pourra  nécessairement  alors  se  faire  de  deux 
manières  différentes,  car  on  peut  prendre  Tare  de  droite  ou  l'arc 
de  gauche  par  rapport  à  celui  que  l'on  suivait  d'abord.  Cette  façon 
de  procéder  peut  paraître  au  premier  abord  singulière;  il  pourrait 
sembler  plus  naturel  de  suivre  l'arc  ayant  même  tangente,  ce  qui 
ne  donnerait  lieu  d'ailleurs  à  aucune  indétermination;  mais  alors 
nous  n'aurions  plus  un  nombre  impair  de  contacts  pour  un  arc 
sous-tendant,  et  l'on  ne  peut  arriver  à  quelques  résultats  généraux 
que  moyennant  cette  condition. 

On  peut  démontrer,  pour  les  arcs  qui  sur-tendent  un  arc  de 
caractéristique,  un  théorème  analogue  à  celui  des  §§  11  et  12. 
Seulement,  le  nombre  des  contacts  sera  pair. 

14.  Parmi  les  arcs  analytiques  tracés  sur  la  sphère,  les  arcs 
sans  contact  présentent  un  intérêt  particulier.  Considérons  un 
arc  sans  contact  ADB,  et  soit  Mq  un  point  de  cet  arc;  par  ce  point 
passe  une  caractéristique  que  nous  suivons  dans  un  certain  sens, 
et  supposons  qu'en  la  suivant  ainsi  nous  rencontrions  une  nou- 
velle fois  Tare  ADB  au  point  M|.  On  remarquera  d'abord  que 
l'arc  MoM,  sur^tend  l'arc  de  caractéristique  MoCMi,  car,  s'il  le 
sous-tendait,  il  y  aurait  un  nombre  impair  de  contacts  sur  l'arc 
MoDMi,  un  au  moins,  par  conséquent;  ce  qui  est  impossible, 
puisqu'il  est  sans  contact.  Ensuite,  si  l'on  continue  à  suivre  Tare 
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MqCM,,  de  caractérislique,  je  dis  qu'on  ne  rencontrera  plus 
Tare  MoDM,  ;  car,  si  Ton  avait  Tare  M4FM2,  îl  serait  nécessaire- 
ment sous-tendu  par  M1M2,  ce  qui  ne  se  peut. 

Ceci  posé,  soit  Nq  un  point  voisin  de  Mq  et  à  gauche  de  MoM| 
sur  Tare  AB  (Jlg-  9)  ;  par  le  point  N©  passe  un  arc  de  caractéristique 

f ig.  9- 


voisin  du  premier.  Il  viendra  rencontrer  AB  en  un  point  N|  à 
j;auche  de  Mi,  car,  dans  le  cas  contraire,  il  devrait  rencontrer 
MoCM|.  Si  donc  nous  considérons  le  cycle  NoC'Ni  DMoN©,  ce 
cycle  ne  rencontre  la  caractéristique  MoCMi  qu'en  un  seul  point 
Mo.  D'après  nos  définitions  du  début,  la  caractéristique  considérée 
est  une  spirale. 

15.  De  ce  résultat  nous  allons  déduire  une  proposition  extrê- 
mement intéressante  rciativenient  à  la  nature  des  caractéristiques. 
Envisageons  une  caractéristique  de  la  nature  de  celle  que  nous 
étudions,  c'est-à-dire  qui,  prolongée  indéfiniment,  n'aboutisse  pas 
à  un  nœud.  Cette  caractéristique  pourra  être  une  spirale.  Dans  le 
cas  contraire,  elle  rencontrera  au  moins  un  cycle  analytique  en 
une  infinité  de  points,  d'après  le  théorème  du  §  9.  Un  tel  cycle 
se  composera  d'un  nombre  fini  d'arcs  sans  contact.  Un  de  ces  arcs 
AB  au  moins  est  rencontré  une  infinité  de  fois  par  notre  caracté- 
ristique; en  suivant  la  caractéristique  à  partir  d'un  premier  point 
de  rencontre  M©  avec  AB,  on  en  rencontre  nécessairement  un 
second  M|  et  les  conclusions  du  paragraj)lie  précédent  sont  appli- 
cables. La  caractéristique  est  donc  une  spirale.  Nous  arrivons  donc 
à  la  conclusion  suivante  : 

Toute  caractéristique  n^ aboutissant  pas  à  un  nœud  est  un 
cycle  ou  une  spirale. 
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Cette  proposition  nous  donne  déjà  un  renseignement  précis 
Sur  la  forme  des  courbes  caractéristiques .  Avant  de  continuer 
cette  étude,  revenons  à  l'équation  différentielle  et  cherchons  si 
nous  ne  pourrions  pas  obtenir  quelque  représentation  analytique 
de  l'intégrale. 

III.  —  Quelques  représentations  analytiques  des  intégrales. 

16.   Les  remarques  qui  vont  suivre  s'appliquent  à  un  système 

d'un  nombre  quelconque  d'équations;  prenons  un  système  de/? 

équations 

dT\  _  <y.r,  _       _  dxp 

X~~~~~'     ""•         mr  •    •    •    '  -^  > 

1  A.Î  ^P 

OÙ  nous  supposons  que  les  X  sonl  des  polynômes  de  degré  m 
en  ;ri,  . . . ,  o;^  ;  de  plus,  les  termes  du  plus  haut  degré  dans 
ces  polynômes  n'ont  pas  de  facteur  commun. 

M.  Poincaré  a  indiqué  un  développement  des  intégrales  de  ces 
équations.  Nous  considérerons  le  système 

dxj Xt __ 

et  nous  allons  chercher  à  obtenir  un  développement  des  x  consi- 
dérés comme  fonction  de  t.  Quand  les  x  sont  réels,  les  modules 
des  seconds  membres  des  équations  précédentes  sont  moindres 

<jue  -•  Soit 

un  système  quelconque  de  valeurs  réelles  des  x]  on  peut,  autour 

de  ces  points,  dans  les  plans  respectifs  des  variables  complexes 

jCi,  JTa,  . .  •  î  Xpj  décrire  des  cercles  de  rayon  p  tels  que  dans  ces 

cercles  on  ait 

X/ 


~T~    j\.  1      ~T~  •    •    •  ~|        A  p 


<  I. 


Ce  rayon  p  a  un  minimum  qui  n'est  pas  nul,  quelles  que  puis- 
sent être  les  quantités  réelles  j:J.  La  difficulté  pourrait  provenir 
du  cas  où  un  ou  plusieurs  des  :rf  serait  très  grand.  Soit,  par 
exemple,  x\  la  plus  grande  des  quantités  x%  nous  poserons 

^^       x"  *       i''  "*'  ^'' x~' 
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j;'  sera  très  petit,  et  les  y  de  modules  moindres  que  un.  Or,  en 
substituant  ces  valeurs  dans  l'inégalité  ci-dessus,  on  voit  qu'elle 
sera  certainement  vérifiée  pour  x'  suffisamment  petit,  quels  que 
soient  les  y  entre  —  i  et  -h  i  (en  tenant  compte  de  l'hypothèse 
faite  sur  les  termes  du  plus  haut  degré  des  X)  et,  par  suite,  nous 
pourrons  toujours  tracer  dans  le  plan  des  x  les  cercles  de  rayon 
fixe  p,  de  façon  à  avoir  l'inégalité  indiquée. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  que  les  x,  intégrales  de  l'équa- 
tion différentielle,  sont  des  fondions  holoniorphes  de  la  variable 
complexe  t  dans  une  bande  parallèle  à  Vaxe  réel,  ayant  cet 
axe  comme  médiane  et  une  épaisseur  2p.  Il  suffit  pour  cela 
de  nous  reporter  au  théorème  général  relatif  à  l'existence  des 
intégrales;  en  employant  les  notations  du  Tome  II  (p.  3 12)  et 
de  ce  Tome  (p.  91),  le  rayon  de  convergence  assurée  est  la  plus 
petite  des  deux  quantités 


'      M 


Nous  n'avons  pas  ici  à  considérer  le  nombre  a,  puisque  les 
seconds  membres  ne  dépendent  pas  de  t.  Nous  avons  d'autre  part 
b  =  p,  M  =  i,  et  par  suite  les  développements  s'effectueront  de 
proche  en  proche,  en  partant  d'un  système  de  valeurs  initiales 
réelles  et  en  faisant  décrire  à  t  l'axe  réel ,  à  l'aide  de  cercles 
de  rayon  p;  ceci  revient  à  dire,  comme  nous  l'avons  énoncé, 
que   les  intégrales  sont  holomorphes  dans  une  bande    d'épais- 


seur 2p. 


Il  est  alors  facile  d'obtenir  des  développements  en  séries.  Il 
suffit  de  faire  la  représentation  conforme  de  la  bande  sur  un 
cercle  de  rayon  un;  on  Tobtiendra  en  posant 


qui  revient  à 


71/ 
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et  il  est  immédiat  que  la  bande  et  le  cercle  de  rayon  un  se  corres- 
pondent uniformément.  Toute  intégrale  se  trouve  alors  holo- 
morphe  par  rapport  à  ;:  dans  ce  cercle,  et  elle  peut  être  dévelop- 
pée en  série  suivant  les  puissances  de  z. 
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17.  On  pourrait  obtenir  bien  d'autres  représentations  analy- 
tiques des  intégrales  :  je  proposerai  la  suivante.  Prenons  les 
équations 

dx,-  X/ 


d^      v/»H-xfH-...-T-"x;, 


(t  =   1,2,  ...,/?) 


et  reportons-nous  à  la  méthode  des  approximations  successives, 
et  notamment  au  Chapitre  V  de  ce  Volume  (p.  91).  Nous  aurons 
bien  ici  des  équations  rentrant  dans  la  classe  signalée,  car  les  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  des  seconds  membres  des  équa- 
tions précédentes  restent  moindres  qu'un  nombre  fixe  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  des  x.  Les  approximations  successii^es  nous 
conduiront  donc  à  des  développements  convergents  pour  toute 
valeur  réelle  de  t. 

11  est  clair  que  bien  d'autres  formes  pourraient  être  adoptées,  et 
l'on  se  trouverait  dans  les  mêmes  conditions  pour  une  infinité  de 
fonctions  a(xi  ,  • . . ,  Xp)  qui  conduiraient  à  des  équations 

dxi      ^  . 

du  type  que  nous  venons  de  considérer. 

18.  Les  développements  précédents,  qui  paraissent  au  premier 
abord  intéressants  pour  la  discussion  des  intégrales,  sont  en  réa- 
lité de  peu  d'importance  pratique.  On  ne  peut  savoir,  en  général, 
par  eux  ce  que  deviennent  les  x  quand  t  augmente  indéfiniment. 
Il  pourra  arriver  que  les  x  ne  tendent  vers  aucune  limite,  ou  bien 
les  X  tendront  vers  des  limites  déterminées.  Nous  pouvons  sup- 
poser, en  transformant  préalablement  les  équations,  s'il  est  né- 
cessaire, que  ces  limites  sont  finies;  soit  donc 

ai,  aj,  . . .,  ay, 

le  système  limite  des  x  pour  t  =  co.  Nous  allons  voir  facilement 
que  les  a  doivent  satisfaire  aux/>  équations 

X|(a7i,  ^i,  . . . ,  Xp)  =  0  (t  =  I,  2,  . . .  ,p). 

Remarquons  d'abord  que  l'intégrale  du  système 

dx\  dxp 

x7~ x7' 

p.  —  m.  n 
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répondant  aux  condilions  initiales  ^i,  . . . ,  ^^  se  comporte  régu- 
lièrement en  ce  point  si,  pour  ces  valeurs,  tous  les X ne  s'annulent 
pas,  c'est-à-dire  que  la  courbe  intégrale  aura  en  ce  point  une 
tangente  déterminée.  Or  soit  X/^  o  pour  ai,  ...^a^;  nous 
avons 


(it  = 


et  par  suite  /  ne  peut  augmenter  indéfiniment  quand  les  x  tendent 
vers  les  a. 

19.  Considérons  en  particulier  Téquation  diCTérentielle 

dx  _^  dy 
X    ~   Y  ' 

dont  l'étude  fait  Tobjet  de  ce  Chapitre.  Nous  pourrons  former  le 

système 

dx  \  dv  \ 


-=.  y 


dl        ^i^Xî^Y^  df        /h-X«-hY2 

Lorsque  t  augmentera  indéiiniment,  ou  bien  a:  el^  ne  tendront 
vers  aucune  limite,  ou  bien  le  point  {oc^y)  tendra  vers  un  point 
singulier.  Nous  arrêtons,  comme  nous  l'avons  dit,  à  un  nœud,  les 
intégrales  qui  passent  par  un  nœud  et  il  n'y  a  pas  à  parler  des 
foyers  qui  sont  des  points  asymptotiqnes.  Quant  à  une  intégrale 
passant  par  un  col,  nous  la  prolongeons,  comme  il  a  été  convenu, 
par  la  courbe  à  droite  ou  la  courbe  à  gauche  (§  13).  Après  avoir 
rencontré  une  première  fois  un  col,  une  caractéristique  peut  ren- 
contrer une  seconde  fois  un  col  ;  mais,  en  continuant  à  suivre  la 
caractéristique,  il  est  clair  qu'à  partir  d'un  certain  moment  elle 
ne  rencontrera  plus  de  nouveau  un  col,  à  moins  qu'elle  ne  soit  une 
intégrale  très  particulière  se  réduisant  à  un  cycle  contenant  un 
certain  nombre  de  cols.  Nous  pouvons  donc  nous  poser  le  pro- 
blème cV approfondir  C étude  des  caractéristiques  qui,  à  partir 
d'un  certain  moment,  ne  rencontrent  plus  de  points  singu- 
liers, et  dont  nous  savons  déjà  (§  13)  qu'elles  sont  des  spirales; 
c'est  ce  que  nous  ferons  dans  la  Section  suivante. 

20.  Mais  faisons  auparavant  une  dernière  remarque  relative 
aux  développements  que  nous  venons  de  considérer.  Dans  cer- 
tains problèmes,  notamment  en  Mécanique,  la  variable  indépcn- 
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dante,  à  savoir  le  temps,  sera  spéciOéc.  Dans  bien  des  cas,  on 
pourra  cependant  se  servir  des  développements  précédents.  Sans 
formuler  des  remarques  générales,  je  prendrai  l'exemple  des 
équations  du  mouvement  d'un  corps,  solide  pesant  autour  d'un 
point  fixe.  Les  équations  du  mouvement  sont  ici 

dr  dy' 

\  ^di  =(A^-B)/'^-+-M^(aroY'-7oT),         "^  =  ^ï -/'ï', 

où  /?,  y,  r  désignent  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
sur  les  axes  principaux,  et  y,  Y^'  ï'  ^^^  cosinus  de  ces  axes  avec  la 
verticale;  A,  B,  G  sont  les  moments  principaux  d'inertie  et 
(a:0,j^o>  -^o)  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  par  rapport  aux 
axes  d'inertie.  Ou  a  immédiatement  trois  intégrales  premières, 
celle  des  forces  vives,  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  la  verticale  du  point  de  suspension,  et  enfin  l'inté- 
grale 

Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  la  constante  devra  être 
prise  égale  à  l'unité. 

Élcrivons  l'intégrale  des  forces  vives  qui  est  ici 

(6)  A/>*-i-  By*-f-  G/-*— 2M^(aroY-+-7oY'-H'5oY'')  =  const. 

Ck>nsidérons  le  système  formé  par  les  équations 

.dp  ^       (B-.G)7r-t-M^(^o-f— ^of) 
di        A/>«-hB5r2H-Gr»-hY2_^Y'2-hY''4-+-A' 

l       d'z       A/?*-+-B^»-hGr«-+-Y2H-Y'«-4-Y'=*-4- a' 

et  les  quatre  équations  analogues  qui  diffère  seulement  du  sj^s- 
tème  (4)  par  la  présence  d'un  dénominateur  commun  dans  les 
seconds  membres,  et  la  variable  t  remplaçant  la  variable  /;  h  dé- 
signe une  constante  positive. 

On  pourra  intégrer  le  système  par  approximations  successives, 
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et,  étant  choisie  une  des  valeurs  initiales,  on  aura  pour 

des  fonctions  de  t  déterminées  pour  toute  valeur  finie  de  t.  Le 
système  admettant  les  intégrales  premières  (5)  et  (6),  les  y  reste- 
ront moindres  qu^un  nombre  fixe,  et  alors,  d'après  (6),  il  en  sera 
de  même  de/?,  y,  r.  La  relation  entre  /  et  t  est 

et  par  suite,  quand  t  augmentera  indéfiniment,  il  en  sera  de  même 
de  t.  On  aura  donc  une  solution  valable  depuis  la  valeur  initiale/» 
jusqu'à  une  époque  quelconque  t.  On  a  ainsi  une  solution  satis- 
faisante au  point  de  vue  du  calcul  numérique,  en  ce  sens  que  les 

fonctions  inconnues 

P^  q,  r.  Y,  ï',  Y* 

sont  représentées  par  des  développements  convergents  pour  toute 
valeur  finie  de  t,  cl  faire  croître  t  indéfiniment  revient  à  faire 
croître  t  indéfiniment.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut, 
les  développements  trouvés  n'auront  aucune  limite  ou  tendront 
vers  des  valeurs  des  six  quantités  précédentes,  annulant  les  se- 
conds membres  des  six  équations  diflerentielles  (4). 


rv.  —  Des  cycles  limites. 

21.  Comme  nous  l'avons  expliqué  au  §19,  nous  allons  consi- 
dérer les  caractéristiques,  qui  ne  sont  pas  des  cycles,  qui  à  partir 
d'un  certain  moment  ne  rencontrent  plus  de  points  singuliers 
et  n'ont  pas  un  foyer  comme  point  asymptotique.  Nous  savons 
déjà  (§  15)  qu'elles  sont  des  spirales.  11  va  être  facile,  en  complé* 
tant  les  théorèmes  de  la  Section  II,  d'approfondir  davantage  la 
nature  de  ces  caractéristiques. 

Une  demi -caractéristique,  comme  celle  que  nous  suivons  à 
partir  d'un  certain  point,  rencontrera  certains  cycles  analytiques 
en  une  infinité  de  points.  Un  tel  cycle  se  composera  d'un  nombre 
fini  d'arcs  sans  contact.  Un  de  ces  arcs  AB  au  moins  est  rencontré 
une  infinité  de  fois  par  la  caractéristique.  Ainsi,  si  l'on  considère 
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la  caractéristique  passant  par  le  point  Mq  de  Tare  sans  contact  AB, 
elle  rencontre  d'abord,  au  point  M<,  le  même  arc  AB.  Il  résulte 
des  explications  des  §  14  et  15,  que  le  point  suivant  Ma  de  ren- 


contre ne  sera  pas  entre  M©  et  M<  ;  il  sera  à  droite  de  M|,  c'esl-à- 
dire  entre  Mi  et  B.  Or,  nous  avons  une  infinité  de  points  de  ren- 
contre de  AB  avec  la  caractéristique,  et,  par  suite,  une  infinité 
de  points 

iVlOj       i»Mj        "lï        •  •  •  »       *'*/»î        •  •  •  > 

chacun  étant  sur  Tare  AB,  dans  la  figure,  à  la  droite  du  précédent. 
Il  en  résulte  que  M„  aura  une  limite  C.  Parce  point,  qui  n'est  pas 
un  point  singulier,  passera  une  caractéristique;  si  C  ne  coïncide 
pas  avec  Textrémité  B  de  Tare  sans  contact  AB,  la  caractéristique 
passant  par  C  ne  sera  pas  tangente  à  l'arc. 

Il  pourrait  arriver  que  C  coïncidât  avec  B  et  que,  en  B,  la  ca- 
ractéristique fût  tangente  à  BA.  Quoique  ce  ne  soit  là  la  source 
d'aucune  difficulté,  nous  pouvons  toujours  supposer  qu'il  n'en 
est  pas  ainsi,  car,  dans  cette  hvpothèse,  on  mènera,  par  B,  un  arc 
non  tangent  à  AB,  qui  sera  san^  contact  si  on  le  prend  assez  petit, 
et  sur  lequel  nous  pourrons  raisonner. 

Soit  donc  ce  la  caractéristique  passant  par  le  point  limite  C. 
On  voit  immédiatement  que  celie  caractérL%tique  est  un  cycle. 
En  effet,  la  caractéristique,  passant  par  M/i,  passe  par  un  point 
M/î+ij  compris  entre M«  et  C;  or,  [>our  n  très  grand,  M/,  est  aussi 
rapproché  que  l'on  veut  de  C.  Il  en  résulte  que  la  caractéristique, 
passant  par  C,  revient  passer  en  ce  point,  c'est-à-dire  qu'elle  est 
un  cycle. 

Soit  maintenant  D  un  point  sur  CC',  et  mtu(}n%  par  !>  on  arc 
analytique  Diy.  En  prenant  n  snffisammefit  grand,  il  est  clair  qae 
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la  caractéristique,  passant  par  M,|,  ira  rencontrer  DD',  et  Ton  aura 
sur  cet  arc  une  suite  de  points 

Pi>  p 

(si  la  rencontre  a  lieu  depuis  n  =o)  qui  se  comporteront  sur  DD', 
comme  se  comportaient  les  points  M  sur  AB.  La  limite  de  P«  sera 
le  point  D. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

La  demi-car ac té risiique  considérée  a  un  cycle  limite. 

Nous  donnons  le  nom  de  cycle  limite  à  la  caractéristique  CC\ 
qui  est  une  courbe  asymptote  autour  de  laquelle  s'enroule  1» 
demi-caractéristique  étudiée. 

22.  D'une  manière  plus  générale,  toutes  les  demi-caractéri»î- 
tiques,  passant  par  un  point  de  l'arc  AB,  auront  comme  cycle 
limite  le  cycle  CC,  si  l'on  suppose  qu'à  aucun  point  de  l'arc  AB 
ne  correspond  une  caractéristique  passant  par  un  col,  et  qu*au 
seul  point  C  de  l'arc  AB  correspond  un  cycle  limite.  En  effet, 
nous  avons  une  première  caractéristique  passant  par  M©  avec  le 
cycle  limite  CC.  Si  nous  prenons  Nq  voisin  de  M©,  nous  aurons  une 
caractéristique  voisine  de  la  précédente  et  définie  sans  ambiguïté 
dans  son  prolongement,  d'après  les  remarques  des  §  14  et  15,  on 
aura  des  points  de  rencontre  voisins  de  ]V1|,...,M„,  et  tous  à 
gauche  de  ces  points,  si  Nq  est  à  gauche  de  Mq.  En  prenant  N» 
suffisamment  voisin  de  Mq,  le  point  N|  sera  compris  entre  Mo  et 
M|,  et,  de  même,  ]N„  entre  M„_|  et  M^;  la  caractéristique  passant 
par  No  aura  donc  encore  CC  comme  cycle  limite.  En  allant  ainsi 
de  proche  en  proche,  on  voit  que  toutes  les  demi-caractéristiques 
correspondant  à  un  point  de  l'arc  AC  auront  le  même  cycle  li- 
mite CC. 

Envisageons  maintenant  les  points  de  l'arc  CB  qui  sont  de 
l'autre  côté  de  la  caractéristique. 

La  caractéristique  passant  par  le  point  C  revient  au  point  C, 
puisqu'elle  est  un  cycle.  Par  un  point  très  voisin  de  C,  sur  CB 
passera,  par  conséquent,  une  caractéristique,  qui  coupera  certai- 
nement, une  seconde  fois,  l'arc  CB;  on  se  trouve  alors  pour  l'arc 
CB  dans  les  mêmes  conditions  que  pour  Tare  CA  et  ii  en  résulte 
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que  ce  est  aussi  un  cycle  limite  pour  les  caractéristiques  passant 
par  un  point  de  CB.  Le  cycle  CC  est  donc  cycle  limite  pour 
deux  séries  de  caractéristiques,  qui  sont  les  unes  à  l^ intérieur 
du  cycle,  les  autres  à  V extérieur. 

Autour  de  CC  se  trouve  une  région  annulaire,  telle  que  toute 
demi-caractéristique  correspondant  à  un  point  de  cette  région  est 
asymptote  au  cycle  limite. 

De  plus,  on  peut,  dans  cette  région,  tracer  une  infinité  de 
cycles  sans  contact.  Considérons,  en  effet,  une  certaine  caracté- 
ristique; on  peut  tracer  dans  Tanneau  un  cycle  F  ne  rencontrant 
la  caractéristique  qu'en  un  seul  point.  Il  est  aisé  de  voir  que  F 
sera  un  cycle  sans  contact,  car  autrement,  on  aurait  une  demi- 
caractéristique  rencontrant  F  en  deux  points  et  alors  toute  demi- 
caractéristique,  passant  par  un  point  de  F,  rencontrerait  au  moins 
cette  courbe  en  deux  points,  et  il  en  serait  ainsi  de  la  caracté- 
ristique dont  nous  sommes  parti. 

23.  Les  deux  paragraphes  précédents,  joints  aux  considérations 
développées  dans  la  Section  II,  nous  donnent  des  renseignements 
précis  sur  la  nature  des  caractéristiques.  L'existence  des  cycles 
limites  est  un  point  capital  dans  la  théorie  de  M.  Poincaré.  Pour 
résumer  l'étude  précédente,  nous  pouvons  dire  que  les  caracté- 
ristiques, dont  la  continuation  ne  se  trouve  pas  arrêtée  par  un 
nœud,  sont  ou  bien  des  cycles^  ou  bien  des  courbes  asymptotes 
à  un  cycle  limite^  Le  cas  du  cycle  limite,  se  réduisant  à  un  point, 
correspond  aux  caractéristiques  qui  s'enroulent  autour  d'un  foyer. 

Si  nous  voulions  continuer  cette  étude  et  passer  de  la  partie 
qualitative  à  la  partie  quantitative  de  la  recherche  des  caracté- 
ristiques, il  faudrait  montrer  comment  on  peut  arriver  à  lixer 
approximativement  la  position  des  cycles  limites.  Nous  renverrons 
pour  cette  suite  aux  Mémoires  cités  de  M.  Poincaré,  où  l'on  verra 
que,  sinon  dans  le  cas  général,  du  moins  dans  bien  des  cas,  la 
question  peut  être  poussée  jusqu'à  son  terme. 

24.  Terminons  par  une  remarque  relative  aux  équations  algé- 
briques du  premier  ordre,  mais  de  degré  supérieur  en  -7^-   Un 

exemple  simple  va  nous  montrer  que  dans  ce  cas  la  nature  des 
caractéristiques  peut  être  très  différente  de  celle  que  nous  venons 
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(le  trouver  pour  les  équations  du  premier  ordre  et  du  premier 
«iegré.  Prenons,  en  effcl,  réquation  difTérenlielle  en  coordonnées 
polaires 

a  étant  une  constante. 

Si  des  coordonnées  polaires  on  passe  aux  coordonnées  reclî- 
H{^nes,  on  aura  une  équation  algébrique  en  x,  y,  -—-•  De  l'équa- 
tion 

,  dp 

VM~<^  —  p  )  (  0  —  a  ) 

il  résulte  que  nous  aurons  des  caractéristiques  comprises  entre  les 
deux  circonférences 

p  r-.  a,        p  =  b. 

Les  solutions  seront  périodiques,  si  a  est  commensurable. 
Mais,  si  a  est  incommensurable,  nous  aurons  une  courbe  qui,  à 
un  certain  moment,  ])Ourra  se  rapprocher,  autant  qu^pn  voudra, 
d'un  point  arbitrairement  choisi  dans  la  couronne,  et  qui  d'ailleurs 
s'en  éloignera  ensuite.  On  ii  là  une  circonstance  toute  différente 
de  celle  qui  se  présentait  pour  les  équations  du  premier  degré;  le 
prolongement  d'une  caractéristique  se  trouve  couvrir,  en  quelque 
sorte,  l'aire  tout  entière  de  la  couronne  comprise  entre  les  cer- 
cles p  =^  a  ci  p  =  b. 

Cet  exemple  montre  bien  l'intérêt  de  l'étude  résumée  au  para- 
raphe  précédent. 


«r 

ri 
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CHAPITRE  XL 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  POINTS  SINGULIERS  DES  ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  (>). 


I.  —  Théorèmes  fondamentaux. 

1.  Abordons  maintenanl  l'étude  d'une  classe  particulière  d'é- 
quations différentielles,  qui  a  fait,  depuis  trente  ans,  l'objet  d'un 
nombre  considérable  de  travaux;  ce  sont  les  équations  différen- 
tielles linéaires  et  homogènes.  On  entend  par  là  des  équations  de 
la  forme 

où  les  coefficients  p  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  œ, 
que  nous  supposerons  uniformes  dans  une  certaine  région  du 
plan  à  contour  simple  et  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que 
des  pôles. 

Pour  une  certaine  valeur  Xq  de  x,  qui  n'est  pas  un  point  sin- 
gulier des  />,  on  peut  se  donner  arbitrairement  la  valeur  d'une 
intégrale  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i .  Soient  donc  m 
intégrales  particulières 

yi,  yu    '".  ym 

déterminées  chacune  par  leurs  valeurs  initiales  pour  j:  =  :co  et 
par  celles  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i.  On  peut  sup- 

(*)  On  consultera  surtout  pour  ces  généralités  les  deux  Mémoires  classiques 
de  M.  Fuchs  {Journal  de  C relie,  t.  06  et  G8),  et  deux  Mémoires  de  M.  Thonié 
{Journal  de  Crelle,  t.  74  et  75).  Voir  aussi  la  Thèse  de  M.  Jules  Tannery  {Annales 
de  V École  Normale,  .1875). 
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poser  que  le  Tableau  de  ces  valeurs  initiales,  c'est-à-dire  le  déter- 
minant  suivant,  pris  pour  x  =  Xq, 


('^-) 


yi 

dx 

yt 

dvi 
dx 

y  m 
dy,n 

dx 

d'n-\y^ 

dx'"-^ 

d»n-\y,n 

ait  une  valeur  différente  de  zéro.  De  plus,  ces  solutions  particu- 
lières sont  toutes  holomorphes  à  l'intérieur  d'un  certain  cercle  F 
décrit  de  Xq  comme  centre. 

Ceci  posé,  considérons  une  intégrale  quelconques^;  elle  sera 
déterminée  par  la  valeur  qu'elle  prend  en  x^^  ainsi  que  ses  m  — i 
premières  dérivées.  Or,  formons  la  combinaison 


Ci7i  -i-G,7î~...H-Cm7 


m 


On  peut  choisir  les  constantes  C  de  manière  que  celle  expres- 
sion, ainsi  que  ses  ni  —  i  premières  dérivées,  soil  égale  ky  el  à 
ses  m  —  I  premières  dérivées  poura:  =  :ro.  On  aura,  pour  celte 
détermination,  à  résoudre  un  système  d'équations  du  premier 
degré  pour  lesquelles  le  déterminant  ne  sera  pas  nul  d'après  l'hy- 
pothèse faite  ci-dessus.  Or  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  qui 
prenne,  ainsi  que  ses  m  —  i  premières  dérivées,  des  valeurs  don- 
nées pour  un  point  non  singulier  Xq\  on  a,  par  suite. 

On  peut  donc  m^ec  m  intégrales  quelconques  {sauf  la  res- 
triction d'inégalité  mentionnée)  former  V intégrale  générale. 

Une  autre  conséquence  très  importante  à  tirer  de  ce  qui  précède, 
estqu'wnc  intégrale  quelconque  y  est  holomorphe  à  l' intérieur 
du  cercle  F.  Ainsi,  considérons  une  aire  A,  à  contour  simple, 
ne  comprenant  aucun  point  singulier  des  coefficients/?  de  l'équa- 
tion différentielle.  Pour  chaque  point  de  cette  aire,  nous  pouvons 
tracer,  autour  de  ce  point  comme  centre,  un  cercle  à  Finlérieur 
duquel  toulc  intégrale  est  holomorphe.  Le  rayon  de  ce  cercle 
peut  varier  avec  la  position  du  point,  quand  celui-ci  varie  dans  A, 
mais  son  minimum  n^est  certainement  pas  nul. 
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Par  suite,  l'extension  analytique  dans  la  région  A  peut  se  faire 
e  proche  en  proche  avec  un  cercle  de  rayon  Jixe  (le  cercle  de 
ayon  minimum)  et  nous  avons  celte  proposition  capitale  : 

Toute  intégrale  de  (i)  est  holomorphe  dans  une  région  du 
lan  à  contour  simple  ne  comprenant  aucun  des  points  singu- 
lers  des  coefficients  de  V équation  différentielle. 

Il  résulte  encore  des  considérai  ions  précédentes  que  les  inté- 
grales de  (i)  ne  peuvent  a^'oir  d^ autres  points  singuliers  que 
cireux  des  coefficients  p.  Nous  appellerons  ces  derniers  ha  points 
^^inguliers  de  l'équation  différentielle. 

2.  On  donne  à  tout  système  d'intégrales  ^^4,^2,  .  .  ',ymj  pour 
lequel  le  déterminant  (2)  n'est  pas  identiquement  nul,  le  nom 
^e  système  fondamental  d^inlégrailes.  On  doit  remarquer  qu'entre 
les  intégrales 

yii  y  11    •  •  •  >  y  m 

d'un  système  fondamental  n'existe  pas  de  relation  homogène  el 
I  inéairc  à  coefficients  constants  telle  que 

c^ar  en  difTérentiant  m  —  i  fois  cette  relation  et  éliminant  les  a, 
C5n  voit  que  le  déterminant  (2)  serait  nul. 

Réciproquement,  si  pour  m  fonctions  y  1,^21  •  •  ^^ym  de  x^  le 
déterminant  (a)  formé  avec  ces  fonctions  est  identiquement  nul, 
il  y  aura  entre  les  y  une  relation  de  la  forme  (3),  les  a  étant  des 
oonstantes.  Pour  le  montrer,  nous  pouvons  supposer  que  le  dé- 
t-erminant  d'ordre  m  —  i,  obtenu  en  supprimant  dans  (2)  la  der- 
nière ligne  et  la  dernière  colonne,  n'est  pas  identiquement  nul, 
oar  autrement  on  serait  ramené  du  cas  de  m  au  cas  de  /n  —  1 . 
Dans  ces  conditions,  nous  pouvons  former  Téquation  linéaire  E 
d'ordre  m  —  i  ayant  pour  système  fondamental  d'intégrales 

y\'i  yi')    •  •  •  »  y m—X' 

Le  déterminant  (a)  étant  nul,  y  m.  satisfera  à  l'équation  E  et, 
par  suite,  on  aura,  d'après  le  premier  théorème  du  paragraphe 


:i56 

précédent, 
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y  m  =  «l^l  -^  ^lyt  -^  "  '-^  ^m-l^m-U 


les  a  étant  des  constantes. 

3.  Revenons  à  la  région  A  du  plan  à  contour  simple,  où  les 
p  sont  des  fonctions  holomorphes  de  la  variable  complexe  x.  La 
méthode  des  apj)roximations  successives,  déjà  étudiée  à  diverses 
reprises  [voir  notamment  p.  88  de  ce  Volume),  permet  d'obtenir 
pour  toute  intégrale  un  développement  convergent  dans  cette  ré- 
gion; c'est  ce  que  nous  avons  déjà  dit  à  la  pa^e  92.  A  la  vérité, 
nous  supposions  que  la  variable  restait  réelle,  mais  l'extension  à 
la  variable  complexe  se  fait  d'elle-même,  comme  nous  avons  déjà 
eu  l'occasion  de  le  voir  (p.  yo,  en  note).  Nous  avons  donc  le 
théorème  suivant  (^)  : 

Toute  intégrale  de  V équation  (i)  peut  être  représentée  par 
une  même  série  dans  une  i^égion  quelconque  du  plan  à  contour 
simple  ne  comprenant  aucun  point  singulier  de  l'équation 
différentielle. 


i.  Abordons  maintenant  l'étude  des  points  singuliers.  Nous 
allons  supposer  que,  dans  une  certaine  région  du  plan,  les  coeffi- 
cients p  aient  comme  points  singuliers  des  pôles.  Soit  a  un  de 
ces  points;  il  pourra  cire  un  point  singulier  pour  les  intégrales 
de  l'équation  différentielle. 

Parlons  d'un  sjslùme  fondamental 


yu  yt 


yms 


iléfini  dans  une  certaine  aire  voisine  de  a  et  ne  contenant  pas  ce 
point.  Si,  parlant  d'un  point  de  cette  aire,  nous  faisons  décrire  à 
la  variable  x  un  contour  fermé  autour  du  point  a,  il  arrivera,  en 
général,  que  nous  ne  retrouverons  plus  le  système  initial.  Mais, 
comme  l'éqiialion  différentielle  n'a  pas  changé,  nous  retrouverons 


(*)  Pour  les  appIicuiioDs  de  la  méthode  des  approximations  successives  aux 
équations  linéaires,  on  pourra  consulter  une  Note  que  j'ai  publiée  dans  le  Bul- 
letin de  ta  Société  mathématique  (>8i)|). 
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lin  autre  système  d'Intégrales  de  la  même  équation 


il' 


on  aura 


*  1>       ■  î»       •  •  •  1       »  m» 


Yj  —  an  yi  -h  au  y^ 


Y/n=  Clnityi  ~*~  ^mtyt-^  ...  -h  Ctmmymt 

les   a   étant  des  constantes.  Nous  allons   chercher  si  Ton  peut 
trouver  une  intégrale 


W  =  «l^lH-aî^î-^---  -^^my 


mt 


qui  se  reproduirait,  à  un  facteur  constant  près,  par  la  circulation 
précédente.  Après  avoir  tourné  autour  de  a,  nous  avons,  pour  w, 
une  valeur  U,  et  l'on  a 


U  =  «1  Yi-H  ajYj-K  . . .  -h  a;„  Y 


m- 


Écrivons  donc  que 

«1(011  J'i -+-...-+- «im/m) -+- «îC^îl  ^1-4-.  .  .-H  «î/nj^/n  )-+-..  . 

Or,  il  ne  peut  pas  exister  de  relation  linéaire  et  homogène  à 
coefficients  constants  entre  les  y;  sinon,  le  déterminant  (2)  serait 
identiquement  nul.  On  aura  donc 


«1(011— K)^- «2  «Il  -^  -"-^(^maml 

Qti  a, 2  H-  aj  (aji—  fx)  H-  . . .  -4-  d^ami 


=  o, 
—  o. 


«lOl/nH-aiOî 


m 


-+-...  H-  a/n(0/w/n— K)  —  O, 


et  on  en  conclut 


(3) 


«u 

K 

«21 

•    •    • 

«/ni 

«21 

«22         [^ 

•     •    • 

«/n2 

«im 

«2  m 

•    •     • 

a 

m/n        K 

=  o. 


Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  de  cette  équation  de  degré  nt 
en  lA  sont  des  invariants,  c'est-à-dire  sont  indépendantes  du  système 
fondamental  dont  on  est  parti.  En  effet,  toute  combinaison  li- 
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néaire  des  r  est  une  combinaison  linéaire  des  éléments  z  d^un 
autre  système  fondamental  et  inversement;  par  suite,  à  toute  com- 
binaison linéaire  des  j^,  se  reproduisant  au  facteur  [x  près,  corres- 
pond une  combinaison  des  Zy  se  reproduisant  au  même  facteur  a. 
Les  équations  de  la  forme  (3),  correspondant  à  l'un  et  Tautre 
système,  ont  donc  mêmes  racines. 

Remarquons  encore  que  l'équation  (3)  ne  peut  avoir  de  racine 
nulle,  car  le  déterminant  |  a/A  |  devrait  être  nul,  et  alors  les  Y  el, 
par  suite,  les  y  ne  formeraient  pas  un  système  fondamental. 

5.  Supposons  que  Téquation  (3)  ait  ses  racines  distinctes. 
Aux  m  racines 

correspondront  m  intégrales 

ces  intégrales  seront  linéairement  indépendantes,  car,  si  Ton  avait 
entre  elles  une  relation  à  coefficients  constants, 

En  faisant  faire  un  tour  à  x  autour  de  ûf,  on  aurait 

Al  ji,  Ml  H-  X 2  [1,  M,  -f- .  .  .  -T-  km  y-m  "m  =  O, 

et  donc,  d'une  manière  générale, 

Â-,  \l\  Ux  -i-  ki  [xj  «1  -h  .  .  .  H-  ÂVm  [xi,  Mm  =  o     (  t  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  m  — i). 

Ces  m  relations  sont  impossibles,  car  on  en  déduirait  que  le  dé- 
terminant de  Vandermonde  relatif  aux  a  est  égal  à  zéro. 

Ainsi  donc,  pour  le  cas  général  où  Téquation  (3)  n'a  pas  de 
racines  égales,  on  a  un  système  fondamental  d^ intégrales  ci,, 
//2,  . . . ,  «m?  s^  reproduisant  respectivement  multipliées  par  les 
constantes  jjL|  ,  1x3, . . . ,  jjl;„,  quand  x  tourne  autour  de  a. 

On  peut  aisément  donner  la  forme  analytique  générale  de  ces 
intégrales.  La  fonction 

se  reproduit  multipliée  par  e^^^',  quand  x  tourne  autour  de  a;  si 
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<lonc  on  a 

gîTtr,/ =:  M,  ou  Ti   =    ^.logUi, 

*  7.TZI 

on  voit  que  l'on  a 

!3i  (x)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  On  a,  d'une  manière 
générale,  les  m  intégrales 

Ui=  (:r— a)'-.<pi(ar)  {i  =  i,  2,  ...,  m) 

les  ;5  étant  uniformes  autour  de  a. 

6.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (3)  ait  des  racines 
multiples.  Nous  allons  montrer  que,  s'il  y  a  des  racines  multiples 
d'ordre  a,  p,  .,.,  on  peut  s'arranger  de  manière  que  les  intégrales 
se  partagent  en  groupes  de  a,  ^,  . . .  lettres,  de  telle  sorte  que  \Li 
désignant  la  racine  d'ordre  a,  on  ait  pour  les  a  intégrales  que 
nous  désignerons  paror^,  X2',  ...,  x^la  substitution  linéaire,  cor- 
respondant à  une  circulation  autour  de  a^ 

f  xi     [xiar,, 


et  des  substitutions  analogues  pour  les  autres  groupes  de  lettres. 
Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  le  supposerons  vrai  pour 
m  —  I  lettres  et  nous  montrerons  qu'il  est  vrai  pour  m.  Nous  par- 
lons donc  de 

y  11  yi^    •••»  ym\ 

on  peut  toujours  supposer  que  l'on  remplace  ce  système  par  un 
autre  système  y^  x^,  x^^  ...,  Xm-Kt  pour  lequel  la  substitution 
correspondant  à  la  circulation  autour  de  a  sera  exprimée  par  le 
Tableau 

y       v-\y^ 

xi         Xi     —  X,j, 
Xi         Xj     -^  Xjj^, 


^m-l      X/zi-i-h  A,„_i^, 


26o  CHAPITRE   XII. 

les  X  étanl  des  fonctions  linéaires  en  Xi,  x^,  ...,  Xm-f  Les  ra 

cines  de  l'équation  en  [x  relative  aux  j',  que  nous  savons  être  de 

invariants,  se  composent  de  [jL{  et  des  racines  de  l'équation  de  de 

gré  m  —  I  relative  aux  formes  linéaires  X| ,  X2,  . .  • ,  X,„_, .  Si  [jl 

est  une  racine  de  degré  a,   elle  sera,  pour  cette  dernière  équa 

tion,  de  degré  a  —  i.  D'après  l'iiypothèse  admise  que  le  théorèm 

est  vrai  pour  m  —  i  lettres,  nous  pouvons  faire  sur  a:,,  X2y  • .  • 

Xm-i  une  substitution  telle  que  nous  ayons  pour  elles  les  substiti: 

tions  de  la  forme  indiquée;  nous  n'aurons  cependant  pas  encor 

la  forme  voulue,  sauf  pour  le  premier  groupe  de  a  lettres  corres 

pondant  à  la  racine  jjL|,  à  cause  des  termes  en  y,  qui  ne  doivei 

pas  figurer  dans  les  groupes  suivants.  Mais  il  suffit  alors  de  ren 

placer 

Xi     par     Ti—kiy  («Ll 

ki  étant  une  constante  convenable,  pour  que  la  substitution  ait 
forme  indiquée.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  substitution  relatives 
Xi  est 

Xi,       lliXi-hlijr, 

nous  substituerons  à  la  variable  Xi  la  variable 
elle  se  transforme  alors  en 

IXiXi—  Aiiiy-+-  lijr, 

c'est-à-dire 

[ii{xi—  ky)  -h  k  (  \Li—  fji,  )y  -\-  liy. 

Si  donc  on  choisit  k  de  manière  que 

ce  qui  est  possible,  puisque  i^-i^  [t-i,  on  aura  effectué  la  transfor 
mation  cherchée. 

7.  Nous  pourrions  nous  servir  de  la  forme  de  la  substitutioi 
(4)  pour  trouver  une  expression  analytique  de  Xi,  X2,  •  . .,  Xq 
Nous  procéderons  autrement,  en  considérant  une  équation  auxi 
liaire  qui  reviendra  souvent  par  la  suite.  Soit  une  première  inté 
grale 
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Tpt  (-^)  ^^^^^  uniforme  dans  le  voisinage  de  «.  Posons 

y  =yi  f  -^^*' 

;5    satisfera  à  une  équation  différentielle  d'ordre  m  —  i  de  même 
forsYie  que  la  proposée 

Al.  cette  équation  d'ordre  m  —  i  correspond  une  équation  en  [jl 
anatl  ogue  à  (3)  et  de  degré  m  —  i;  ses  racines  seront  les  racines 
d^  (  3),  prises  à  l'exclusion  de  |X|,  divisées  par  [jL|.  Dans  le  cas  ac- 
tuel ^  si  Ti  correspond  à  la  racine  multiple  [t-i  d'ordre  a,  nous 
auLK^ons  pour  Téquation  en  z  une  racine  multiple  d'ordre  a — i 
ég'ail  à  un.  L'équation  en  ^  a  donc  au  moins  une  intégrale  uni- 
for^KmrM.e  autour  de  a.  On  opérera  sur  l'équation  en  z  comme  on  a 
oi>^x*c  sur  l'équation  en  jKj  t't  finalement  on  obtient  un  groupe 
d<5     oc    intégrales 

yi=y\  j  dxz  I  udx, 


yt 


y^r=iy^  l  dxz  I  d  ux  1  ...    /  wdx^ 


^^    ^3^   — I  fonctions^,  u^  .,.,  (v  étant,  comme  cpi,  uniformes  dans 
^''^^îsinage  de  a.  Les  intégrations  successives  montrent  que  j^/ est 
*  ^   forme 

-^'  ^"^  Cjt— a)''»{?o/(^)-T-cpu(^)log(jr--a)-h...-f-cpi_i,i(a^)[log(j---.a)]'-ï  J 

^    "^  étant  uniformes. 

*    «st  à  remarquer  d'une  manière  générale  que  les  fonctions 

foi»       ?U7       ?5J>        •••,       <P*-1,I> 

^^^»  fîcients  des  puissances  les  plus  élevées  des  logarithmes,  sont 
^^^s    un  rapport  constant,  comme  il  résulte  de  suite  du   calcul 
*Ucfiçssjf  des  intégrales. 

P.  —  m.  i8 
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8.  Nous  avons  donc  maînlenant  la  forme  analytique  générale 
des  intégrales  dans  le  voisinage  d^un  point  singulier,  forme  où 
figurent  des  fonctions  uniformes  autour  de  a,  ayant  en  général 
ce  point  comme  point  singulier  essentiel. 

Supposons  que  l'équation  proposée  ait  une  intégrale  pour  la- 
quelle toutes  les  fonctions  uniformes,  qui  figurent  dans  son  ex- 
pression comme  coefficients  des  logarithmes,  aient  le  point  a 
comme  pôle:  nous  allons  montrer  que  Téqualion  aura  au  moins 
une  intégrale  de  la  forme 

'f{x)  ayant  a  pour  pôle. 
Désignons  en  effet  par 

y  =:z  (x  —  ay  ^^  X  -i-  h  log(a:  —  a)  -h. . .-+-  L  [Iog(jr —  a)]»} 

cette  intégrale  ;  les  coefficients  A,  .  • . ,  L  sont  des  fonctions  de  x 
ayant  au  plus  a  pour  pôle,  et  L  n'est  pas  identiquement  nul.  Si  Ton 
fait  tourner  x  autour  de  a,  l'intégrale  y  se  transformera  en  Y,  et 
si  l'on  forme  la  combinaison 

on  aura  une  nouvelle  intégrale  qui  sera  de  la  forme 

(a:-a)'-JA,H-B,log(x  — a)-^-...-^Li[log(:r  — a)]«-»}, 

où  L{  n'est  pas  identiquement  nul  et  où  les  Ai»  •  •  •«  l^i  ont  au 
plus  a  pour  pôle.  Kn  continuant  ainsi,  on  arrive  à  une  intégrale 
de  la  forme 

cp(j:)  ayant  au  plus  a  pour  pôle  et  ^(j:)  n'étant  pas  identiquement 
mil  :  c'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

En  augmentant,  s'il  est  nécessaire,  r  d'un  entier  convenable, 
on  peut  admettre  que  <f{x)  est  holomorphe  autour  de  a  et  ne 
s'annule  pas  pour  x  =  a. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  Téquation  admettrait  s  inté- 
grales linéairement  indépendantes^  pour  lesquelles  les  coefficients 
des  diverses  puissances  des  logarithmes  auraient  seulement  des 
pôles  en  a,  nous  aurons  d'abord  une  intégrale^!  de  la  forme 

^j  =  (d7  — a)''çp(x). 
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'^(jr)  élant  holoinorplie  en  /'/,  el  'f  (a)  étant  différent  de  zéro.  Je 
|)Ose 

la  fonction  z  satisfera  à  une  équation  d'ordre  m  —  i. 

OÙ  les  fj  ont,  comme  les  /?,  le  point  a  pour  pôle.  Je  dis  que  cette 
rquationaura  s  —  i  intégrales  linéairement  indépendantes  de 
r espèce  indiquée. 

Soient  en  effet  ^'1,^3.  . . . ,  jv  'es  s  intégrales  de  l'équation  en  y 
<1out  nous  avons  supposé  l'existence,  l'équation  en  z  admettra 


dx\yxj  dx\yj 


4|ui  seront  linéairement  indépendantes  et  de  la  nature  voulue. 
Mlles  sont  linéairement  indépendantes,  car,  si  l'on  avait 

4m  en  conclurait 

ciyx  —  Ciyt-^-.,,-^  Csys  =  o , 

ce  qui  n'a  pas  lieu. 

U.  —  Équations  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières 

en  un  point  singulier. 

9.  Un  cas  très  simple,  particulièrement  étudié  par  M.  Fuchs, 
est  celui  oii^pour  foutes  les  intégrales^  les  o  n^ont  que  des  pôles. 
On  dit  alors  que  toutes  les  intégrales  sont  régulières  en  a.  Nous 
allons  d'abord  trouver  une  forme  nécessaire  pour  les  coefïîcicnts/; 
<le  l'équation  différentielle,  et  nous  montrerons  ensuite  qu'elle  est 
suffisante. 

D'après  ce  que  nous  avons  dil,  nous  aurons  certainement  une 
intégrale 
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Posons  alors,  comme  ci-dessus, 


=  yijzdx. 


nous  avons  l'équation 


(^'>  dl^^l  -^^'  dim^  -i-...+  7;n-,^  =  0. 


et  Ton  trouve  immédiatement 


7i 


-y.{ 


m--+/>,j', 


). 


et  d'une  manirre  générale 


'"'^yX 


I    \ m(  m  —  1  ) . . . (  w  —  I  -r-  I )  ^' r I 
i.2...t  dx'^ 

(m  —  !)...(  m  —  i-hi)       d^-^Yi 
FT-A ...(£  —  I )  ^'  dx^-^ 


. .  .4-(m  — i-T-i)/?/-., -g— 


V^iJ 


L'équation  (4)  a,  comme  l'intégrale  proposée,  toutes  ses  inlé- 
grales  régulières. 

Soit  d'abord  m  =  i.  Nous  avons  Téquation 


dv 


/(» 


il  faudra  nécessairement  que/?,  soit  de  la  forme  -   — y  f{x)  élanr 

holomorphc,  pour  que  les  intégrales  soient  régulières,  comme  le 
montre  la  formule 

Faisons  maintenant  m  ^-z  2;  l'équation  (4)  sera  alors  du  premier 
degré  et  par  suite  q^  sera  de  la  forme  -  ~;  il  en  sera  donc  d<' 
même  de/?i  d'après  l'expression  de  <7|.  D'autre  part,  on  a 


I  Id^y 


y 


Wx' 


P\ 


dy 
dx 


)    =  — />!• 


Kn  substituant^'  =  (.r  —  aY'^[x)^  on  voitqueyy2  est  de  la  forme 

•    -    -•  Ainsi  donc  l'éciualion  du  second  ordre,  dont  les   înté- 

(x  —  u)* 
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craies  sont  toutes  régulières,  est  nccessaireinenl  de  la  forme 

fi^y    ,      Mot)     dy    ,      M^^ 

J \  ct/2  <5lanl  liolomorphes  aulour  de  ci. 

Admettons  maintenant  que,  pour  une' équation  d'ordre  m  —  i, 
la  forme  nécessaire  pour  que  toutes  les  intégrales  soient  régulières 
soît 

d^-^y        fxix)  d'»-'*'Y  fi(x)      d'n-iy  fm-\(x) 

tijc'n-i        x  —  adx"^^        {x  —  a)*dx'"-^       '"      {x  —  ay"-^"^  * 

les  y  étant  holomorphes  autour  de  «,  nous  allons  montrer  sans 
peine  que  la  même  forme  subsiste  pour  les  équations  d'ordre  m. 
Nous  partons  donc  d'une  équation  d'ordre  m  à  intégrales  toutes 
régulières  autour  du  point  a.  L'équation  (4)  correspondante  en 
jz  aura  aussi,  comme  nous  l'avons  vu,  ses  intégrales  régulières; 
clic  sera  donc  de  la  forme  écrite  ci-dessus.  En  prenant 

yt  =  (^  —  «K^C-z")  ?(«)  ^  «» 

on  déduit  de  l'expression  générale  de  y/,  que  /?/  est  de  la  forme 

— =^^-- — ry»  fi{^)  étant  holomorphe  autour  de  a.  Il  ne  reste  plus  à 

irouver  que  la  forme  de  pm]  c'est  à  quoi  Ton  parvient  à  l'aide  de 
la  relation  tirée  de  l'équation  différentielle  elle-même 

f   { x) 
qui  montre  que  n^  est  de  la  forme  -^-^ >  et  le  théorème  est 

par  suite  établi. 

10.  Traitons  maintenant  la  question  inverse,  et   démontrons 
<|u'une  équation  de  la  forme 

'      dx"^    '    x  —  adx"'-^~^(x'-a)^dx"^-*       *"       (ar  — a)'"*^         ' 

OÙ  les  y  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a,  a  toutes  ses 
intégrales  régulières  au  voisinage  de  ce  point. 
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Pour  abréger  récrihire,  nous  pouvons  faire  «  =:  o.  Au  lîeu  dr 
consîd<Ter  une  équation  linéaire  d'ordre  m,  nous  allons  pour  un 
moment  envisager  un  système  d'équations  linéaires  du  premier 
ordre. 

Si  Ton  pose 

€fy  _  dri  dytn-\  __ 

on  reconnaît  immédiatement  que  jm-t  se  met  sous  la  forme  d'ui» 
poljnome  à  coefficients  numériques  en 

dy            d*y  .  r/"»->  k 

dx'      ""   dxi djr^n-i' 

et  inversement  les  expressions  précédentes  s'expriment  linéaire- 
ment en  j^,  ^1,  >  2,  ...^J'w-i.  I/équation  (j)  devient  alors 

dv,n-i 

les  f/  étant  liolomorphes  dans  le  voisinage  de  j:  =  o.  Au  lieu  du 
système  précédent,  nous  pouvons  prendre  d'une  manière  plus 
générale  le  système  de  m  équations  homogènes  et  linéaires  du 
premier  ordre 

dy'i 
^dx     "''^*'-?'*   -hA,î>^,  -...-+- a, ;„7,„, 


dym  _  \    .  V.   •    \       V  \         V 

les  A  élanl  holomorplies  dans  le  voisinage  de  jc  ==  o.  Cherchons 
s'il  existe  un  système  d'intégrales  de  la  forme 

r  étant  une  constante  convenablement  choisie,  et  les.//  étant  ho- 
lomorpbcs  autour  de  l'origine. 

Kn  désignant  par  c,,  r..>,  .  .  .,  r,„  les  valeurs  des  if  pour  or  =  o, 
valeurs  qu'on  peut  supposer,  en  prenant  r  convenablement,  n'être 
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pas  toutes  nulles,  on  a,  en  substituant  dans  Téquation  différen- 
tielle, 

(ail    — '•)ci   {-aijc, H-...-ha,;„c,„  =0 

a,,  CiH-(a,j  — r)cjH-...-i-aj,„C; 


m 


=  O 


OmlCi-hamtCf 


-+-...  H-  (  (If/i  //i  —  r  )  Cfn  ' —  O 


les  a  désignant  les  valeurs  des  A  pour  ^  =  o.  Il  résulte  de  ces 
équations  que 


(6) 


a 

ii  —  r, 

«U> 

•  • 

•  % 

C\m 

«îi» 

a,j       r, 

•  • 

•  « 

«1//» 

•  •••*•  î 
«ml» 

•  ■ 

*  y 

a 

mm        f 

=  o: 


r  sera  donc  racine  de  cette  équation  du  m'*^"*  degré;  nous  dési- 
gnerons par 

''1»    ''j»     •  •  •» 


m 


les  m  racines  de  Téquation  (6).  Écrivons  alors  le  système  sous 
la  forme 


dx 


=  aiiJi-^aij7î-+-----^«i'w7//t-^-^(^iiJ^i-^----^Ki/nr'n), 


(7) 


dy 


m 


dx 


=  «mlJ'l-;-«/«îJ'j-l-----«w/n^m-:--^(Bml7l-+-.--HB;„;„J,„), 


les  B  étant  holomorphes  autour  de  l'origine.  Cherchons  à  simpli- 
fier la  forme  de  ces  équations  en  effectuant  sur  les^  une  substi- 
tution linéaire  convenable.  Faisons  abstraction  des  termes  en  .2: 

dans  les  seconds  membres  de  (7).  Posons  x  —^  Dy  et  considé- 
rons la  substitution 


^y\  —o,x\yx  -H  aityt-h 


^  I  m  y  m  î 

^i//i  y  m  î 


D^m  =  a,niyi  -f-  amiyi  n-...-h  a„xmy  m, 

qui  consiste  à  substituer  à  y^  ,^2?  •  •  •  ?  y  m  les  expressions  linéaires 
placées  dans  les  seconds  membres. 

Mais  reportons-nous  à  ce  que  nous  venons  de  dire  (§  4  et  3) 
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sur  la  réduction  des  subslilutions  linéaires.  Nous  avons  donné 
une  forme  canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  une  telle  substi- 
tution; c'est  précisément  Téquation  (6)  qui  joue  le  rôle  essentiel 
dans  celte  réduction.  Si  cette  équation  a  ses  racines  distinctes, 
nous  pourrons  donc  supposer  que  dans' les  seconds  membres  de  (7) 
les  termes  indépendants  de  x  se  réduisent  (*  )  à 


r\y\,    t\y\s 


r,ny 


m- 


Dans  le  cas  où  il  y  aura  des  racines  multiples,  ces  termes  se 
partageront  en  groupes  correspondant  à  la  même  racine.  Ainsi 
pour  une  racine  /^  multiple  d^ordre  a,  les  a  premières  équations 
auront  pour  seconds  membres  (aux  termes  en  x  près),  d'après  ce 
qui  a  été  dit  (§  5), 


/• 


1 J17 


^lyoL  -^  ^i>a-i  ya,-\  -^. .  .-H  y^x-iiOL-iyii 


et  Ton  aura  des  groupes  de  même  forme  pour  les  équations  res- 
tantes. 


11.  Supposons  donc  que  les  équations  (7)  aient  la  forme  indi- 
quée. Nous  avons,  après  la  réduction  qui  vient  d'être  effectuée,  les 
équations 


=  riyt-^luyi  H-^(    ), 


-^>a-i,a-iri-^^(     ). 


Nous  allons  porter  notre  attention  sur  la  racine  i\  ;  son  ordre 


(*)  Comparer  les  considérations  précédentes  à  la  question  analogue  étudiée  à- 
la  page  4  dç  ce  Volume. 
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de  multiplicité  a  (qui  peul^  bien  entendu,  être  égal  à  un)  ne  figurera 
d^ailleurs  pas  dans  le  résultat  auquel  nous  voulons  parvenir 

Cherchons  si  le  système  précédent  admet  des  intégrales  de  la 
forme 

Nous  aurons,  en  substituant,  les  nouvelles  équations 

(ix  -^^     ^» 


dx 

(»)         {  " 


^^^  \  \  /  V 


les  parenthèses  étant  holomorphes  en  x.  On  va  montrer  qu^on 
peut  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour  les  ii  des  (onctions 
holomorphes  de  x,  si  toutefois  certaines  relations,  que  nous  indi- 
querons, ne  sont  pas  remplies. 

Lfes  équations  diflerentielles  permettent  de  calculer  de  proche 
en  proche  les  coefficients  des  développements.  Pour  a;  =  o,  les  u 
seront  nulles  en  général,  sauf  u^^  dont  la  valeur  initiale  restera 
arbitraire.  Pour  qu'on  ne  soit  pas  arrêté  dans  le  calcul  des  dérivées 
successives,  il  faut  qu'aucune  des  diflférences 

n  —  ri  (*/^i) 

ne  soit  égale  à  un  entier  positif. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  voir  que  les  développements  ainsi  obtenus 
sont  convergents.  Nous  emploierons  à  cet  effet  les  méthodes  de 
comparaison  dont  nous  nous  sommes  déjà  tant  de  fois  servi.  Les 
valeurs  initiales  des  u  sont  toutes  nulles,  sauf  celle  de  //«>  dont 
nous  désignerons  le  module  par  Wa.  Soit ,  d'autre  part,  A  le 
module  maximum  des  quantités  "k  et  de  ses  analogues  dans  les 
équations  diflTérentielles,  et  soit  enfin  £  le  module  minimum  de  lu 
diOTérence 
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OÙ  m  est  un  entier  positif  quelconque,  et  de  ses  analogues  pc^  ^ 
les  différentes  racines  Tj  de  Téquation  en  /*.  Nous  considérons 
système  d'équations 

M,    =  J-C       ), 

//j   —  X  Ml  -»-  J*  (       ), 


(9) 

u^ — aj  =  Xmûi-i -+-...-+- X Ml -T- a: (     ), 


Dans  les  parenthèses,  les  coefficients  de  c/j,  «2»  •  •  •>  Un  ^^^ 
remplacés  par  des  fonctions  majorantes  (ou  fonctions  de  com; 
raison)  pour  un  certain  cercle  autour  de  l'origine. 

Pour  X  :=  o^  les  équations  (9)  donnent  les  u  égaux  à  zéro,  s\ 
UoL  qui  est  égal  à  u\.  Les  valeurs  de  7/,  définies  par  les  équations  (1 
sont  holomorphes  autour  de  ^  =  o.  Nous  avons  à  comparer  ma  ^— 
tenant  les  développements  tirés  des  équations  (8)  et  (9).  Pouro^ 
dernières,  on  en  tire  des  développements  où  les  coefficients  sa/r^ 
tous  positifs,  et  qui  sont  certainement  convergents  dans  un  cer — 
tain  domaine,  autour  de  Torigine. 

On  voit  immédiatement  que  les  coefficients  des  développements 
tirés  de  (8)  ont  un  module  moindre  que  les  coefficients  corres- 
pondants tirés  de  (9),  d'après  la  signification  de  s  et  de  X,  et  le 
fait  que  dans  les  parenthèses  les  coefficients  de  u  ont  été  rem- 
placés par  des  fonctions  majorantes.  On  aura  donc  certainement 
pour  (8)  des  développemeuts  convergents. 

Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  système  {'j)  admettra  un  système  d'intégrales  de  la  forme 

les  u  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =  Oy  en  dési- 
gnant par  /'i  une  racine  de  l'équation  (6)  telle  qu'aucune 
différence 

ne  soit  un  entier  positif  différent  de  zéro. 

On  voit  que  cet  énoncé  n'exclut  pas  le  cas  où  il  y  aurait,  parmi 
les  racines  Ta,  .  .  .,  r„t,  une  ou  plusieurs  racines  égales   à  r,. 
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I/équation  (6)  s'appelle  V équation  fondamentale  détermi- 
nante relative  au  point  singulier  j?  =:  o.   Dans  le  cas  qu'on  peut 

appeler  général j  les  racines 

< 

sont  distinctes,  et  aucune  des  dilTércnces 

n'est  égale  à  un  entier  positif  ou  négatif.  On  a  alors,  pour  (7),  m 
systèmes  d'intégrales 

les  o  étant  holomorphes  autour  de  l'origine. 

12.  Revenons  maintenant  à  l'équation  diflerentielle  (5)  d'ordre 
ni^  c'est-à-dire  à  l'équation 

dx»*        {x  —  a)dx'n-^        '"       {x  —  a)'"'^ 

En  appliquant  le  théorème  du  paragraphe  précédent,  on  voit 
que  celte  équation  admettra  au  moins  une  intégrale  de  la  forme 

y  =  i^  —  ^y^i^), 

o(x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  Pour  trouver 
l'équation  donnant  r,  il  n'est  pas  besoin  de  former  le  système 
iFéquations  linéaires  équivalent  à  l'équation  d'ordre  m.  Il  suffit 
d'écrire  que  l'expression  précédente  [®(«)  étant  diflerent  de  zéro] 
satisfaite  l'équation.  On  obtient  ainsi,  en  égalant  à  zéro  les  termes 
de  moindre  degré, 

\  r(r  —  i),..(r  —  m-{-\) 

)       -^/i'(«)  r(r  —  i).  ,.(r  —  m-{-  2)  -f-. .  .-r-/,„_,  (a)r  -r-/,;,(a)  =  o. 

Si  /'i,  r^f  •  •  •i  r„i  sont  les  m  racines  égales  ou  inégales  de  cette 
équation.  Inéquation  différentielle  admettra  une  intégrale  de 
la  forme 

c5(j:)  étant  holomorphe  autour  de  «,  et '^(rt)  étant  différent  de  zéro, 
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si  aucune  des  différences 

nest  un  entier  positif  différent  de  zéro. 

L^équation  (10)  a  été  appelée  par  M.  Fiiclis  Téquation  fonda- 
mentale déterminaDte  relative  au  point  singuliers.  Un  rapproche- 
ment très  important  est  à  faire  entre  Téquation  (10)  et  réquatîon 
(3)  en  [X  (§'i)*  Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  à  la  fia  du  pa- 
ragraphe précédent,  que,  si  les  différences  des  racines  de  l'équa- 
tion (10)  ne  sont  pas  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  on  aura  les 
intégrales  régulières 

et,  par  suite,  les  ni  racines  de  Téquation  (3)  seront  égales  à 

Telle  est,  pour  le  cas  général,  la  dépendance  entre  les  équa- 
tions (3)  et  (10).  Cette  dépendance  subsistera  évidemment  dans 
tous  les  cas,  puisque  le  théorème  étant  vrai  pour  des  valeurs  ar- 
bitraires des  coefficients /j  (a),  ...,/m(^)  de  (10)  ne  peut  cesser 
d*élre  exact  pour  des  valeurs  particulières  de  ces  coefficients. 

13.  Pour  faire  la  recherche  des  intégrales,  on  partagera  les  ra- 
cines 

de  Téquation  (10)  en  groupes  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  dif- 
férence de  deux  racines  soit  un  entier  positif  ou  négatif,  et  que, 
d'un  groupe  à  Taulre,  la  différence  de  deux  racines  de  ces  groupes 
ne  soit  pas  entière.  Soient 

les  racines  d'un  premier  groupe,  ces  racines  pouvant  être  égales 
ou  inégales.  Supposons-les  rangées  par  ordre  décroissant  de 
grandeur  et  posons 

Ou  a  pour  z  une  équation  déjà  considérée  d'ordre  m  —  i ,  dont 
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loiiles  les  intégrales  sont  régulières  autour  de  a.  Puisque 


d  [y 
dx 


les  racines  de  Féquatton  fondamentale  déterminante  pour  l'équa- 
tion en  z  seront 

et,  parmi  celles-ci,  nous  avons  le  groupe  des  a  —  i  racines  entières 
et  négatives 

les  autres  n'étant  pas  des  entiers. 

L'équation  en  z  aura  une  intégrale  de  la  forme 

•i(j:)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a,  et  ^{a)  étant 
différent  de  zéro.  En  substituant  dans  l'expression  de  j%  on  a  alors 
une  seconde  intégrale 

j,',  =  {x  —  aY^[K{x)  -^  R(^)  log(j7  —  a)], 

A  et  B  étant  holomorphes,  le  produit 

{X    -aY.\^{x\ 

se  réduisant  d'ailleurs,  à  un  facteur  constant  près,' à  y^. 

En  opérant  sur  l'équation  en  w,  comme  on  a  opéré  sur  l'équa- 
lîon  en  y,  et  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  aura  fina- 
lement les  intégrales 

J'ij     ytj      •  •  •>     >'a> 

clya  est  de  la  forme 

j^3j  =  (ar  — a)'-«JA,(j7)-4-Aj(x)log(j7  — a)H-...-i-A3i-i(a^)[Iog(07  — a)j3i->{, 

les  A  étant  holomorphes.  Nous  avons  donc  ainsi  formé  un  en- 
semble de  a  intégrales  correspondant  au  groupe  des  a  racines  de 
(10)  différant  d'un  entier. 

14.  Appliquons  ces  généralités  à  une  équation  différentielle  du 
second  ordre,  sur  laquelle  nous  aurons  d'ailleurs  à  revenir;  c'est 
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TéquatioD  différentielle  de  la  série  hypergéométrîque 

^(»  -  ^)  ^' -^  [  Y  -  (« -^  P -^  »)^1  ^ -«?r  =  o, 

a,  p  el  Y  désignant  trois  constantes.  Les  trois  points  singuliers  des 
intégrales  sont  j:  =  o,  x  =:r  i  et  :r  =^  oo.  Pour  ce  dernier  point,  il 

faudra  faire,  pour  l'étudier,  x  =  —it  dans  l'équation  différentielle, 

et  considérer  le  point  x'  -=  o  dans  la  transformée. 

Pour  former  l'équation  fondamentale  déterminante  relative  au 
point  o,  nous  écrivons  l'équation  sous  la  forme 

^*y        Y— ^a-f-3  —  i).r  ffy  ol^  x  __ 

~dx^  x{i  —  X)  dx       x^{\  —  x)" 

rt  l'équation  (lo)  devient  ici 

r(  r  —  I)  —  ry  ~  o, 
(pli  a  les  deux  racines 

/•  —  o,  /'  —  I  —  Y. 

Si  donc  Y  n'est  pas  un  entier,  l'équation  a,  dans  le  voisinage 
de  a^  les  deux  intégrales 

o^{x\         x^-yoi(x), 

'^1  et  o^  étant  holomorphes  dans  le  cercle  de  rajon  un,  ^i  (o)  et 
cp2(o)  n'étant  pas  nuls.  La  forme  des  coefficients  du  développement 
de  '^1  (j?)  est  remarquable.  En  posant 

on  trouve,  en  substituant  dans  l'équation  différentielle, 

[--/'(/>  — 0  —  (a -H  P -+-!)/>- a?  1  f>- -[/>(/> -h  i) -h  Y(y> -M )]c^-Hi  =  o, 
par  suite 

(/>    -a)(/>--3) 

(/>-<-  !.)(/>  -H  Y) 

ot  Ton  a,  pour  yi(.r),  le  dévelop|)ement  célèbre 

i-Y  i.2.../>  Ta-^0--(T-^/'~-«) 

série  convergente  dans  le  cercle  de  ra^on  un,  et  que  nous  avons 
déjà  rencontrée  (t.  II,  p.  :*><)). 
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Nous  avons  supposé  plus  haul  que  i  —  y  n'était  pas  un  en- 
tier. Si  I — Y  est  un  entier  négatif,  nous  aurons  toujours  une 
intégrale  holomorplie  Çi(j:r),  puisque  des  deux  racines 

zéro  est  la  plus  grande.  La  série  hjpergéométriqne  subsiste  dans 
ce  cas.  Les  conclusions  sont  autres,  si  i  —  y  est  un  qwùct positij . 
On  a,  dans  ce  cas,  une  intégrale  de  la  forme 

*^{x)  étant  holomorphe  et  i(o)  ^o;  la  seconde  intégrale  renferme 
un  terme  logarithmique. 

Conformément  aux  généralités  du  §  13,  elle  est  de  la  forme 

A*  étant  une  constante,  et  ^^{x)  étant  holomorphe  dans  le  cercle 
de  rayon  un  [A(o)  ^-^  o]. 


III.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  équations  à  Intégrales 

Irrégulières  (  0* 

15.  Les  équations  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières  en 
un  point  singulier  forment,  comme  on  vient  de  le  voir,  une  classe 
remarquable;  on  peut  obtenir  pour  elles  la  forme  analytique  des 
intégrales  au  moyen  de  développements  dont  les  coefficients  se 
déterminent  de  proche  en  proche  par  voie  de  récurrence.  L'étude 
des  équations  ayant  des  intégrales  irrégulières  est  beaucoup  plus 
difficile. 

Dans  cette  étude,  il  y  a  d'abord  une  suite  de  nombres  entiers 
qui  joue  un  rôle  très  important.  Reprenons  Téquation 

dm  y  d*n-iy 

dx>n       '     dx»^-^  ^    -^ 

Soient  respectivement  7î|,  tt-j,  . .  . ,  ti/w  les  degrés  de  multiplicité 


(»)  Pour  les  généralités  sur  les  intégrales  irrégulières,  voir  les    Mémoires  de 
M.  Thomé  {Journal  de  C relie,  t.  74,  75  et  76). 
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de  a  comme  pôle  àe piy  p2',  . . . ,  />/»•  Considérons  la  suite  des  en- 
tiers 

(II)  TTi-f-m — I,     T.x"  m  —  -2,     ...,     7:,«_i-t-i,     tt»,. 

Elle  va  être  de  grande  importance  pour  la  suite.  Si  le  plus  grand 
de  ces  nombres  ne  dépasse  pas  m,  nous  sommes  dans  la  classe 
des  équations  dilTérenlielles  étudiées  dans  la  Section  précédente; 
nous  allons  donc  supposer  que  le  maximum  g  de  ces  nombres 
dépasse  m. 

16.  Supposons  que  Téquation  diflférentielle  ait  une  intégrale 
régulière.  Nous  avons  le  lemme  préliminaire  suivant  : 

Soient  g'^  m  le  pfus  grand  des  nombres 

le  coefficient  pm  admettra  a  comme  pôle  avec  un  degré  de 
multiplicité  ne  dépassant  pas  g, 

La  démonstration  est  immédiate,  car  nous  n'avons  qu'à  substi- 
tuer 

dans  Téquation 

pour  voir  que  t:;,,  satisfait  à  l'inégalité  indiquée. 

17.  Nous  allons  généraliser  le  lemme  précédent,  en  supposant 
que  l'équation  dlfTércnlielle  possède  au  moins  m  —  h  intégrales 
régulières  linéairement  indépendantes.  Admettons  alors  que  les 
h  premiers  nombres  de  la  suite  (i  i) 

aient  pour  maximum  ^  >>  m;  nous  allons  montrer  que  tous  les 
nombres 

seront  inférieurs  ou  r^^auxà  <r. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  démontré  cette  pro- 
position   pour    /i=z  m  —  I .    Nous    allons    supposer    maintenant 
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qu'elle  est  vraie  pour  une  équation  différentielle  d'ordre  m  —  i 
et  montrer  qu'elle  est  vraie  pour  une  équation  différentielle 
d'ordre  m.  En  posant 

y  =y\  j  ^dx, 

où  yi  est  l'intégrale  régulière  {x  —  ^y^{^)[_^{^)7^^\  nous 
aurons  pour  z  une  équation  d'ordre  m  —  i ,  qui  aura  au  moins 
m  —  h  —  I  intégrales  régulières  linéairement  indépendantes. 
Soient 

les  nombres  relatifs  aux  coerGcients  q  dans  l'équation  en  z.  On  a 
désigné  par  g  le  plus  grand  des  nombres 

iTi  -H  m  —  I .     TTi  -+-  //i  —  2,     . . . ,     Ti/i  H-  m  —  h. 

Il  résulte  de  l'expression   des  coeffîcients  q^  à  l'aide  des  />, 
donnée  au  §  9,  à  savoir  : 

^'=  y,  L tttj^ -s^<  -...+(m-.-^.)/>,-,  ^-H/-,^,j 

que  le  terme  maximum  dans  la  suite 

Tz\-\-(ni  —  i)  —  I,     -ir', -h  (m  — i)  — •;►.,     ...,     tt/, -h  (  m  —  r  )  —  h 
sera  au  plus  égal  à 

On  déduit  donc,  du  théorème  admis  pour  les  équations  d'ordre 
m  —  I ,  que 

sont  au  plus  égaux  à  g  —  i  et  par  suite,  en  se  reportant  à  l'ex- 
pression de  Pi  en  fonction  de  qi  et  des  p  d'indices  inférieurs  à  £, 
les  nombres 

sont  au  plus  égaux  à  g^  et  il  en  est  de  même  aussi  (paragraphe 
précédent)  pour  iZm- 

18.  Du  lemme  précédent  se  déduit  une  proposition  intéres- 
sante. Supposons  que  pour  une  équation  différentielle,  le  plus 
P.  —  m.  19 


a8o 
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complètement  ce  cas  de  celui  où  toutes  les  intégrales  sont  régu- 
lières :  le  développement  obtenu  n^ est  pas  convergent  en  géné- 
ral, quelque  petit  que  soit  le  domaine  pris  autour  de  a. 

Pour  le  montrer,  il  suffira  de  prendre  le  cas  particulier  de  l'é- 
quation 


d^y  dv        . 


Les  équations  successives 


ao Ai-+-  ôoAo=  o, 


(m-Hi)aoA,;i+i-f-[6o-h  m{m  —  i)]A;n=  o, 

donnent  les  coefficients  en  fonction  de  Aq  et  il  est  visible  que  le 
rapport  -~r^  augmente  indéfiniment  avec  m  et  que  par  suite  la 

série 

Ao-f-  AiX  -+-. .  .H-  A,„  j*"»-h. .. 

ne  converge  pour  aucune  valeur  de  x  (sauf  x  =0). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation  (i3)  n'a  pas  d'inté- 
grale régulière  à  Torigine,  el  nous  avons  là  un  exemple  où  le 
maximum  (ici  égal  à  un^  du  nombre  des  intégrales  régulières 
donné  par  le  théorème  du  §  18  n'est  pas  atteint. 

21.  La  circonstance  relative  à  la  divergence  du  développement 
obtenu,  qui  vient  de  se  présenter  dans  l'exemple  particulier  du 
paragraphe  précédent,  est  générale.  Reprenons  l'équation  diffé- 
rentielle d'ordre  m  du  §  19,  et  Téquation  (12)  de  degré  m  —  A  en 
r,  que  nous  désignerons  par 

Si  Ton  pose 

j  =  (jr  —  a)''i[co-+-  C|(a7--  a)  -4-. .  .-h  Cyi(jr  —  a)*  -h.. .], 

on  pourra  déterminer  de  proche  en  proche  les  coefficients  c  en 
fonction  du  premier,  en  prenant  pour  r^  une  racine  de  l'équation 
<p(r)  =  o.  On  reconnaît  bien  aisément  que,  les  coefficients  jus* 
qu'à  Ck-\  ayant  été  déterminés,  le  coefficient  de  Ck  dans  l'équation 
du  premier  degré  qui  le  détermine  est 


\ 
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et,  par  conséquent,  si  l'équalion  cp(/')  =  o  n'a  pas  de  racine  de  la 
forme  r^  -f-  A",  en  désignant  par  k  un  entier  positif,  on  pourra 
déterminer  un  développement  de  la  forme  indiquée. 

Le  théorème  précédent  comprend  évidemment,  comme  <5as  par- 
ticulier, le  théorème  relatif  à  Téquation  fondamentale  détermi- 
nante pour  le  cas  où  toutes  les  intégrales  sont  régulières,  en  ce 
qui  concerne  du  moins  la  formation  des  développements.  Mais,  pour 
ce  qui  regarde  la  convergence  des  développements,  nous  sommes 
dans  des  conditions  bien  différentes.  Il  est  clair,  d'après  le  cas 
particulier  du  paragraphe  précédent,  que  les  développements 
ainsi  obtenus  sont  en  général  divergents  et  que  nous  n'obtenons 
ainsi  que  des  séries  satisfaisant  formellement  à  Téq nation  diffé- 
rentielle sans  représenter  une  intégrale.  Si  les  racines  de©(r)  =  o 
sont  telles  que  la  différence  de  deux  quelconques  d'entre  elles 
n*est  pas  un  entier,  on  obtiendra  m  —  h  développements. 

22.  Les  développements  que  nous  venons  d'obtenir  ne  sont 
pas  les  seuls  que  Ton  puisse  tirer  d'une  équation  différentielle  li- 
néaire dans  le  voisinage  d'un  point  singulier.  Nous  énoncerons 
plus  loin  un  théorème  général  à  ce  sujet,  mais  considérons  d'abord 
un  point  singulier  d'une  nature  spéciale.  Pour  plus  de  simplicité, 
nous  plaçons  le  point  singulier  à  l'infini,  et  l'équation  étant 

flm  Y  fl?'w-l  y 

nous  supposons  que  tous  les  coefficients  p  soient  continus  pour 
X  =  00,  c'est-à-dire  que  les  p  soient  des  séries  ordonnées  suivant 

les  puissances  croissantes  de  -•  Nous  aurons  donc 

P\=  «0+  ~  "•"  Z5  "•"•••  î 
/         ^1        l>\ 


Posons 


,       h       11 

Pm=    h-^    7  "^  ÏJ  "*" 


Y  =  e^'u. 
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complètement  ce  cas  de  celui  où  toutes  les  intégrales  sont  régu- 
lières :  le  développement  obtenu  n* est  pas  convergent  en  gêné- 
raly  quelque  petit  que  soit  le  domaine  pris  autour  de  a. 

Pour  le  montrer,  il  suffira  de  prendre  le  cas  particulier  de  l'é- 
quation 

^d^y  dv       , 


Les  équations  successives 


ao  Ai-4-  ^oAo  =  o, 


(m  -+-  i)aoA,„4.i-f-[6o-+-  m{m  —  i)]A;„=  o, 

donnent  les  coefficients  en  fonction  de  Aq  et  il  est  visible  que  le 
rapport  — r^  augmente  indéfiniment  avec  m  et  que  par  suite  la 

série 

Ao  H-  A 1  j:  -h . . .  -h  A„|  x"^  -h . . . 

ne  converge  pour  aucune  valeur  de  x  (sauf  ;r  =o). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Péquation  (i3)  n'a  pas  d'inté- 
grale régulière  à  l'origine,  el  nous  avons  là  un  exemple  où  le 
maximum  (ici  égal  à  un)  du  nombre  des  intégrales  régulières 
donné  par  le  théorème  du  §  i8  n'est  pas  atteint. 

21.  La  circonstance  relative  à  la  divergence  du  développement 
obtenu,  qui  vient  de  se  présenter  dans  l'exemple  particulier  du 
paragraphe  précédent,  est  générale.  Reprenons  l'équation  diflfé- 
rentielle  d'ordre  m  du  §  19,  et  Téquation  (12)  de  degré  m  —  A  en 
r,  que  nous  désignerons  par 

Si  l'on  pose 

y  =  {x  —  aY^[Cii~\-  Cx{x  —  a)  -\- . ,  .-\-  Cfc{x  —  a)*-i-.. .], 

on  pourra  déterminer  de  proche  en  proche  les  coefficients  c  en 
fonction  du  premier,  en  prenant  pour  r^  une  racine  de  l'équation 
o(r)  =  o.  On  reconnaît  bien  aisément  que,  les  coeflicients  jus- 
qu'à Ck-{  ayant  été  déterminés,  le  coefficient  de  Ck  dans  l'équation 
du  premier  degré  qui  le  détermine  est 
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et,  par  conséquent,  si  l'équation  cp(/*)  =  o  n'a  pas  de  racine  de  la 
forme  ri-f-A",  en  désignant  par  k  un  entier  positif,  on  pourra 
déterminer  un  développement  de  la  forme  indiquée. 

Le  théorème  précédent  comprend  évidemment,  comme  <îas  par- 
ticulier, le  théorème  relalif  à  l'équation  fondamentale  détermi- 
nante pour  le  cas  où  toutes  les  intégrales  sont  régulières,  en  ce 
qui  concerne  du  moins  la  formation  des  développements.  Mais,  pour 
ce  qui  regarde  la  convergence  des  développements,  nous  sommes 
dans  des  conditions  bien  différentes.  Il  est  clair,  d'après  le  cas 
particulier  du  paragraphe  précédent,  que  les  développements 
ainsi  obtenus  sont  en  général  divergents  el  que  nous  n'obtenons 
ainsi  que  des  séries  sailistaisani  formellement  à  Téquation  diffé- 
rentielle sans  représenter  une  intégrale.  Si  les  racines  decp(r)=:  o 
sont  telles  que  la  différence  de  deux  quelconques  d'entre  elles 
n'est  pas  un  entier,  on  obtiendra  m  —  h  développements. 

22.  Les  développements  que  nous  venons  d'obtenir  ne  sont 
pas  les  seuls  que  l'on  puisse  tirer  d'une  équation  différentielle  li- 
néaire dans  le  voisinage  d'un  point  singulier.  Nous  énoncerons 
plus  loin  un  théorème  général  à  ce  sujet,  mais  considérons  d'abord 
un  point  singulier  d'une  nature  spéciale.  Pour  plus  de  simplicité, 
nous  plaçons  le  point  singulier  à  l'infini,  et  l'équation  étant 

nous  supposons  que  tous  les  coefficients  j9  soient  continus  pour 
jr  =  00,  c'est-à-dire  que  les  p  soient  des  séries  ordonnées  suivant 

les  puissances  croissantes  de  —  •  Nous  aurons  donc 


«1       oj 


Pm—   ^o-H   J"  "•"  ^  ■+■ 


Posons 


Y  =  e^^u. 


a82  CHAPITRE   XI. 

L^ëquation  en  ;/  sera  de  même  forme,  et  le  terme  indépendan 
de  X  dans  le  coefficient  de  u  sera 

X"»-+-rtoX'«-»-i-...-+-  /q. 

En  égalant  ce  polynôme  à  zéro,  nous  avons  une  équation  d'ordr 
m,  dont  nous  supposerons  les  racines  différentes,  soit  X|,  X^?  •  •  - 
\ni>  En  posant  donc^'  =  e^»*^  w,  nous  avons  une  équation 


(<+$+•••) 


Cherchons   maintenant    à   obtenir   un    développement    de 
forme 

u  =a:pi(  AoH ^  h ^  -h. ..  )  (Ao?^o). 

\  XX'  / 

Le  terme  de  degré  maximum   sera  le  terme  de  degré  pi  — 
et  Ton  aura  comme  coefficient  de  ce  terme 

On  doit  par  suite  prendre 

p  étant  ainsi  choisi,  les  coefficients  A|,  Aj,  ...  se  détcrmin 
de  proche  en  proche,  et  l'on  obtiendra  finalement  pour  Téq 
tion  (i3),  le  développement 


y  =  e^.'TP.  (^Ao-+-  ^  -4-  ^'  -+-...)  , 


et  m  —  I  développements  analogues  correspondant  aux  raciJ 
X2,  . . .,  X;„.  Mais  ces  développements  ne  sont  pas  en  génê à 
convergents\  ils  satisfont  formellement  à  l'équation  difTérenti^J 
mais  ne  représentent  pas  une  intégrale. 

Une  remarque  importante  est  à  faire  relativement  aux  nomt> 
p.  D'après  la  théorie  générale  des  points  singuliers,  il  y  a  ea  i 
néral  m  intégrales  se  reproduisant  multipliées  par  des  factet 
constants 

0)1,     10 J,      .    .    .,     (I),;,, 
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quand X  tourne  autour  d'un  point  singulier,  c'est-à-dire  ici,  puis- 
qu'il s'agit  du  point  à  l'inGni,  quand  x  décrit  une  circonférence  de 
très  grand  rayon.  Si  les  développements  que  nous  venons  de  trou- 
ver étaient  convergents,  nous  aurions  facilement  les  nombres  w, 
car  on  aurait  évidemment 

(0/,  =  e'^'pfc  ( /i  =  1 ,  2,  . . . ,  m  ). 

Mais,  quand  les  développements  sont  divergents,  les  nombres  ^ 
nont  aucune  relation  simple  avec  les  nombres  w.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  les  points  singuliers  de  la  nature  de  ceux  que 
nous  venons  de  rencontrer  dans  ce  paragraphe. 

23.  Dans  tous  les  cas,  on  pourra  toujours  trouver  des  dévelop- 
pements plus  ou  moins  analogues  à  ceux  qui  ont  été  obtenus  dans 
le  cas  particulier  précédent.  Énonçons  seulement  ici  une  propo- 
sition due  à  M.  Thomé  (Mémoires  cités).  Nous  reprenons  une 
équation  ayant  comme  point  singulier  le  point  a,  celui-ci  étant 
un  pôle  pour  les  coefficients/?.  On  pourra,  en  général,  trouver 
m  expressions  de  la  forme 

gQ(^jZ7,;  (;p_a)P[Ao-+- A,(jr  —  a)  -h. ..  ], 

Q  étant  un  polynôme  d^un  degré  convenablement  choisi  en 
»  p  désignant  une  constante.  Il  est  essentiel  d'ajouter  que 

la  série  entière 

Ao-l-Aj(ar  —  a)-\-,,, 

ne  converge  pas,  en  général,  et  que  nous  avons  là,  par  conséquent, 
comme  plus  haut,  une  expression  satisfaisant  formellement  à 
l'équation  différentielle,  mais  ne  représentant  pas  une  inté- 
grale. 

La  démonstration  du  théorème  précédent  ne  présente  aucune 
difficulté;  mais,  comme  il  y  a  malheureusement  peu  de  parti  à 
tirer  de  ce  résultat  plutôt  négatif,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
J'ajoute  seulement  que,  dans  certains  cas  spéciaux,  les  formes 
précédentes  peuvent  se  trouver  en  défaut;  il  peut  être  nécessaire 
d'ajouter  des  termes  contenant  des  logarithmes  et  même,  dans 
certains  cas,  de  considérer  des  développements  où  {x  —  a)  est 
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J 

rrniplucr  par  (x  —  ay  {p  étant  un  entier).  Je  renverrmi«  povr  ces 
cas  particuliers,  à  la  thèse  de  M.  Fabry  (*). 


IV.   -  Calcul  des  intégrales  irrégolières  et  de  la  snbstitatiaii  relatà^te 
à  un  contour  fermé.  —  Groupe  d'une  équation  linéaire. 

2i.  I^cs  (icvcloppcmcnts  que  nous  venons  d^oblenir  n*étant  pas 
<*n  f^rncral  convergents,  nous  n^avons  jusqu*ici  aucan  moTen. 
dans  l(;  cas  des  intégrales  irrcgulières,  d^obtenir  effectivement  les 
ro(*nicirnts  des  développements  de  ces  intégrales  dont  nous  con- 
naissons seulement  la  forme  analytique. 

Supposons  que  Torigine  soit,  dans  le  plan  de  la  variable  com- 
pl<*xe  3,  un  point  singulier  de  notre  équation  différentielle.  A 
rinliM'ieur  d'un  cercle  C,  ayant  l'origine  pour  centre,  et  un  raron 
nioin<lr<;  (|ue  la  distance  de  Torigine  au  point  singulier  le  plus 
voisin,  loulf*  intégrale  est  une  fonction  analytique  /(z)^  n^ajant 
d*auirf'  point  singulier  que  Torigine.  Supposons  le  rajon  r  dn 
ri'irir  (]  moindre  que  Funité;  nous  allons  montrer  qu^on  peut 
lioiivfti  un  développement  en  série  de  la  fonction  valable  pour 
lou:»  lit»  poini.M  du  cercle,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  par  la  va- 
riiiidr.  l«'iiirtonH,  en  eflet,  la  transformation 

X  —  ■ 

Ioj:5 


'r> 


Ail  I  iii  If  (\  du  |dan  des  z  correspond  dans  le  plan  des  x  un 
tri'iïf  i\'  piiî,^iini  par  Torigine  et  ayant  pour  centre  le  point 


T  =  —j-j 


tu  di'ai^iiiiiii  piii  //•  liî  logarithme  arithmétique  de  r;  et  si,  comme 
nouâ  II!  âtippo&ons,  /•  est  moindre  que  l'unité,  aux  points  à  Tinté- 
liiMii  du  ei  riliî  (;  correspondent  des  points  à  l'intérieur  du  cercle 
Cy.   I*ur  la  IraurtCoruialion 


1 


(•)  K.  l'AïUiv,  Sur  /t'a  intt-f;rnlcs  des  équations  différentielles  linéaires  à 
coeffivitnln  rutiunuvlt  (  ritrU,  «iuuthicr-VilIars,  i885). 
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la  fonction y(2)  devient  donc  une  fonction  de  j?,  qui  est  holo- 
morphe  à  l'intérieur  du  cercle  C  On  peut  la  développer  suivant 
les  puissances  de 


I 
X 


et  l'on  a  par  conséquent,  pour/(^),  le  développement 


n  =  • 


<.4)         /(-)=2;A-(ii-îi7)''' 

/i=0 

OÙ  les  Â;2  sont  des  constantes,  et  ce  développement  est  valable  à 
rintérieur  du  cercle  C.  Aux  déterminations  multiples  de  log^  cor- 
respondent les  déterminations  multiples  de  la  fonction. 

Ce  développement  peut  être  utilisé  dans  diverses  circon- 
stances (*).  Pour  les  équations  linéaires,  qui  nous  intéressent  ici, 
on  peut  tirer  des  développements  précédents  le  calcul  des  coeffi* 
cients  de  la  substitution  correspondant  à  une  circulation  de  la 
variable  autour  de  l'origine.  Considérons,  en  effet,  un  système 
fondamental  d'intégrales 

données  par  des  développements  analogues  au  développement  (i  4) 
et  en  donnant  àlog^  une  de  ses  déterminations.  Quand  on  tourne 
une  fois  autour  de  l'origine,  on  aura,  en  revenant  au  point  de 
départ,  d'autres  déterminations 

F,(5),     F,(z),     ...,     ¥m(z), 

qui  se  déduiront  des  premières  en  remplaçant  log^  par  log:;  +  iTzi, 
On  devra  avoir 

F,  (>«)=  an /i(^) -+-«11/1(5) -!-...-+- «tm/mC-S), 
F, («)  =  aji/i(>5)  -h  «îî/îC^)  -+-. .  .-f-  a^mfm{z), 


F;„(^)=  a;„i/l(-)+«mî/î(-)-4-...-+-«/nm/m(5), 

et  ce  sont  les  coefficients  de  cette  substitution  que  nous  nous  propo- 


(*)  E.  Picard,  Sur  une  classe  de  fonctions  non  uniformes  {Comptes  rendus, 
t.  LXXXVIII,  1879). 
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sons  de  déterminer.  En  représenlanl/i  (z)  parla  série 


n=0 

on  aura 


n  =  9o 

24,  /  j L^'* 


¥,{z)  =  y  A*  (. ^- . ^V 

IV    /       ^     '^  \log5  H- 2t:*        ilr] 

/i=0 


Or  la  fonction 


log^  -+-  -2  7:* 


est  une  fonction  de  la  nature  de  celles  que  nous  venons  d'étudier, 
c'est-à-dire  qu'elle  a  le  seul  point  singulier  O  dans  le  cercle  G.  On 
peut  donc  développer  l'expression  précédente  en  série  suivant  les 
puissances  de 


-  • 


\o^z        ilr 


En  substituant  dans  F|  {z)  ce  développement,  on  aura  le  déve- 
loppement de  F|(3)  suivant  les  puissances  de  cette  différence,  et 
la  comparaison  des  coefficients  nous  fera  connaître  par  des  équa- 
tions du  premier  degré  les  quantités 

<3fil»      ^u,       ...,      «im» 

et  Ton  aura  de  même  les  autres  quantités  a.  La  substitution  corres- 
pondante à  la  circulation  autour  de  l'origine  se  trouvera  donc 
ainsi  déterminée;  il  est  clair  que  les  coefficients  de  cette  substitu- 
tion se  présentent  sous  forme  de  séries  indéfinies,  mais  on  ne  peut 
songer  à  les  exprimer  en  général  à  l'aide  de  fonctions  simples 
des  coefficients  de  l'équation  proposée. 

25.  Je  proposerai  encore  une  autre  méthode  pour  calculer  la 
substitution  relative  à  une  circulation  de  la  variable  autour  d'un 
point  singulier.  Cette  méthode  va  même  nous  permettre  de  consi- 
dérer un  contour  fermé  comprenant  non  pas  seulement  un  point 
singulier,  mais  un  nombre  quelconque  de  singularités.  On 
peut  supposer  que  le  contour  fermé  est  défini  par  l'équation 

c  =  P(0), 
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P(8)  étant  une  fonction  analytique  de  la  variable  réelle  8,  admet- 
tant la  période  2ir,  de  sorte  que  le  point  z  revient  au  point  de 
départ  quand  0  a  augmenté  de  21c.  En  substituant,  dans  l'équa- 
tion différentielle,  cette  valeur  de  8,  on  a  une  équation  différen- 
tielle linéaire  à  coefficients  périodiques  et  continus  pour  toute 
valeur  réelle  de  6.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  (page  92  de  ce 
Tome  et  §  3  de  ce  Chapitre),  toute  intégrale  peut  être  représentée 
par  une  série  convergente  pour  toute  valeur  réelle  de  8.  Repré- 
sentons donc  m  intégrales  formant  un  système  fondamental  par 

/i(e),  /î(e),    ...,  /m(0), 

ces  intégrales  étant  représentées  par  les  séries  que  donne  la 
méthode  des  approximations  successives,  et  que  nous  pouvons 
regarder  comme  connues.  Si  l'on  tourne  une  fois  le  long  du  cir- 
cuit, on  obtiendra 

On  doit  avoir 

/,  (6  -+-  aie)  =  a,,/i(0)  -+-  a„/j(e)  -+-. . . -h  aim/m(0) , 

/, (6  -+.  iTz)  =  a„/,(e)  -h  aji/iCe)  -h. . .-+-  atmfm(^), 

> 

et  nous  voulons  calculer  les  coefficients  a.  Pour  obtenir 

nous  considérerons  les  m  équations 

/,  (6  -h  2ir)  =  «11/1(6)  -+-  ai,/|(e)  -4-. . .-+-  a^mfm{^\ 
/;  (6  ^  27c)  =  a„/,(e)H-  ai5/,(0)  +..  .-4-  «,;„/,';, (0), 

/i'"-«'(e4-2ir)  =  «„/i'«->He)-f-ai^,'«-«Ue)-+-...4-a,;;,A"*-'H0). 

Pour  une  valeur  particulière,  d'ailleurs  arbitraire,  donnée  à  6, 
nous  aurons  un  système  d'équations  du  premier  degré  détermi- 
nant ai  I ,  ai  2,  •  • . ,  ai,;,.  Le  déterminant  de  ces  inconnues  ne  sera 
d'ailleurs  pas  nul,  puisque  nous  sommes  parti  de  m  solutions 
formant  un  système  fondamental.  On  aura  donc  ainsi  tous  les 
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coefficients  de  la  substitution,  en  calculant  de  la  même  manière 
les  autres  lignes  formées  par  les  a. 

26.  La  méthode  précédente  nous  permet  de  faire  une  impor- 
tante remarque  sur  la  nature  analytique  des  coefficients  de  la 
substitution  que  nous  venons  de  calculer.  Supposons  que  les  coef- 
ficients de  Téquation 

d"*  y  d'^~^  y 

soient  des  fractions  rationnelles  de  j?,  et,  après  avoir  décomposé 

ces  fractions  en  éléments  simples  77 ^^-n.»  considérons  comme 

des  paramètres  les  coefficients  Aia  des  difl<érents  termes.  Il  résulte 
immédiatement  de  ce  que  nous  avons  vu  (pages  92  et  98  de  ce 
Volume)  que  les  intégrales 

du  paragraphe  précédent,  considérées  comme  /onctions  des  pa- 
ramètres A  sont  des  fonctions  entières  de  ces  quantités.  Il  en 
résulte  que  les  coeJ[p,cients  de  la  substitution  correspondante  à 
un  chemin  fermé  quelconque  sont  des  fonctions  méromorphes 
des  S. pour  toutes  les  valeurs  de  ces  paramètres  (•  ). 

27.  Définissons,  pour  terminer  ce  Chapitre,  ce  qu'on  entend 
par  groupe  d^une  équation  linéaire.  Soit  une  équation  linéaire 
à  coefficients  uniformes  ayant  dans  tout  le  plan  un  nombre  limité 
de  points  singuliers.  Considérons  un  système  fondamental  d'in- 
tégrales 

yu  ^î»    '"^  ym 


(*)  M.  Poincaré  démontre  le  même  théorème  dans  son  Mémoire  Sur  les  groupe* 
des  équations  linéaires  {^Acta  mathematica,  t.  IV,  p.  aia)  en  s'appuyant  sarles 
théorèmes  généraux  relatifs  aux  équations  aux  dérivées  partielles.  La  méthode 
de  calcul  que  nous  avons  suivie  fait  connaître  immédiatement,  comme  od  vient 
de  voir,  la  nature  analytique  des  coefficients  de  la  substitution;  on  verrait  d'ail- 
leurs très  facilement  que  la  marche  suivie  au  §  24  conduit  au  même  résultat.  On 
trouvera  d'autres  méthodes  pour  la  recherche  qui  vient  de  nous  occuper  dans  les 
Mémoires  de  M.  Hamburger  {Journal  de  Crelle,  t.  83)  et  de  M.  Mittag-LefBer 
{Acta  Mathematica,  t.  15).  Fbir  aussi  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Jordan  (t.  III, 
p.  187),  mon  article  cité  page  256,  et  un  Mémoire  de  M.  von  Koch  {Acta  mathe- 
maticaj  t.  16). 
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définies  dans  une  certaine  région  du  plan  à  contour  simple,  ne 
comprenant  aucun  point  singulier.  Quand  le  point  z,  partant  d'un 
point  de  cette  région,  y  revient  après  avoir  décrit  un  contour 
quelconque,  on  a,  au  lieu  de^i, yo?  •  •  •  »  JKm>  /w  autres  intégrales 
de  la  forme 

/gx  )  «il yt  -^<^ii y% -»-•  ..-+-ajm  ym, 

les  a  étant  des  constantes.  L'ensemble  des  substitutions  (S)  à 
effectuer  sur^i,  ^21  '-",ym  pour  trouver  toutes  les  valeurs  prises 
par  ces  intégrales  en  un  point  z,  quel  que  soit  le  chemin  suivi, 
s'appelle  le  groupe  de  Inéquation  différentielle.  Toutes  ces 
substitutions  forment  bien  un  groupe  ;  car,  si  Ton  prend  deux 
quelconques  d'entre  elles,  la  substitution  obtenue  en  effectuant 
sur  les  y  d'abord  la  première,  puis  la  seconde,  appartient  encore 
au  groupe,  puisqu'elle  correspond  au  chemin  total  formé  par  les 
deux  chemins,  répondant  aux  deux  substitutions  initiales,  par- 
courus successivement  dans  l'ordre  indiqué.  On  désigne  sous  le 
nom  de  produit  de  deux  substitutions  la  substitution  résultant 
de  la  composition  des  deux  substitutions,  effectuée  comme  il  vient 
d'être  dit. 

Si  nous  désignons  par  S  et  S' les  deux  substitutions,  nous  dési- 
gnerons leur  produit  par 

SS', 

en  entendant  qu'on  fait  d'abord  la  substitution  S  et  ensuite  la 
substitution  S'.  L'ordre  des  facteurs  du  produit  n'est  pas  indif- 
férent, et  le  produit  précédent  ne  sera  pas,  en  général,  égal  au 

produit 

S' S, 

qui  correspondrait  à  la  substitution  S',  effectuée  d'abord,  suivie 
de  la  substitution  S. 

Puisque  les  points  singuliers  sont  en  nombre  fini,  tout  chemin 
partant  d'un  point  et  y  revenant  se  ramènera  à  une  succession  de 
chemin  tournant  autour  des  divers  points  singuliers  et,  par  suite, 
toute  substitution  du  groupe  pourra  s'obtenir  à  l'aide  d'un  certain 
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nombre  de  substitulions 

^1»  Sj,  •    •    «7  S/1' 

Elle  sera  donc  de  la  forme 

I     Oa       ««•    0<     ^4    ..•1 

qui  correspond  à  la  substitution  S|  effectuée  ai  fois,  suivie  de  la 
substitution  Sa  effectuée  7.1  fois,  et  ainsi  de  suite,  pour  revenir  à 
la  substitution  S|  effectuée  ^1  fois,  etc — 

Remarquons  que  le  groupe  d^une  équation  différentielle  n'est 
pas  absolument  déterminé.  Nous  venons  de  partir  d'un  certain 
système  fondamental,  ce  qui  nous  a  donné  un  groupe.  En  partant 
d'un  autre  système  fondamental,  on  aurait  obtenu  un  autre  groupe  ; 
mais  il  est  clair  que  ces  deux  groupes  sont  étroitement  liés  Tun  à 
Fautre.  Chaque  substitution  du  second  groupe  se  déduit,  en  effet, 
aisément  d'une  substitution  du  premier.  Soit  S  la  substitution 
permettant  de  passer  du  premier  système  fondamental  au  second; 
toute  substitution  du  second  groupe  sera  de  la  forme 

ISS-», 

s  désignant  une  substitution  du  premier  groupe,  et  Yr^  étant  la 
substitution  inverse  de  S. 

Nous  avons  déjà  d'ailleurs  donné  au  Tome  II  quelques  indica- 
tions au  sujet  des  groupes  des  substitutions  linéaires. 


»•••< 
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CHAPITRE  XII. 

DES  FONCTIONS   HYPERGÉOMÉTRIQUES 


I.  —  Le  problème  de  Riemaxm  et  le  groupe  de  la  fonction 

correspondante  (  *  ). 

1.  En  reprenaDt,  après  Euler  et  Gauss,  l'étude  des  séries  hy- 
pei^éomélriques,  Rlemann  se  pose  un  problème  qui  est  étroite- 
ment lié  à  la  théorie  des  équations  diflférentielles  linéaires,  et  qui 
sera  pour  nous  une  application  des  théories  générales  exposées 
dans  le  Chapitre  précédent. 

Nous  allons  nous  proposer  de  trouver  une  fonction  jouissant 
des  propriétés  suivantes  :  elle  est  uniforme  et  continue  dans  le 
voisinage  de  tout  point  du  plan,  y  compris  le  point  à  rinfini,  à 
l'exception  de  trois  points  singuliers  a,  6,  c;  de  plus,  entre  trois 
déterminations  de  la  fonction  en  un  même  point,  existe  une  rela- 
tion homogène  et  linéaire  à  coefficients  constants;  enfin,  la  nature 
de  deux  déterminations  linéairement  indépendantes  est  donnée 
comme  il  suit  dans  le  voisinage  de  chaque  point  singulier.  Dans  le 
voisinage  de  a,  on  a  deux  déterminations  linéairement  indépen- 
dantes de  la  forme 

/%  Cl  f%  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a,  et  ne  s'annu- 
lant  pas  pourx  =  a.  On  a  de  même,  pour  le  voisinage  de  6,  deux 
déterminations  analogues  en  remplaçant  seulement  les  exposants 


(•)   B.  RiEMANN,  Beitràge  zur   Théorie  der  durch  die   Gaussische  Beihe 
F ( a,  3,  y ,  j; )  darsteilbaren  Functionen  {Œuvres  complètes). 
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a  et  a'  par  ^  et  ^',  et  enfin,  pour  le  point  singulier  c,  on  aura  les 
exposants  y  et  y'. 

Nous  allons  voir  dans  un  moment  que  la  somme 

ne  peut  être  arbitraire,  et  qu'elle  doit  se  réduire  nécessairement 
à  un  entier.  Nous  achèverons  de  fixer  l'énoncé  du  problème  en 
ajoutant  que  cette  somme  se  réduit  à  r unité. 

Nous  pouvons,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  que  a  =  o, 

b  =  ij  c  =  00  (on  doit  remplacer  seulement  x  —  c  par  —  j • 


2.  Désignons  alors  par  yt  et  ^3  deux  déterminations  linéaire- 
ment indépendantes  de  la  fonction  cherchée  j^.  Celle-ci  satisfait 
évidemment  à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 


d'y 
d^yt 

dx^ 


dx      ^ 


yi 


dvi 
dx 

dyt    .. 

dx'     '^' 


=  o. 


que  nous  écrirons  sous  la  forme 

d^  y  dv 

Nous  allons  étudier  la   nature  des  coefficients  p  et  q.  Nous 

avons 

d*yi  d^yt  Hy^  d^yx        dyi  d^y^ 


P=  — 


^'^  dx^       ^^'  dx^ 
..   dyx  dy^ 


dr    dxt 


dx    dx* 


dyi  dvt 


Considérons  le  produit 


C) 


(-^' Ê -•>'- È) --»-"'"(• —)-P-P"' 


et  étudions-le  dans  le  voisinage  des  trois  points  singuliers.  Puisque 
le  premier  facteur  se  reproduit  à  un  facteur  constant  près,  quand 
on  met  à  la  place  de  y^   et  y^  une  combinaison  linéaire  de  ces 
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mêmes  fonctioDS,  nous  pouvons  supposer  que^i  eiy2  représen- 
tent les  deux  déterminations  dont  la  forme  analytique  est  connue 
dans  le  voisinage  de  chaque  point  singulier.  Or,  soit  d^abord  le 
point  singulier  x  =  o\  on  prendra 

Il  résulte  de  là  que  Fexpression  (i)  sera  holomorphe  dans  le 
voisinage  de  j?  =  o.  Il  en  est  de  même  pour  a:  =  i .  Passons  au 
point  à  l'infini;  on  peut  prendre  pour  x  très  grand 

F|  et  Fa  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  —  En  substituant  dans  Texpression  (i),  celle-ci  se  pré- 
sente sous  la  forme 

arï-a-a'-P-?'-Y-Y''^(a7), 

^(j:)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  à  Finfini.  La 
fonction  (i),  étant  holomorphe  pour  tout  point  à  distance  finie, 
sera  uniforme  autour  du  point  à  Finfini  et,  par  suite,  la  somme 

se  réduit  nécessairement  à  un  entier  positif  ou  négatif. 

Il  n'est  pas  possible  d'admettre  que  la  somme  précédente  soit 
en  entier  supérieure  à  i//i,  car  l'expression  (i)  étant  alors  holo- 
morphe dans  tout  le  plan,  même  à  l'infini,  serait  une  constante, 
ety  comme  elle  serait  nulle  pour  a:  =  oo,  elle  serait  identiquement 
nulle  et  nous  aurions,  par  suite, 

ce  qui  entraîne —  =  const.,  conclusion  contradictoire  avec  nos 

,  ri 

hypothèses. 

Nous  adopterons,  comme  nous  Tavons  dit,  l'hypothèse 

a -h  a'4-  3-h  3'-4- Y  -+-7'=  I. 

L'expression  (i)  étant  holomorphe  dans  tout  le  plan,  même  à 
P.—  III.  20 
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l'infini,  se  réduit  encore  à  une  constante,  et  celle-ci  n'est  pas 
nulle  pour  la  raison  que  nous  venons  de  dire. 

3.  Nous  pouvons  étudier  de  la  même  manière  l'expression 

Elle  a  pour  pôles  simples  les  points  ^  =  o  et  ^  =  i  et  n'a  pas 
d'autre  singularité  à  distance  finie. 

Dans  le  voisinage  de  j:  =:  oo,  elle  est  de  la  forme 

fj^x)  étant  une  série  entière  en  -•  Elle  se  réduit  donc  à  une  frac- 
tion rationnelle  ayant  pour  pôle  simple  ^  =  o  et  ^  =  i  à  distance 
finie  et  s'annulant  pour  :r  =  30  :  elle  est,  par  suite,  de  la  forme 

AxH-B 

A  et  B  étant  des  constantes. 

En  étudiant  de  la  même  manière  le  produit 

dans  le  voisinage  des  points  o,  i  et  oc,  on  reconnaît  qu'il  se  ré- 
duit à  une  fraction  rationnelle  de  la  forme 

^  -  ■■  ■    ■  • 

X^\^X  —  !)• 

De  là,  nous  concluons  que  la  fonction  cherchée  j^  satisfait  à  une 
équation  de  la  forme 

d*y        Ax-f-B   dy       Cj-^-j- Dx -f- E      _ 
^■^  dx*-'^  xi^x  —  \^  dx  x^J-  — D*     •^~"^» 

A,  B,  C,  D,  E  éunl  des  conslanles  qu'il  reste  à  déterminer.  Cette 
détermination  sera  facile  en  écrivant  qu'il  j  a  dans  le  voisinage 
des  points  singuliers  des  intégrales  de  la  forme  indiquée.  Nous 
simplifierons  le  calcul  en  supposant  que 
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ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  du  problème,  puisque  ceci 
revient  à  envisager,  au  lieu  de  la  fonction  j',  la  fonction 

Nous  supposons  donc  a'=  ^'=  o,  et  il  nous  reste  quatre  con- 
stantes a,  p,  Y  et  y  liées  par  la  relation 

a  -H  p  H-  Y  H-  y'  =  I . 

L'équation  fondamentale  déterminante  relative  au  point  x=zo 
est,  pour  l'équation  (2)  qui  a  ses  intégrales  régulières  encepoint, 

r(  r  —  i)  —  BrH-E  =0. 

Elles  doivent  être  égales  à  zéro  et  à  a.  On  a  donc 

E  =  o,        B  =  a  —  I . 

Pareillement,  l'équation  fondamentale  déterminante  relative  au 

point  X  =  1  est 

r(r  —  1) -+- (A -+- B)r -+- G -+- D  =  o. 

Elle  a  pour  racines  zéro  et  ^.  On  a  donc 

C-hD  =  o,        A  =  2  —  a  —  p. 

Il  ne  nous  reste  plus  que  la  constante  C  à  déterminer;  nous 
avons  l'équation 

Posons  j'  =z  x''^(x),  'i(^)  étant  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  ->  et  substituons  dans  l'équation  diffé- 
rentielle. En  égalant  à  zéro  le  coefficient  du  terme  de  degré  le 
plus  élevé  en  x,  nous  avons  de  suite  Téquation  en  r 

/•  (  r  —  1) -+-  A /•  -h  G  =  o. 

Cette  équation  doit  avoir  pour  racines  — y  et  — v'.  On  aura 

donc 

G  =  ÏT', 

et  il  faut  vérifier  que  Ton  a 

i-A=-y-y', 
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ce  qui  a  bien  lieu,  car  cette  relation,  en  remplaçant  A  par  sa  va- 
leur trouvée  plus  haut,  revient  à 

Nous  avons  donc  finalement  Inéquation 

C'est,  avec  un  changement  seulement  dans  les  notations^  Véqua-- 
tion  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  série  hyper  géomé- 
trique (Chap.  XI,  §  li). 

Si,  au  lieu  de  supposer  a'=  ^'=  o,  nous  les  avions  laissés  ar- 
bitraires, nous  aurions  obtenu  par  un  calcul  tout  semblable  l'équa- 
tion du  second  ordre  correspondant  au  cas  général,  qu^il  est 
inutile  d^écrire.  Remarquons  seulement  que  cette  équation  n'aura 
d'intégrales  de  la  forme  voulue  que  si  aucune  des  différences 


a-a,     3-3',     Y 


1 


n'est  un  nombre  entier.  C'est  d'ailleurs  une  hypothèse  que  Rie- 
mann  fait  explicitement  dans  son  Mémoire.  Nous  savons,  d'après 
les  généralités  du  Chapitre  précédent,  que  des  logarithmes  s'intro- 
duiraient dans  la  forme  des  intégrales  si  quelqu'une  de  ces  diffé- 
rences était  entière. 

4.  Reprenant,  pour  plus  de  sjmétrie,  les  six  exposants  a,  a', 
^,  3',  Yî  y  correspondant  aux  points  singuliers  a,  6,  c,  désignons 
par 

Pa     et     Pa' 

les  deux  solutions  de  la  forme  indiquée  dans  le  voisinage  dex  =  a; 

chacune  d'elles  est  déterminée  seulement  à  un  facteur  près.  Soient 

pareillement 

Pp     et     P^'         puis         Py     et     Py' 

les  solutions  correspondant  aux  points  b  et  c.  Traçons  dans  le 
plan  un  contour  fermé  F  (un  cercle,  par  exemple),  passant  parles 
trois  points  a,  6,  c  {^fig*  1 1)-  Les  six  fonctions 

Pa,     P«,     Pp^     P?',     Py,     ^r 
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sontholomorphes  à  l'intérieur  de  Y  et  à  Texlérieur  de  cette  courbe, 
puisque  dans  tout  le  plan,  y  compris  le  point  à  Tinfîni,  elles  ont 
seulement  pour  points  singuliers  les  trois  points  a,  6,  c. 


Considérons  les  fonctions  précédentes  à  Tintérieur  de  F.  On 
doit  avoir  entre  elles  des  relations  de  la  forme 

Pgj    :=     ûty  Py  -f-    dy'  Pv', 

Pqj.=  a^Py^-a^Py, 

les  coefficients  a  étant  des  constantes.  Considérons  les  quotients 
de  deux  coefficients  de  même  indice  inférieur;  de  ces  quatre  quo- 
tients 

ap       ap'       ay       ay 

aO  aO.  Uy  Uy, 

trois  doivent  être  déterminés  en  fonction  du  quatrième,  puisque 
les  six  fonctions  P  sont  déterminées  chacune  à  un  facteur  con- 
stant près.  C'est  cette  détermination  que  nous  allons  eflectuer  avec 
Riemann. 

Quelle  que  soit  la  détermination  considérée,  on  a  deux  chemins 
équivalents  en  tournant  une  fois  autour  du  point  c  dans  le  sens 
positif,  et  en  tournant  successivement  autour  de  a  et  6  dans  le 
sens  négatif.  Prenons  par  exemple  P»;  quand  la  variable  tourne 
une  fois  dans  le  sens  positif  autour  de  c,  Pa  se  change  en 

comme  le  montre  de  suite  l'expression  de  Pa  en  fonction  de  Py 
et  Py';  quand  la  variable  tourne  successivement  autour  de  a  et  fr 
dans  le  sens  négatif,  P^  se  change  en 
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On  a,  par  suite,  la  relalion 
à  laquelle  nous  adjoignons  Tégalité 

ayPy-H  ay'Py'=  «^Pp-h  «p' P^'. 

On  a  deux  relations  analogues,  en  remplaçant  a  par  aJ  et  les 
coefficients  a  par  les  coefficients  a'.  En  éliminant  Py  et  Py  entre 
ces  quatre  relations,  on  aura  deux  relations  homogènes  et  li- 
néaires entre  Pp  et  P^',  et,  par  suite,  dans  ces  dernières,  les  coef- 
ficients de  Pp  et  Pp'  seront  nuls,  ce  qui  va  nous  donner  quatre 
équations  entre  les  a. 

Un  calcul  très  facile  donne  ainsi  les  quatre  équations 

/  Oy    _  ap  c-^tw'sinCa-H  p-+- y')7c  _  «g;   g-aff/  sin ( «  -f-  P'  -t-  V )tc 

ay  ^  ap    g-aiwsin(a -h  P -4-y)t^    _  ^P'   «-«'f' sin(a  H- P'-4- y)tc 
ôÇ".  ~"  op   e-a'iiisin(a'-Hp  -h  Y)i:  ""  ô^   c-a'^^' sin(Œ'-+-  p'-+- y)ic* 

Ces  quatre  relations  se  réduisent  à  trois,  comme  il  doit  être, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut.  On  trouve,  en  efiet,  deux 
fois  la  valeur  du  quotient 

La  comparaison  de  ces  valeurs  donne 

sin(a  -4-  P'h- Y')7rsin(g'H-  P  -h  y')tc  _  sin(a -h  p'-h  y)7c  sin(a'-+- P -+- Y)ir 
sin(a  -+-  p  -4-  Y)"^  sin(a'H-  p'-i-  y'}7c  ~  sin(x'-i-  p'-4- y)''^  sin(a-+-  p  h- y)î:' 

équation  qui  est  bien  vérifiée  à  cause  de  l'égalité 

o.  La  recherche  précédente  conduit  à  la  détermination  du 
groupe  de  l'équation.  Remarquons  d'abord  que,  si  Ton  a  un 
système  de  nombres  a  satisfaisant  aux  relations  (5),  il  y  aura 
certainement  six  déterminations 

(6)  Pa,      Pa-,      Pp,      Pp',     Py,     Py' 

de  la  fonction,  ayant  la  forme  indiquée  autour  des  poinLs  singuliers 
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et  salisfaisant  aux  relations  (3).  En  effet,  en  multipliant  les  six 
déterminations  précédentes  par  six  constantes  arbitraires,  on  peut 
faire  que  les  coefGcients,  remplaçant  les  a,  aient  telles  valeurs  que 
l'on  veut,  pourvu  que  les  rapports  des  quotients  (4),  correspon- 
dant aux  nouveaux  coefficients,  aient  les  mêmes  valeurs  que  pour 
les  anciens.  Nous  pouvons  donc  considérer  que  nous  avons  un 
système  de  déterminations  (6)  répondant  aux  relations  (3),  où 
les  coefficients  a  sont  arbitraires,  sauf  qu'ils  satisfont  aux  rela- 
tions (5).  Si  alors  nous  nous  attachons  aux  deux  solutions 


a> 


Pa, 


qui  forment  un  système  fondamental,  il  est  facile  de  trouver  les 
substitutions  correspondant  à  une  rotation  de  la  variable  autour 
des  points  a  et  6.  Pour  le  point  a,  nous  avons  immédiatement  la 
substitution,  puisque  Pa  et  Pa'  deviennent  respectivement 

tf»w»Pa     et     e««^a'Pa'. 

Quanta  la  seconde  rotation,  nous  trouverons  la  substitution 
correspondante  en  prenant  Pa  et  Pa'  sous  la  forme  donnée  par 
les  deux  premières  des  formules  (3).  Alors,  nous  voyons  que  Pa 
et  Pa'  deviennent  respectivement  pour  une  rotation  positive  autour 
du  point  b  : 

Remplaçons  alors  Pp  et  Pp'  par  leurs  valeurs  en  P^  et  Pa',  nous 
aurons  la  substitution  cherchée.  Pour  faire  ce  calcul  le  plus  rapi- 
dement, écrivons 

Pa  =  apPp  -+-ap'Pp', 

en  posant 

on  aura,  pour  les  expressions  (6), 

P   XX'  ( e»«'P  -  c««^P' )  _  X' e««'?' -  X  e«wp 

^"^ v^ri         ^«'-^ Y^r\ 
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Le  rapport  y  est  donné  par  les  formules  (5)  en  fonction  des  a, 

{3,  Y'  I^  reste  donc  seulement  dans  cette  substitution,  une  con- 
stante arbitraire.  Il  devait  bien  en  être  ainsi,  puisque  Pq  et  Pg^  sont 
déterminés  seulement  à  un  facteur  constant  près.  Pour  avoir  des 
substitutions  entièrement  déterminées,  posons 

La  rotation  autour  du  point  a  donnera  la  substitution 

(  u'=  e«w«a, 

La  rotation  autour  du  point  b  donnera  la  substitution 

U    =    ^-; s U  -h  (e*«'P  —  tf*«^?)l'. 

A   ~~'   A 

'  = (V=T]i "+  — X'^IT "• 

Nous  n'avons  plus  maintenant,  dans  les  substitutions  (S|)  eM 

X' 
(2^2)7  aucune  indéterminée,  puisque  y  ^^^  connu  et  égal  à 

sin(a  -4-  P'-h  Y')Tc.sin(a'-i-  p  -hy')?: 

Par  suite,  nous  pouvons  regarder  les  deux  substitutions  S« 
et  Sa  comme  les  deux  substitutions  fondamentales  du  groupes 
de  Véquation  différentielle  hyper  géométrique  prise  sous  sat 
forme  la  plus  générale. 

Nous  vo)^ons  donc  comment  les  considérations  développées  par 
Riemann  permettent  de  trouver  facilement  le  groupe  de  l'équa- 
tion différentielle  hypergéométrique.  Après  avoir  étudié  l'ex- 
pression des  fonctions  P  sous  formes  d'intégrales  définies,  nous 
aurons  à  revenir,  dans  la  Section  suivante,  sur  ce  groupe  en  le 
donnant  sous  une  forme  plus  simple  que  celle  que  nous  venons 
d'obtenir. 

La  méthode  suivie  par  Riemann  n'en  reste  pas  moins  la  plus 
intéressante,  puisque  les  principales  propriétés  de  la  fonction  sont 
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déduites  uniquement  de  sa  nature  au  voisinage  des  points  singu- 
liers, sans  recourir  à  aucune  représentation  effective  de  celte 
fonction. 

On  retrouve  dans  les  quelques  pages  du  petit  Mémoire  de  Til- 
lustre  auteur  l'esprit  original  et  profond,  excellant  à  prendre  les 
questions  de  haut,  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  d'admirer 
dans  la  théorie  des  intégrales  abéliennes. 


II.  —  Intégrales  hypergéométriques. 

6.  Appelons  intégrale  hyper  géométrique  une   intégrale  de 
la  forme 

dont  les  limites  g  et  h  sont  deux  des  quantités  ai,  ^3  et  00.  On 
suppose,  bien  entendu,  que  l'intégrale  ait  un  sens.  Si  donc,  par 
exemple,  on  prend  l'infini  pour  une  des  limites,  c'est  que 

61-+-  6,-+-X  <2. 

L'intégrale  considérée  est  une  fonction  de  x  et  satisfait  à  une 
équation  différentielle,  que  nous  allons  former.  Posons 

U  =  (a  — ai)^-J(M  — a,)*i-J. 

Nous  aurons,  en  appliquant  la  règle  de  différentiation  sous  le 
signe  d'intégration 

g  =-(X~,)  f    [](u^x)^-^du, 

Cela  étant,  considérons  la  fonction 

G(w)=  (w  —  a\)^x(u  —  ai)*«(a  —  x)^-^\ 

elle  s'annule  pour  les  limites  g  et  h  que  l'on  a  choisies,  du  mo- 
ment que,  pour  ces  limites,  l'intégrale  a  un  sens.  Calculons  la 
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diOTérenlielIe  de  G  (a)  :  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

f(u)  =  (m  — ai)  (a --a,), 
<p(M)  =  6,(a--ai)-hô,(a  — a,), 
il  vient 

€/G(w)=  U(p(M)(M  — ar)^-«rfa-h(X  — 2)Uy(a)(a  — x)^->€/a. 

D'autre  part, 

f(u)  =  <p(a?)  -4- (m  —  x)o'{x). 
On  a  alors 

(>  — i)rfG(a)=(X  — i)(X  — 2)/(a')U(a— :r)X-»€/a 

-+-(X-i)U[<p(a:)-+-(X-a)/'(ar)](a  — T)X-«rfa 

H-u[(X-i)?X^)-^^^""'^^^^""'''V(^)]("-^)^"'rf'^- 

En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  identité  entre  g  et  A, 
et  se  reportant  aux  valeurs  de  -j-  et  -p^y  on  trouve 

[a-.)?'(x)+<^-'>f--V(^)]r 

-  [<p(x)  +  (X  -  2)/'(x)]  g  +/(x)  g  =  o. 

Telle  est  donc  l'équation  linéaire  de  second  ordre,  à  laquelle 
satisfont  les  fonctions  j^. 
Dans  le  cas  où  l'on  fait 

ai  =  o,        cfj  =  I, 
et  de  plus 

X  =  i  — a,  6,  =H-a  — Y,  ^>,  =  y  —  p, 

on  a  l'équation  différentielle 

^0  -  ^)  ^  -^  [ï  -  ^(a  -+-  P  -H  i)J  ^  -  apr  =  o, 

qui  est  l'équation  hypergéométrique,  sous  la  forme  considérée 
par  Gauss. 
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7.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  les  constantes  6|, 
629  ^  telles  qu'une  intégrale  de  la  forme  indiquée  ait  une  valeur 
déterminée.  On  aura  dans  tous  les  cas  une  inlégrale  de  l'équation 


difTérentielle  en  procédant  de  la  manière  suivante  :  Partons  du 
point  Uq  (distinct  de  ai,  aa  et  00),  en  donnant  à  l'expression 

(u  —  a, )*!-!  (w  —  «j)*«~*  (w  —  ar)^'"* 

une  de  ses  déterminations,  et  prenons  l'intégrale 

(7)  Aa  — a,  )*.-«(  w  —  «i  )*•-*(  M  — ar)^-i€/w, 

en  décrivant  dans  un  certain  sens  un  contour  C|  autour  de  a^ ,  puis 
un  contour  C2  autour  de  aj,  ensuite  le  contour  C|,  mais  en  sens 
inverse,  et  enfin  le  contour  C2  également  en  sens  inverse  {Jig'  i'^)* 
La  fonction  G(m),  considérée  ci-dessus,  reprendra  évidemment  la 
même  valeur  quand  u  reviendra  en  Uq  après  avoir  décrit  le  con- 
tour complexe  qui  précède,  et,  par  suite,  nous  aurons  une  solu- 
tion de  l'équation  différentielle  en  prenant  l'intégrale  le  long  de 
ce  contour.  Si  l'on  suppose  que  l'intégrale  (7)  reste  finie  pour 
u  =  ai  et  u  =  a2,  on  retrouvera  bien  ainsi  l'intégrale  du  §  6. 
Soient,  en  effet, 

Va,     et      Ua, 

les  intégrales  (7),  prise  de  Uq  en  a^  et  de  Uq  en  ^2,  avec  la  valeur 
initiale  choisie  pour  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration.  L'in- 
tégrale correspondant  au  contour  complexe  sera 

c'est-à-dire 

(Ua.  -  Ua.)(l  -  «»«M)(I  -  e^^^^n- 
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et  la  différence  U^, —  U^^  représente  précisément  l'intégrale  (7) 
prise  de  «i  en  «3. 

8.  Nous  avons,  au  §  6,  donné  aux  limites  g  et  h  les  valeurs  ^i, 
^2  et  oc;  on  peut  aussi  donner  à  ces  limites  la  valeur  x.  Démon- 
trons-le en  supposant  que  les  différentes  intégrales  obtenues  en 
donnant  k  g  et  h  deux  des  valeurs 

aient  un  sens;  la  proposition  sera  évidemment  générale.  Il  faudra 
seulement  recourir,  dans  le  cas  contraire,  aux  intégrales  considé- 
rées dans  le  paragraphe  précédent.  Prenons  encore  un  point  arbi- 
traire I/o  et  traçons  les  lignes 

«0«lî     Mo^»     "o«i»     wo«>> 
ces  lignes  se  suivant  autour  de  Uq  dans  Tordre  qui  vient  d^être 


indiqué  {fig*  i3).  C'est  la  figure  toute  semblable  à  celle  que  nous 
avons  faite  (tome  II,  p.  223).  En  désignant  par 

U«.,     Uo-,    U„„    U« 

les  valeurs  de  l'intégrale  (7)  prise  de  w©  ^^  ^m  ^>  CL2  et  oc  avec 
une  même  valeur  initiale  pour  la  fonction  sous  le  signe  d'intégra- 
tion, nous  aurons,  comme  à  la  page  224  (tome  II), 

Cette  formule  montre  immédiatement  que 
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s^exprime  par  une  combinaison  linéaire  el  homogène  de 

U«.-U«.,    U«,-U«,    U.-U^. 

et  est,  par  suite,  une  intégrale  de  Féquation  difTérentielle.  Il  en  est 
de  même  de  Ux —  U^,  el  U^ —  U,. 

9.  Nous  avons,  dans  la  Section  I,  trouvé,  diaprés  Uiemann,  le 
groupe  correspondant  à  Téq nation  difTérentielle  du  second  ordre 
dont  Tétude  fait  l'objet  de  ce  Chapitre.  On  peut  nécessairement 
donner  au  groupe  différentes  formes.  La  considération  des  solu- 
tions de  l'équation  sous  forme  d'intégrales  conduit  à  une  forme 
très  simple  des  deuK  substitutions  fondamentales  du  groupe  pour 
deux  solutions  particulières  bien  précisées.  C'est  ce  que  nous 
avons  montré  au  Tome  II  (pages  224  et  suivantes).  Il  nous  suffira 
donc  de  nous  reporter  à  ce  passage,  en  remplaçant  seulement  a  et 
b  par  6|  et  é^,  et  les  points  o  et  i  par  a^  et  aj.  Nous  avons  consi- 
déré les  deux  intégrales 

^i  =  Ux —  U,i,. 

Les  deux  substitutions  fondamentales  S|  et  Sa  du  groupe 
correspondant  respectivement  à  une  circulation  dans  le  sens 
négatif  autour  de  a^  et  à  une  circulation  dans  le  sens  positif 
autour  de  a^  sont 

(S  )  • 

JO.  Si  Ton  pose 

wi 

—  —  "> 

on  pourra  faire  correspondre  au  groupe  précédent  un  groupe  li- 
néaire relatif  à  z  dont  les  substitutions  fondamentales  sont 

<^*)  [^'         I  -^  (g-î(A,+>.JT[/—  C-tXîW  )  5  J  ' 
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Nous  allons  montrer,  en  supposant  réels  X,  6|  et  62,  qu'on  peut 
trouver  un  cercle  qui  est  transformé  en  lui-même  par  les  sub- 
stitutions (S,)  et  (S2). 

Remarquons  d'abord  que,  z  désignant  x  +  iy,  réqualion  d'un 
cercle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Azzo-\-  Bz  -+-  BqZo-^  g  =  o, 

Â  et  C  étant  des  constantes  réelles,  B  et  Bq  étant  des  constantes 
imaginaires  conjuguées,  et  Zq  désignant  x  —  iy. 

En  écrivant  que  le  cercle  est  transformé  en  lui-même  par  la 
substitution  (I2))  on  obtient  les  deux  équations 

B  (i  —  e-»MO  -^-  Bo(£--  e+*M')  -h  G  (e»M'  — i)(e-**.'«'— 1)  =  o, 

B(eî(^-»-X):i/_i)  =  C(i  — e*M/), 

et  Ton  voit  facilement  que  la  première  est  une  conséquence  de  la 
seconde. 

Pareillement  la  substitution  (S|)  conduit  aux  deux  équations 

B  (i  —  e-*à,ni)  -H  Bo(i  —  «+«^«0  -+-  A  (i  —  «-*^«0  (»  —  «'*«'^)  =  o, 

B  (e«(^+>^J«'—  1)  =  A  (i  —  e*^«0» 

qui  se  réduisent  aussi  à  la  seconde. 

On  a  donc  seulement  les  deux  équations 

B  [e«t^-^X;ii/_ ,]  =  A  [1  —  e«^«^], 
B  [6î(^-H>'«'  —  i]  =  G  [1  —  eïM'J. 

Il  faut  qu'on  puisse  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  A  et  C 
réels.  On  voit  de  suite  qu'il  en  est  ainsi,  car  on  peut  remplacer  la 
seconde  équation  par  la  suivante  : 

A  __  (e2ii*,^— i)[eî«(^-«-X)^_i] 

et  Ton  s'assure  que  le  second  membre  est  réel,  en  remarquant  qu'il 
ne  change  pas  quand  on  change  i  en  —  /. 

La  circonférence  que  nous  venons  de  trouver  peut  être  réelle  ou 
imaginaire.  Elle  sera  réelle  si 

BBo— AG>o, 

comme  il  résulte  de  l'équation  du  cercle,  mise  sous  la  forme 

( A^  -+-  Bo)(Azo-4-  B)  4-  AG  —  BBo  =  o. 
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En  substituant  les  valeurs  trouvées  pour  A,  B,  C,  celte  inégalité 
devient 

Suivant  la  valeur  numérique  de  X,  6|  et  62,  le  premier  membre 
peut  être  tantôt  positif  et  tantôt  négatif  (*  ). 

11.  Faisons  encore  une  remarque  relative  aux  substitutions  de 
la  forme 


a^  b^  Cy  tétant  des  constantes.  Une  telle  substitution  transforme 
une  circonférence  en  une  circonférence^  c'est  ce  que  l'on  voit  de 
suite  en  mettant  l'équation  de  la  circonférence  sous  la  forme  dont 
nous  nous  sommes  servi  plus  haut 

Azzo-H  B^  -h  Bo«o-+-  C  =  o. 

En  mettant ^  à  la  place  de  -5,  on  a  une  équation  de  même 

forme. 


III.  —  Représentation  conforme  au  moyen  du  rapport 
de  deux  solutions  de  l'équation  hypergéométrique. 

12.  Reprenons  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

et  désignons  par^i  et  y^  deux  solutions  linéairement  indépen 
dan  tes  de  cette  équation.  Posons 

(8)  g=^. 


(*)  J'ai  développé  les  calculs  que  je  ne  fais  qu'indiquer  ici  dans  mon  Mémoire 
Sur  les  fonctions  hyperfucfisiennes  provenant  des  séries  hyper  géométriques 
dte  deux  variables  {Annales  de  l'Écoljs  Normale  supérieure,  i885).  Dans  le 
domaine  de  deux  variables  complexes  indépendantes,  le  cercle  précédent  est  rem- 
placé par  une  hypersphérc. 
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et  regardons  cette  équation  comme  établissant  une  relation  entre 
X  et  z.  Pour  une  valeur  déterminée  Xq  de  x^  distincte  de  o,  i  et 
00,  supposons  que  z  prenne  la  valeur  Zq  (celle-ci  pouvant  être  in- 
finie). L'équation  (8)  donnera  pour  x  une  fonction  de  z  holo- 
morphe  dans  le  voisinage  de  Zq  et  prenant  pour  ^  =  ^o  ^^  valeur 
Xq.  Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  Zq  fini;  l'énoncé  pré- 
cédent ne  serait  inexact  que  si  la  dérivée  de  —  et  par  suite 

s'annulait  pour^  =  jto*  Or  ceci  est  impossible,  car  il  est  évident 
quesij^i  et  ^2  désignent  deux  solutions  distinctes  de  Péquation 
linéaire  du  second  ordre 

d^y  dy 


on  a 

^*  dx       ^  *  dr 


y,p^y^^=Ce-fp^', 


C  étant  une  constante  différente  de  zéro,  et  par  suite  le  premier 
membre  de  l'identité  précédente  est  différent  de  zéro  pour  une 
valeur  de  x  distincte  des  points  singuliers. 

Si  ^0  était  infini,  c'est-à-dire  si  y2  s'annulait  pour  x  =  Xq^  cette 
racine  Xq  serait  simple,  l'autre  intégrale  y^  ne  s'annulerait  pas 
pour  cette  valeur  de  x,  et  l'on  aurait  alors  dans  le  voisinage 
de  Xq 

^  =  -^--h...  (A?^o) 

les  termes  non  écrits  étant  holomorphes  :  il  est  clair  que  l'inversion 
se  fera  d'une  manière  uniforme  dans  le  voisinage  de  -s;  =  00. 

Il  résulte  de  la  remarque  précédente  que,  si  Ton  a  dans  le  plan 
de  la  variable  x  une  aire  limitée  par  un  contour  simple  et  ne  con- 
tenant aucun  des  points  singuliers  o,  i  et  oo,  réquation 

fera  correspondre  à  cette  aire  dans  le  plan  de  la  variable  z 
une  aire  également  limitée  par  un  seul  contour,  et  à  V intérieur 
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(le  laquelle  ne  se  trouvera  pas  de  point  critique  de  la  fonction 
.r  de  z.  Il  n'en  faudrait  pas  conclure  que  Ton  aura  ni'cessaircmenl 
ainsi  deux  aires  se  correspondant  point  par  point;  il  peut  arriver 
qu'à  un  point  z  correspondent  plusieurs  valeurs  de  x,  et  que  par 
suite  Taire  dans  le  plan  z  se  recouvre  partiellement  elle-même.  Il 
est  aisé  de  donner  un  exemple  simple  d'une  telle  circonstance; 
prenons  la  relation 

et  dans  le  plan  x  une  aire  simple  ne  comprenant  pas  l'origine  cl 
telle  que  la  symétrique  par  rapport  à  l'origine  de  certaines  parties 
de  l'aire  soit  contenue  dans  celle-ci.  On  aura  comme  figure  cor- 
respondante dans  le  plan  z  une  aire  limitée  par  un  seul  contour, 
lie  comprenant  pas  l'origine  à  son  intérieur,  mais  qui  se  recou- 
vrira partiellement  elle-même,  de  façon  qu'à  certaines  valeurs  de  r 
correspondront  deux  valeurs  de  x. 

13.  Nous  allons  supposer  maintenant  que  dans  l'équation  dif- 
férentielle a,  p  et  Y  sont  réelles  et  nous  voulons  chercher  quelle 
est  dans  le  plan  z  la  figure  correspondant  au  demi-plan  P  de  la 
variable  x  situé  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles  (').  Dans 
le  demi-plan  P,  z  est  une  fonction  uniforme  de  x,  puisque  j'i  el 
j'2  n'ont  comme  points  singuliers  que  les  points  o,   i  et  oc. 

Partageons,  dans  le  plan  x^  Taxe  des  quantités  réelles  en  trois 

segments 

—  x,  o;     o,  i;     I,  -h  X. 

Considérons  Tun  de  ces  segments;  soit,  pour  fixer  les  idées,  le 
segment  o,  i .  Je  suppose  d'abord  qu'en  un  point  réel  Xq,  compris 
entre  o  et  i,  on  se  donne  des  conditions  initiales  réelles  pour  les 
deux  intégrales  yt  et  ^21  celles-ci  seront  réelles  pour  x  réel  el 
compris  entre  o  et  i  et  il  en  sera  dé  même  du  rapport 

-  _  ri 
«  —  —  > 

Xi 


(*)  Cette  étude  a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Schwarz  daos  son  cé- 
lèbre Mémoire  :  C/eber  dienigen  Faite,  in  welchen  die  Gaussische  hypergeome- 
trische  Reihe  eine  algebraische  Funclion  ihres  vierten  Elementes  darstellt 
{Journal  de  C relie,  t.  75). 

P.  -  III.  ai 
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et,  par  suite,  le  point  z  décrira  un  segment  de  l'axe  des  quantités 
réelles  dans  son  plan  quand  x  variera  entre  zér^o  et  un.  Comme 
on  a 

dx  y\  y\  ' 

il  en  résulte  que,  suivant  le  signe  de  C,  z  ira  constamment  en 
croissant  ou  en  décroissant  quand  x  croîtra.  11  y  aura  donc  une  cor- 
respondance bien  déterminée  entre  le  segment  (o,  i)  du  plan  x 
et  un  segment  (qui  pourra  contenir  le  point  à  l'infini)  de  l'axe 
réel  du  plan  z. 

Si,  au  lieu  des  intégrales  que  nous   avons  considérées  et  qui 
sont  réelles  pour  x  entre  zéro  et  un,  nous  avions  pris  deux  inté- 
grales quelconques,  cherchons  quelle  eût  été  la  courbe  correspon- 
dant au  segment  (o,  i).  La  recherche  est  facile;  au  lieu  de  ^i  et 
j^2î  nous  aurions  les  deux  intégrales 

P,  Q,  R,  S  étant  des  constantes  et,  par  suite,  au  lieu  du  rapport 
z  considéré  plus  haut,  le  rapport 

Vz-^Q 


H^-hS 


Or,  quand  le  point  z  décrit  un  segment  de  l'axe  réel,  le  point 

■^ — ^  décrit  un  arc  de  la  circonférence  correspondant  à  l'axe  réel. 

11  en  résulte  qu'aa^e^me/i/  (o,  i)  correspond  uniformément  un 
arc  de  cercle. 

Reprenons  donc  notre  question.  Ayant  fait  choix  de  deux  inté- 
grales distinctes,  d'ailleurs  quelconques,  nous  posons 

ri  _  . 

—  —  ^1 

et  nous  considérons  le  demi-plan  P.  A  chacun  des  segments  de 
l'axe  des  quantités  réelles  correspondent  dans  le  plan  z  trois  arcs 
de  cercle.  Quand  x  parcourt  l'axe  réel  de  —  oo  à  -H  oo  (en  évitant 
seulement  par  des  petites  courbes  situées  au-dessus  de  l'axe  réel 
les  points  o  et  i),  le  point  z  décrit,  en  marchant  toujours  dans  le 
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même  sens,  les  côtés  d'un  triangle  curviligne  formé  d'arcs  de 
cercle.  Les  trois  sommets  de  ce  triangle  correspondent  respecti- 
vement aux  points  o,  i  et  oo. 

Cherchons  les  angles  de  ce  triangle.  Nous  désignerons  par  a,  6, 
€'  les  trois  constantes  réelles  positives 


b  ■-■  1  >  -  :m, 

Dans  le  voisinage  du  point  x  =  o,  l'équation  différentielle  a  deux 
solutions  de  la  forme 

J\  etyi  étant  holomorphes  et  différents  de  zéro  pour  x  =  o.  11  en 
résulte  que,  pour  ce  choix  particulier  d'intégrales,  et  par  suite  pour 
toutes  (pour  que  Ton  passe  d'une  détermination  z  à  une  autre  par 
une  substitution  n'altérant  pas  les  angles),  l'angle  des  deux  côtés 
du  triangle  au  sommet  qui  correspond  à  x  =  o.  compté  dans  Vin- 
tt'rieur  de  l'aire,  sera  égal  à 

puisque  l'argument  de  j:'~T  varie  de  (i  —  Y)7t  quand  :r  est  à 
gauche  et  à  droite  du  point  o  sur  Taxe  réel.  Si  l'angle  «Tw  est  su- 
périeur à  27t,  Taire  du  plan  des  z  se  recouvrira  elle-même. 

On  verra  de  la  même  manière  que  l'angle  compté  dans  Tintéricur 


de  l'aire  est  égal  à 


CTt 


pour  le  sommet  qui  correspond  à  ^  =  i,  ce  qui  résulte  de  l'exis- 
tence de  deux  intégrales  de  la  forme 

Enfin  pour  le  sommet  correspondant  à  :r  =  oo,  on  aura  l'angle 
car  on  a  les  deux  solutions,  pour  x  très  grand, 

f\  et/i  étant  holomorphes  et  différents  de  zéro  pour  x  =  »,  et 
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Ton  voit  alors  que,  dans  le  quotient  "^y  s'introduit  le  facteur  .r«  P. 

Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion  (\\{au  demi-plan  corres- 
pond, dans  le  plan  z,  une  aire  à  contour  simple,  limitée  par 
trois  aires  de  cercle;  cette  aire  peut  se  recouvrir  parlielleinenl 
elle-même  et  aussi  contenir  le  point  à  Finfini. 

Nous  avons  supposé  implicitement  qu'aucune  des  constantes 
a,  6,  c  n'était  égale  à  un  entier.  Prenons  par  exemple  a,  et  sup- 
posons que  y  =  I.  D'après  la  théorie  générale  des  points  singu- 
liers réguliers,  nous  aurons  dans  le  voisinage  de  x  =  o  les  deux 


intégrales 


V,=/,(x),        ^'î  =  /i(J')-+-logj:/,(y). 


yt 


Le  rapport  —  est  alors  de  la  forme 

c5(j:)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  j:  =n=  o  et  à  coeffi- 
cients réels.  Quand  X  s'approche  de  zéro  sur  le  segment  (i,  <>), 
z  s'approche  de  — oo  sur  Taxe  réel,  et  ensuite  quand  x,  décrivant 
un  demi-cercle  infiniment  petit  pour  éviter  le  point  o,  suit  le  seg- 
ment (o,  — oo),  le  point  z  décrit  une  parallèle  à  Taxe  réel,  d'or- 
donnée t:,  et  en  venant  également  de  — oo.  L'angle  sera  donc  égal 
à  zéro. 

On  vérifiera  de  même  que,  si  a  =  i,  l'angle  des  deux  cotés  du 
triangle  sera  égal  à  t:,  de  sorte  que  le  résultat  énoncé  plus  haut  est 
général. 

14.  Abordons  maintenant  un  cas  particulièrement  intéressant 
011  l'on  aura  une  correspondance  uniforme  entre  le  demi-plan  V 
et  l'aire  correspondante  du  plan  z.  Ce  cas  est  celui  où  Ton  a  à  l<i 
fois 


"->»  •  ' 


Nous  allons  voir  que  Ton  a  alors  d'une  manière  uniforme  une 
représentation  conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  d'arcs  de 
cercle.  Nous  le  montrerons  bien  nettement  en  suivant  par  conti- 
nuité à  partir  d'un  cas  pour  lequel  la  question  ne  présente  aucune 
difficulté. 

Si  l'on  prend,  pour  les  trois  constantes  de  la  série  hvpergét>- 


I 
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inéti  ique, 

«0=0,       ^0»       Y"J 

on  a,  pour  une  des  intégrales,  une  constante,  et  pour  l'autre 


w-T)  {u  —i  )T -?û-»  du  y 


«H  celte  expression  peut  servir  à  effectuer  la  représentation  con- 
forme du  demi-plan  P  sur  un  espace  limité  par  trois  droites. 
Posons,  comme  plus  haut, 

«o=|l  — Vo',  ^0=1  ?o|,  Cu-|Yo— ?o|. 

Nous  supposons 

de  façon  que  les  sommets  ne  soient  pas  des  points  de  ramification. 
ï^  contour  ne  pourra  se  couper  lui-même,  car  alors  les  trois 
droites  ne  limiteraient  plus  une  aire  (voir,  pour  ces  questions  déjà 
étudiées  au  tome  If,  le  Chapitre  de  ce  Tome  relatif  aux  représen- 
tations conformes,  pages  278  et  suivantes). 
Si  Ton  a  en  particulier 

Vo<i. 
Yo— ?o>o, 

on  obtiendra,  en  égalant  l'intégrale  ci-dessus  à  5,  un  triangle  rec- 
tiligne  tout  entier,  à  distance  finie,  avec  les  angles 

'^o"»        '•^U^^        ^0~7 

en  posant  alors 

f7o  —  I  —  vy,      l)^i  =  3o,      Co  —  Yo—  3o, 

et  la  somme  de  ces  angles  est  hien  égale  à  it. 

Imaginons  maintenant  que  Ton  parte  de  ces  dernières  valeurs 
de  ao,  ^0,  Yoî  l'équation  hjpergéométrique  correspondante  nous 
donne  la  représentation  du  demi-plan  sur  un  certain  triangle  rec- 
liligne.  Faisons  alors  varier  les  coefficients  a,  |3,  y  à  partir  de  ces 
valeurs  de  olq,  jîo,  yoî  1^  représentation  se  fera  sur  un  triangle 
d'arcs  de  cercle,  et  Ton  peut  supposer  que  les  sommets  restent 
les  mêmes,  puisqu'on  dispose  de  trois  constantes  dans  le  rapport 
des  deux  intégrales.  On  suppose  d'ailleurs  que  a,  p,  y  varient  de 
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manière  que  Ton  ait  toujours 

Le  triangle  d'arcs  de  cercles  est  d'abord  peu  différent  du 
triangle  rectiligne  initial.  Il  ne  peut  pas  arriver  que,  pendant  la 
déformation,  deux  côtés  du  triangle  se  coupent  entre  eux,  car  cette 
circonslance  ne  peut  se  présenter  que  si,  à  un  certain  momenl, 
les  côtés  ont  fait  entre  eux  un  angle  égal  à  zéro  ou  à  air;  or  nous 
pouvons  faire  varier  a,  p,  y  de  manière  que 

a,     b,     c 

varient  depuis  leur  valeur  initiale  «o,  60»  ^0  jusqu'à  leur  valeur 
finale  sans  passer  par  zéro  ou  par  deux  dans  Tintervalle. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pendant  la  variation  continue 
des  paramètres,  nous  ne  cessons  pas  ci' a^'oir  dans  le  plan  z  une 
aire  simplement  connexe,  ne  se  recouvrant  pas  partiellement 
elle-même,  et  donnant  une  représentation  conforme  du  demi- 
plan  P;  celte  aire  est  un  triangle  curviligne  dont  les  côtés  sont 
des  arcs  de  cercle.  Les  angles  intérieurs  de  ce  triangle  sont  res- 
pectivement égaux  à  ar^y  bnz  et  ctt,  chacun  de  ces  angles  étant  par 
hypothèse  inférieur  à  27:. 

15.  La  question  de  la  représentation  conforme  des  triangles 
d'arcs  de  cercle  sur  un  demi-plan  (ou  sur  un  cercle,  ce  qui  revient 
au  même)  peut  être  posée  a  priori,  et,  en  analysant  ce  problème, 
on  retrouve  Téqualion  diflerenlielle  de  la  série  hypergéomé- 
trique.  Nous  ne  nous  placerons  pas  à  ce  point  de  vue  qui  a  fait 
l'objet  d'un  Mémoire  de  M.  Scliwarz  (*);  nous  allons  seulement 
former,  en  partant  de  l'équation  linéaire  du  second  ordre  qui 
vient  d'être  étudiée,  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre, 


Soit,  d'une  manière  générale,  l'équation  linéaire 


à  laquelle  satisfait  le  rapport  :;  z=  •— ^ 


(»)  H. -A.  ScHWARZ,  Uebcr  einige  Abbildungsaufgaben  {^Journal  de  Crelte, 
t.  75).  M.  Darboux  a  consacré  un  très  intéressant  Chapitre  à  ces  questions  dans 
le  Tome  I  de  ses  Leçons  sur  la  Théorie  des  sur/aces,  p.  170. 
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doDtj^i  et  j^2  représentent  deux  intégrales  distinctes.  Le  rapport 

<«  —      - 
ri 

dépend  manifestement  de  trois  constantes  arbitraires,  puisqu^on 
peut  remplacerai  et  j^^  par  des  combinaisons  linéaires.  Il  satisfait 
donc  à  une  équation  du  troisième  ordre  que  nous  allons  former. 
Le  calcul  est  immédiat;  si  Ton  forme 

dz        d>z       d^z 
dx       dx^       dx^  ' 

rcntielle,  les  expressions  de  ces  trois  dérivées  au  moyen  de 

dyi       dy 


si  Ton  différentie  —  *  on  aura,  en  se  servant  de  l'équation  diffé- 


yu   yis 


dx         dx 


yt 


En  y  joignant  ;;  =  ^,  on  a  quatre  relations  homogènes  en  y^^ 

y^^  '-^>  -T-^*  L'élimination  de  ces  quatre  quantités  donne  alors 
l'équation  cherchée.  On  trouve  ainsi 


az  d^         (d^z\ 
dx  dx^  \  dx^  / 


dz   d^z       .  /d^z\'^ 

•     ,       dp 


Dans  le  cas  de  l'équation  hypergéo  m  étriqué,  le  second  membre 
se  réduit  à 

I  —  a*  I  —  h^  a* — b^-Jt-c^'—i 

j , 

1X^  '2{\--X)*'      ^  1X{\  —  X) 

en  posant,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment, 

Ceci  nous  explique  pourquoi  les  quantités  qu'on  peut  supposer 
positives  a,  6,  c  jouent  seules  un  rôle  dans  les  questions  relatives 

au  rapport  —  >  comme  nous  l'avons  constaté  plus  haut. 

16.  Nous  avons  obtenu  (§  14)  la  représentation  conforme  du 
demi-plan  sur  un   triangle  formé  par  trois  arcs  de  cercle,  au 
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moyen  du  quotient  de  deux  intégrales  de  IVqualion  hypergéo- 
mélrique.  Nous  allons  passer  de  là  facilement  à  une  représentation 
(lu  plan  tout  entier  sur  lequel  sont  tracées  deux  coupures. 

Supposons  d'abord  que  la  représentation  du  demi-plan  Paît  été 
failc  au  moyen  du  rapport  de  deux  intégrales  réelles  sur  le  segment 
(o,  i).  Traçons  sur  le  plan  la  coupure  ( — 30,  o)  et  la  coupure 
(i ,  -f-^)  que  le  point  x  ne  va  pas  franchir.  Dans  ces  conditions,  le 
rapport  z  est  une  fonction  uniforme  de  x  dans  tout  le  plan.  A  la 
partie  supérieure  du  plan  desj:,  c'est-à-dire  au  plan  P  correspond 
dans  le  plan  5,  d'après  les  paragraphes  précédents,  un  triangle  T 
d'arcs  de  cercle;  un  des  côtés  de  ce  triangle  esl  rectilignc  ici  :  c'est 
(!elui  qui  correspond  au  segment  (o,  i).  Puisque  la  fonction  z  est 
réelle  sur  le  segment  (o,  i),  elle  prendra  des  valeurs  imaginaires 
conjuguées  pour  deux  valeurs  de  x  imaginaires  conjuguées,  c'est- 
à-dire  pour  deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'axe  réel.  Par 
suite,  au  demi-plan  inférieur  correspondra  un  triangle  d'arcs  de 
cercles  symétrique  du  triangle  T  par  rapport  à  son  côté  recliligne. 
L'ensemble  du  triangle  T  et  de  son  symétrique  correspondra  donc 
au  plan  x  tout  entier  dans  lequel  on  a  tracé  les  deux  coupures 


Fig.  .',, 


m^^  U    .*        1  -»-  oo 


( — 00,  o)  et  (i,  +oc).  On  aura,  par  exemple,  les  figures  suivantes 
où  l'on  représente  le  plan  x  et  le  plan  :;. 

Soit  d'abord  le  triangle  ABC  avec  le  côté  rectiligne  AB,  qui 
correspond  au  segment  (o,  1)5  nous  figurons  le  Iriangle  ABC  sy- 


métrique de  ABC  par  rapport  à  AB.  Le  quadrilattre  ACBC  donne 
une  représentai  ion  conforme  du  plan  x  où  sont  tracées  les  cou- 
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pures  ( — X,  o)  et  (i,  -\-oo).  Le  côté  AC  correspond  an  bord  supé- 
rieur de  la  coupure  (o,  — oc)  et  le  côté  AC  au  bord  inférieur  de 
celte  même  coupure.  Ainsi  à  deux  points  m  et  m',  considérés 
romme  appartenant  respectivement  aux  bords  supérieur  et  infé- 
rieur de  la  coupure  ( — oc,  o),  correspondent  deux  points  M  et  M' 
situés  sur  AG  et  sur  AC.  En  désignant  par  z  et  z'  les  affixes  de 
ces  deux  points,  on  aura 

az  -\-  h 

z  —- -• , 

cz  -r-  a 

ol  la  substitution 


y'  cz-^dj 


correspond  précisément  à  la  rotation  mpin*  effectuée  par  x  au- 
tour de  O  dans  le  sens  négatif. 

Il  y  aurait  de  même  une  seconde  substitution 


\       75 -h  0/ 


transformant  BG  en  BC*  Les  côtés  du  quadrilatère  ACBC  se 
correspondent  donc  deux  à  deux  par  une  substitution  linéaire. 

Dans  la  figure  que  nous  avons  dessinée,  nous  avons  supposé 
que  le  triangle  AGB  était  tout  entier  au-dessus  de  AB;  il  pourrait 
en  être  autrement,  et  alors  le  quadrilatère  total  pourrait  se  recou- 
vrir partiellement  lui-même. 

Si,  au  lieu  de  prendre  le  rapport  z  de  deux  intégrales  réelles 
sur  le  segment  (o,  i),  nous  avions  pris  le  rapport  de  deux  inlé- 
«çrales  quelconques,  le  triangle  ABC  n'aurait  plus  eu  de  côté 
rectiiîgne.  La  figure  obtenue  aurait  été  la  transformée  du  quadri- 
latère ACBC  par  une  substitution  quelconque  de  la  forme 

az-^  b 

Or,  une  telle  substitution  transforme  le  segment  de  droite  AB 
on  une  circonférence;  il  s'agit  de  savoir  ce  que  deviennent  deux 

points  P  et  P'  symétriques  par  rapport  à  AB.  Désignons  par  ajî  le 
segment  d'un  cercle  F  correspondant  à  AB,  et  soient  r.  et  r^  les 
transformées  de  P  et  P'.  Tout  cercle  passant  par  P  et  P'  est  ortho- 
gonal à  AB;  donc  tout  cercle  passant  par  t:  et  ?:' est  orthogonal 
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à  r  (la  transformation  transformant  les  cercles  en  cercles  el  conser- 
vant les  angles). 

En  particulier,  la  droite  r^ii  sera  normale  au  cercle  F  et,  par 
suite,  passe  par  son  centre  E.  Or,  on  sait  que  deux  points  tz  elir', 


situés  sur  le  diamètre  d'un  cercle  et  tels  qu'un  cercle  distinct  de 
ce  diamètre  et  passant  par  ces  points  soit  orthogonal  au  cercle, 
sont  conjugués  par  rapport  à  celui-ci,  c'est-à-dire  que 

R  désignant  le  rayon  du  cercle.  Les  deux  points  tt  et  tc'  se  corres- 
pondent donc  dans  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, qui  laisse  invariables  les  points  de  F.  Les  deux  triangles 
ayjî  etay'P  correspondant  respectivement  à  ACB  et  AC'B  sont 
donc  transformés  Tun  de  l'autre  par  une  inversion  relative  au 
cercle  F;  on  peut  dire  encore  qu'ils  sont  Y  image  run  de  l'autre 
par  rapport  à  ce  cercle  ('),  comme  on  le  dit  pour  le  cas  où  a^  se 
réduit  à  un  segment  recliligne. 


IV.  —  Remarques  générales  sur  les  substitutions  linéaires 
transformant  un  cercle  en  lui-même. 

17.  Nous  aurons  à  considérer,  dans  le  Chapitre  suivant,  des 
substitutions  linéaires  transformant  un  cercle  en  lui-même.  Telles 
sont  les  substitutions  du  groupe  de  l'équation  hypergéométrique, 


(■)  Cette  notion  de  Timage  d'une  Ggure  par  rapport  à  un  cercle  avait  élé  déjà 
posée  par  Riemann  dans  ses  Travaux  Sur  les  sur/aces  minima.  Elle  a  été  parti- 
culièrement développée  par  M.  Schwarz  dans  les  Mémoires  que  nous  avoDS  déjà 
cités. 
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dans  le  cas  où  le  cercle  obtenu  au  §  10  est  réel.  On  peut  tou- 
jours supposer  que  le  cercle  se  réduit  à  une  droite,  et  que  cette 
droite  est  Taxe  des  quantités  réelles. 

Une  substitution  linéaire  transformant  la  droite  en  elle-même 
est  alors  de  la  forme 

a,  6,  c,  d  étant  réels,  et  Ton  supposera,  comme  il  est  évidem- 
ment permis,  que 

ad —  bc  =  I. 

Ceci  posé,  cherchons  les  points  que  la  substitution  laisse  inva- 
riables. Ils  correspondent  à  l'équation 

az-^-  b 

z  =  •> 

cz  -h  a 

c'est-à-dire  à  Péquation  du  second  degré 

(8)  cz^-i-{d—a)z  —  br-.o. 

La  quantité  sous  le  radical 

(d—ay-h^bc 

se  réduit  (en  tenant  compte  de  la  relation  ad  —  6c  =  i)  à 

Nous  avons  donc  différents  cas  à  examiner  suivant  le  signe  de 
cette  différence.  Remarquons  auparavant  que,  conformément  à  la 
théorie  générale  de  la  réduction  des  substitutions  linéaires,  on 
peut,  par  un  changement  linéaire  de  variables,  ramener  la  substi- 
tution à  la  forme 

(Z,  fiZ), 

a  étant  le  rapport  des  racines,  supposées  distinctes,  de  l'équa- 
tion en  \ 

a  —  X         b 

c        d-\ 


(9) 


o. 


Si  cette  équation  a  ses  racines  égales,  la  substitution  se  ramè- 
nera à  la  forme 

(Z,  Z-hA). 
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(3n  doit  remarquer  que  la  qnanlilé  sous  le  radical  esl  la  niêiiic 
pour  les  deux  équations  du  second  degré  (8)  et  (9). 

18.  Soil  d'abord 

La  réduction  à  la  forme  canonique  se  fera  par  une  substitution 
réellr,  et  Ton  aura 

a  el  [5  étant  deux  racines  réelles  de  l'équation  (8),  et  la  suhstitu- 
liou  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

le  multiplicateur  jx  étant  aussi  réel  et  positif,   puisque    requit- 
lion  (9)  a  ses  racines  de  même  signe. 

Les  deux  points  que  la  substitution  laisse  invariables  sont  dits 
les  points  doubles  de  la  substitution.  Dans  le  cas  actuel  cespoinis 
sont  situés  sur  Taxe  réel.  La  substitution  est  dite  alors  hyper- 
bolique (*). 

19.  Supposons  maintenant 

Nous  pouvons  encore  donner  à  la  substitution  la  même  forme, 
mais  alors  a  et  ^  sont  imaginaires  conjuguées,  et  [x  est  une  quan- 
tité imaginaire  dont  le  module  est  égal  à  i.  Les  deux  points  dou- 
bles sont  imaginaires  et  il  n'y  en  a,  par  conséquent,  qu'un  dans  le 
demi-plan  supérieur. 

Soit 

0  étant  réel.  La  substitution 

transforme  une  courbe  passant  par  Z  ^^  o  en  une  autre   courbe 


(')  La  classificalion   dos   substitutions  linéaires  à  une  variable  a   été   faite  par 
M.  Klein  dans  ses  Travaux  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 


j 
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par  le  même  point,  et  les  deus.  courbes  font  visiblement  enire 
elles,  en  ce  point,  l'angle  0.  Par  suite  à  une  courbe,  passant  par  le 
point  z  =  Xy  correspondra  une  courbe  passant  par  le  même  point 
et  faisant  avec  elle  Tangle  6.  On  dit  ici  que  la  substitution  esl  ci- 
lip  tique. 

20.   Passons  au  cas  particulier  où 

Soit  a  la  racine  double  de  Técpiation  (8)  ;  on  peut  prendre  ici 

z  —  a 

et  la  substitution  a  alors  la  forme 

/', 

z  —  a         z  —  2 

//  élant  une  constante  différente  de  z'ro. 

La  substitution  est  dite  Alors  parabolique  ;  il  ny  a  qu'un  [>oinl 
que  la  substitution  laisse  invariable  :  c'est  le  point  z -^^  a,  siuir 
sur  Taxe  réel.  Une  courbe  passant  par  le  point  double  a  pour 
transformée  une  courbe  passant  par  ce  point  et  qui  lui  esl  tan- 
gente, ce  qui  se  déduit  de  suite  du  cas  précédent,  en  regaiJant  la 
;>iibstilution  parabolique  comme  la  limite  d\nie  substitution  el- 
liptique. 


322  CHAPITRE   XIII. 


CHAPITRE  XIII. 

SUR  UNE  CLASSE  DE  TRANSCENDANTES  UNIFORMES  DÉDUITES 
DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  HYPERGÉOMÉTRIQUE. 


I.  —  Les  fonctions  de  M.  Sch'warz. 

1.  Nous  allons  maintenanl  étudier  des  cas  étendus,  signalés 
par  M.  Schwarz,  où  l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  de 
l'équation  différentielle  hypergéométrique  conduit  à  une  fonc- 
tion uniforme.  Nous  voulons  donc  que,  y^  et  y^  désignant  deux 
intégrales  distinctes  de  cette  équation,  la  relation 

yi{^)  ~~  " 

donne  pour  x  une  fonction  uniforme  de  :;. 

Revenons  d'abord  aux  constantes  'kjb^yb^,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  l'étude  des  intégrales  liypergéométriques  (Chapitre  XII, 
§  6).  Nous  savons  que  l'on  peut  trouver  deux  intégrales,  dont  le 
rapport  dans  le  voisinage  de  l'origine  x  =  o  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

P(x)  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  j:  =  o.  Il  suffît, 
pour  s'en  assurer,  de  prendre  les  deux  intégrales  correspondant 
aux  deux  racines  de  Téquation  déterminante. 

Oe  même,  pour  x=  i,  on  aura  deux  intégrales,  dont  le  quo- 
tient se  mettra  sous  la  forme 

Q(a:)  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x  =  i.  Enfin, 


1 
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dans  le  voisinage  de  ^  =  00,  nous  avons  un  rapport  susceptible  de 
la  forme 


ar'^+Aa-iR(x')  lx'=~\ 


R(x')  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x':=  o. 

Pour  que  l'inversion  se  fasse  d'une  manière  uniforme,  il  faudra 
que  les  trois  nombres 

X -1-61-     I,      X-+-62--I,      ^i-h^s — I 

soient  les  inverses  de  nombres  entiers.  Soient  donc 

X  -f-  ^1  —  I  ~  —, 

m 

X  —  62 —  I  =  —  > 
n 

P 

niy  n^p  étant  trois  entiers  que  nous  pouvons  supposer  positifs, 
car  nous  verrons  dans  un  moment  que 


j 


a,  6,  c  ajant  la  signification  que  nous  leur  avons  donnée  au  Cha 
pitre  précédent. 
Nous  aurons  donc 

1  /         I        f        I  \ 
•2  \         m        n       pi 

Oi—  -(iH i 

9.  \         m       p        n 

2  \         m       p        nj 

Nous  nous  imposons  de  plus  la  condition  que  l'intégrale  hyper- 
géométrique  (/oc,  cit.)  ait  un  sens  quand  g  et  h  sont  deux  quel- 
conques des  quantités  o,  i ,  a:  et  00,  c'est-à-dire  que 

61  >o,        ^2>o,        X  >  o,        61-f- 62-h  X  <  2. 

Les  trois  premières  conditions  sont  remplies,  quels  que  soient 
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I  , 

les  enliers  posilifs  m,  /î,/>;  et  la  dernière  revieot  à  l'inégaliu- 

I         I         I 
_   . <i. 

Nous  la  supposerons  vérifiée. 

2.  Les  quantités  désignées  par  a.  b^  c  dans  le  Chapitre  précé- 
dent (§  13)  sont  ici,  puisque 

À  --•  I     -  a. 
a  — 

Le  quotient  de  deux  solutions  nous  donne  donc  la  représen- 
tation conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  d'arcs  de  cercK' 
[voir  le  Chapitre  précédent).  Les  angles  aux  sommets  de  ce 
triangle  sont 


/y,  r=  I  -i-  a  --  -;, 

/--Y-?, 

//                      n 

I 
r   :=.    -  • 

p 

—  ,  -, 

m        II 


On  peut  supposer  que  ces  trois  sommets  sont  à  distance  finie. 
cl,  puisque  a,  6,  c  sont  plus  petits  que  deux,  nous  sommes  d:ins 
le  cas  où  il  y  a  une  correspondance  uniforme  entre  le  demi-plan 
vi  le  triangle  ABC. 

Or,  étant  donnés  trois  cercles,  il  existe  un  cercle  réel  ou  ima- 
ginaire les  coupant  orthogonalement.  Soit  F  le  cercle  relatif  aux 
trois  cercles  formant  le  triangle  ABC,  et  soit  AC'B  l'image  de  ACB 
par  rapport  à  AB;  V  coupera  aussi  orthogonalement  AC  et  BC. 
On  le  verra  de  suite  en  supposant  que  AB  se  réduit  à  une  ligne 
droile  (ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité,  comme  il  résulte  du 
sj  16  du  Chapitre  précédent),  car  alors  ACB  est  symétrique  de 
ACB  et  le  cercle  a  lui-même  jVB  pour  axe  de  symétrie. 

Je  dis  maintenant  que  le  cercle  V  est  réel;  c'est  là  un  point  très 
important  qui  résulte  de  ce  que  les  angles  de  notre  triangle  d'arcs 

de  cercle  sont  éi^aux  à  —,  -  et  -  et  à  ce  que,  de  plus, 

^  m    n       p  T      »         r       J 

I         11^ 
tn        n       p  ^    ' 

Pour  le  voir,  nous  pouvons  supposer  que  deux  des  côtés   du 
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triangle  sont  rectilîgnes,  car  on  peut  transformer  deux  circonfé- 
rences en  droite  par  une  substitution  linéaire.  Nous  aurions  donc 
la  disposition  suivante  de  \ajig,  17. 

Fig.  17. 


L'angle  rectiligne  ACB  est  égal  à  -;  quanta  Tare  de  cercle  AB, 

il  doit  tourner  sa  convexité  vers  le  point  C,  car  autrement  la 
somme  des  angles  du  triangle  formé  par  les  deux  droites  CA,  CB 
et  l'arc  de  cercle  AB  dépasserait  la  somme  des  angles  du  triangle 
rectiligne  ABC,  c'est-à-dire  tt.  Du  point  C  comme  centre,  on  peut 
donc  décrire  un  cercle  réel  T  orthogonal  au  cercle  AB,  et  l'on  doit 
remarquer  que  le  cercle  F  ne  rencontrera  pas  le  triangle  CAB. 
Nous  avons  supposé  implicitement,  dans  cette  figure,  qu'aucun 
des  angles  n'était  nul,  c'est-à-dire  qu'aucun  des  entiers  /w,  n^  p 
n'était  infini.  Supposons,  par  exemple,  m  =  00 ;  on  aura  alors  la 
/Ig.  18.  Ici  le  cercle  F  ne  traverse  pas  le  triangle  ACB,  mais  passe 
par  le  sommet  A  où  l'angle  est  nul.  Ceci  est  général;  s'il  y  a, 

Fig.  18. 


dans  le  triangle,  deux  sommets,  ou  même  les  trois,  pour  lesquels 
Fangle  soit  nul,  le  cercle  orthogonal  passera  par  ces  sommets. 

3.  Réduisons  maintenant  le  cercle  F  à  être  l'axe  des  quantités 
réelles,  le  triangle  ABC  sera  dans  un  des  demi-plans,  soit,  par 
exemple,  le  demi-plan  supérieur. 

P.  —  m.  2^ 
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Nous  avons  donc,   dans  le   demi-plan,  un  triangle   d'arcs  de 
cercle  ACB,  dont  les  côtés  sont  orthogonaux  à  Taxe  réel,  et  il  en 


V  l 

sera  de  même  alors  des  côtés  du  Iriangle  ACB,  image  du  triangle 
ACB  par  rapport  à  AB  {fig*  19). 

Si  les  sommets  A  et  B  correspondent  aux  points  o  et  i ,  la  sub- 
stitution linéaire  transformant  AC  en  AC  est  la  substitution  I| 
relative  à  une  rotation  dans  le  sens  négatif  autour  de  o.  {Voir  la 
Jig,  i4  du  Chapitre  précédent.) 

Le  quadrilatère  ACBC  correspond  au  plan  de  la  variable  ^r, 
dans  lequel  on  a  tracé  les  coupures  ( — 00,  o)  et  (1,  -f-oc).  Si  x, 
venant  du  demi-plan  inférieur,  traverse  la  coupure  ( — ao,  o),  nous 
aurons,  comme  correspondant  au  demi-plan  supérieur,  un  triangle 
d'arcs  de  cercle,  qui  sera  l'image  du  triangle  ACB  par  rapport  à 
AC;  soit  AB'C  ce  iriangle.  Il  est  clair  que  le  triangle  ACB'  se 
déduira  du  triangle  ACB  au  moyen  de  la  substitution  2,,  et  le 
triangle  AC'B',  image  de  ACB'  par  rapport  à  AB',  se  déduira  du 
triangle  ACB  par  la  même  substitution.  On  peut  donc  dire  que 
le  quadrilatère  ACB'C  est  la  transformée  du  quadrilatère  ACBC 
par  la  substitution  Si.  Celle  substitution  est  évidemment  à  coeffi- 
cients réels,  puisqu'elle  a  le  point  A  comme  point  double  el 
qu'elle  transforme  le  cercle  AC  dans  le  cercle  AC,  le  cercle  AB 
dans  le  cercle  AB',  ces  divers  cercles  étant  orthogonaux  à  Taxe 
réel  \\'. 

La  substitution  So,  relative  à  une  rotation  dans  le  sens  positif 
autour  de  i  et  qui  transforme  BC  en  BC,  est  pareillement  à  cocf- 
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ficients  réels  (*),  et  l'on  peut  appliquer  de  la  même  manière  celle 
subslilulion  au  quadrilatère  ACBC.  Nous  sommes  donc  ainsi  con- 
duit à  transformer  le  quadrilatère  précédent  au  moyen  des  substi- 
tutions en  nombre  infini,  résultant  de  la  composition  des  deux 
substitutions  Si  et  S2.  Ceci  revient,  d'après  les  explications  ci- 
dessus,  à  partir  du  triangle  ACB  et  à  former  la  suite  indéfinie 
des  triangles,  qui  s  en  déduisent  par  symétrie  en  prenant  les 
images  de  ce  triangle  par  rapport  à  ses  côtés,  et  faisant  de 
même  pour  les  nouveaux  triangles  obtenus  et  ainsi  de  suite.  Nous 
dirons  que  deux  quadrilatères  ayant  un  côté  commun  AC,  tels 
que  ACBC  et  AC'B'C"  sont  limitrophes. 

Tous  les  triangles  seront  dans  le  même  demi-plan,  puisque  les 
substitutions  2<  et  ^2  sont  à  coefficients  réels.  Il  est,  de  plus, 
évident,  d'après  leur  génération  géométrique,  qu'ils  ne  se  recou- 
vriront pas  les  uns  les  autres,  puisque  leurs  angles  sont  respecti- 
vement égaux  à 


IZ  TZ  TZ 

—  ,        --  ,        _ 

m        n       p 


ce  qui  fait  que  les  triangles  ayant  pour  sommet  le  point  A  sont 
en  nombres  égaux  à  q  m,  la  rotation  autour  de  A  ramenant  le 
triangle  initial,  et  que,  par  suite,  les  quadrilatères  sont  en  nombre 
m  autour  de  A.  En  prenant  toujours  de  nouveaux  triangles,  on 
étend  indéfiniment,  sans  sortir  du  demi-plan,  le  domaine  occupé 
par  les  triangles,  et  il  est  bien  vraisemblable  que  cet  ensemble  de 
triangles  couvrira  le  demi-plan  tout  entier  (^)\  pour  le  démon- 
trer en  toute  rigueur  quelques  explications  préliminaires  sont  né- 
cessaires. 

4.  Reprenons  la  substitution 

„        a  z  -^  b  ,       , 


(*)  Le  cercle  que  laissent  invariables  les  substitutions  S,  et  S,,  comme  nous 
TaTons  vu  d'une  manière  générale  (Chap.  XII,  §  10),  est  ici  l'axe  réel.  On  peut 
vérifier  directement  qu'avec  les  valeurs  actuelles  de  X,  b^  et  6,  ce  cercle  doit 
bien  être  réel,  en  se  servant  de  l'inégalilé  donnée  {toc.  cit.). 

(")  M.  Schwarz,  dans  son  Mémoire  déjà  cité  {Journal  de  Crellây  t.  75,  p.  3i8), 
admet  ce  point  sans  démonstration.  Nous  suivons,  pour  la  démonstration  rigou- 
rease,  la  méthode  employée  par  M.  Poincaré  pour  établir  le  théorème  général 
d'existence  des  groupes  fuchsiens  {Acta  mathematicaj  1. 1). 
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f/,  />,  c  el  rf  élanl  réels.  Soient  z  =z  x  -{-  ly  ei  X  ^=  S.  -{-  i\  ;  on 

aura 

dz  =  dx-^  idy 

er,  en  désignant  par  Zq  la  quantité  conjuguée  de  3, 

d'où  Ton  conclu l 

dx^  -r  </>•*  =  dzdz^,. 


Or 


el  comme 


on  en  déduit 


„  rt  dz^dz 

KCZ  -H  d)^\^CZ^-\-df- 


^  = -r ^' 


d\t^d\^       dx^-^dr^ 


Yi  ^1 

Par  >uile,  pour  un  élément  de  courbe  ds  et  pour  Tare  trans- 
formé c/S,  on  a 

€fS  _  ds 

et  l'on  peut  dire  que  Télément  -7  est  uo  invariant  pour  la  substi- 
tution linéaire. 

0.  Uexenons  au  quadrilatère  ACBC  et  à  tous  ceux  qui  s'en 
déduisent  par  les  substitutions  du  groupe  dont  Z|  et  Z^  sont  les 
deux  substitutions  fondamentales.  Joignons  un  point  quelconque 
M  à  rintérieur  du  quadrilatère  ACBC*  par  un  arc  de  courbe  situé 
dans  le  demi-plan,  à  un  point  quelconque  Pde  ce  demi-plan,  non 
situé  sur  ra\o  réel.  Suixons  l'arc  MP  en  considérant  les  différents 
quadrilatères  correspondant  au  quadrilatère  initial  par  une  sub- 
stitution du  groupe,  et  cherchons  à  montrer  qu*on  arrivera  au 
point  P  après  avoir  traversé  un  nombre /f/ii  de  quadrilatères. 

L\iro  do  courbe  MP  sort  du  premier  quadrilatère  (que  nous 
désigner\nis  par  R^'i  par  un  certain  côté.  Il  entre  alors  dans  un 
second  quadrilatère  R,«  qui  est  le  quadrilatère  limitrophe  de  R«, 
le  long  de  ce  coté.  Si  Tare  MP  sort  de  ce  quadrilatère,  il  entrera 
dans  un  troisième  quadrilatère  Rj.  limitrophe  de  R|,  le  long  du 
côté  |\ir  lequel  est  sorti  MP,  et  ainsi  de  suite.  On  aura,  de  celte 
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manière,  une  suite  de  quadrilatères 

tiQ)     "^i)      ***;     ri/i«<». 

Il  faut  démontrer  que  ces  quadrilatères  sont  en   nombre 

^fini.  Or,  quand  un  arc  de  courbe  traverse  un  polygone  R,  deux 

circonstances  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  cet  arc  va  d'un  côté 

à  un  côté  opposé,  ou  bien  il  enlre  par  un  côté  et  sort  par  un  côté 

adjacent. 

Prenons  d'abord  la  première  circonstance  et  considérons  la 
substitution  linéaire  transformant  R/i  en  Rq.  Elle  transformera 
aussi  l'arc  r„  de  MP,  qui  traversait  R„,  en  un  arc  traversant  Rq. 
Or  pour  un  arc  de  courbe,  compris  enlre  deux  côtés  opposés 
de  Rq,  l'intégrale 

-/y 

est  une  quantité  positive  ne  descendant  pas  au-dessous  d'une  cer- 
taine limite,  que  nous  désignerons  par  K.  Or,  L  étant  un  invariant 
au  sens  du  paragraphe  précédent,  nous  concluons  de  là  que  l'in- 
tégrale L  étendue  à  y,,  sera  supérieure  à  K.  Comme  l'intégrale  L, 
étendue  à  l'arc  MP  tout  entier,  est  nécessairement  finie,  il  en  ré- 
sulte que  le  nombre  des  polygones  R,  pour  lesquels  se  présente 
la  première  circonstance,  est  nécessairement  fini. 

Si  donc  les  R  sont  supposés  en  nombre  infini,  il  arrivera  un  mo- 
ment où  la  seconde  circonstance  se  présentera  toujours.  Celle-ci 
se  partage  elle-même  en  deux  cas  différents.  Considérons  un  poly- 
gone R|  et  le  polygone  suivant  R/^.^  par  hypothèse,  l'arc  traverse 
les  deux  polygones  en  entrant  et  sortant  par  des  côtés  adjacents; 
mais  il  peut  arriver  que  les  côtés  adjacents  correspondent  au  même 
sommet  ou  à  deux  sommets  différents  dans  les  deux  quadrilatères. 
Dans  le  second  cas,  en  effectuant  la  transformation  qui  ramènera 
respectivement  les  deux  quadrilatères  à  Rq  et  à  Ri,  il  est  clair 
que  l'intégrale  L,  étendue  à  l'arc  compris  dans  R^  et  R/^i ,  sera  su- 
périeure à  K,  et  nous  sommes  dans  le  même  cas  que  ci-dessus. 
Le  second  cas  de  la  seconde  circonstance  ne  peut  donc  se  pré- 
senter qu'un  nombre  fini  de  fois.  Il  ne  nous  reste  plus  que  le 
premier  cas  de  la  seconde  circonstance,  qui  se  présenterait  con- 
stamment à  partir  d'un  certain  moment;  mais  ici  il  n'y  a  plus 
aucune  difficulté,  puisque  autour  d'un  sommet  il  y  a  seulement 
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soil  m,  soit  /i,  soit/7  quadrilatères.  Nous  trouvons  donc  toujours 
un  nombre  fini  dans  tous  les  cas  possibles,  et  nous  arrivons  à  la 
conclusion  que  le  réseau  de  quadrilatères  couvre  le  demi-plan 
tout  entier,  puisqu'un  point  quelconque  du  demi-plan  se  trouve 
dans  un  certain  quadrilatère. 

6.  Je  reprends  maintenant  le  rapport 

qui  nous  a  d'abord  donne  la  représentation  conforme  du  demi-plan 
supérieur  sur  le  triangle  ACB.  A  chaque  valeur  de  x  correspon- 
dent une  infinité  de  valeurs  de  z^  qui  se  déduisent  de  Tune  d'entre 
elles  Zy  et  sont  de  la  forme 

cz  -\-  d 


Uj  b,  c  et  d  étant  réels  (ad — bc=^  i).  Cherchons  inversement 
combien  de  valeurs  de  x  correspondent  à  une  valeur  de  z.  Le 
point  z  se  trouve  dans  un  certain  quadrilatère  R  du  réseau  que 
nous  venons  d'étudier.  Or,  r^  chaque  quadrilatère  correspond  uni- 
formément le  plan  de  la  variable  x  où  Ton  a  tracé  les  deux  coupures 
(  —  x,o)  et  (i  -I-  ^)  ;  «  chaque  valeur  de  z  ne  correspondra  donc 
quUine  valeur  de  x. 

L'inversion  de  l'équation 

donne  donc  pour  x  une  fonction  uni/orme  de  z.  Cette  fonction 
/(z)  n'est  définie  que  dans  le  demi-plan  supérieur  de  la  variable  z, 
et  ïon  ne  peut  la  prolonger  analjtiquement  au-dessous  de  Vaxe 

réel.  En  désignant  par 

/      az-\-  b\ 

V'cz'-r^d) 

une  substitution  quelconque  du  groupe  dont  Si  et  22  sont  les  deux 
substitutions  fondamentales,  on  a 


K^)  =^'"' 
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égalité  qui  exprime  simplement  qu'aux  points  correspondants  de 
deux  polygones  R  la  fonction  a  la  même  valeur.  Nous  avons  donc 
là  une  transcendante  extrêmement  intéressante,  qui  généralise 
d'une  manière  bien  remarquable  les  fonctions  doublement  pério- 
diques, en  ce  sens  que  le  parallélogramme  des  périodes  s'y  trouve 
remplacé  par  un  quadrilatère  d'arcs  de  cercle,  et  que  le  réseau  des 
parallélogrammes  de  périodes  est  remplacé  par  le  réseau  des  qua- 
drilatères curvilignes  couvrant  le  demi-plan  (*). 

7.  Nous  avons  supposé  dans  les  dessins  faits  plus  haut  que  les 
angles 

du  triangle  curviligne  étaient  différents  de  zéro. 

Les  raisonnements  faits  ne  supposent  en  rien  que  parmi  ces 
angles  il  ne  s'en  trouve  pas  d'égal  à  zéro.  Si  l'on  a  a  =  o,  le  som- 
met a  sera  sur  l'axe  réel,  car  on  a  alors  un  logarithme  dans 
l'expression  d'un  système  fondamental  d'intégrales  et  la  substitu- 
tion fondamentale  correspondante  sera  alors  parabolique.  Il  peut 
même  arriver  que  les  trois  angles  du  triangle  d'arcs  de  cercle 

Fig.  20. 


soient  nulles,  ce  qui  correspond  à  /  =  m  ==  /i  =-•  oo,  et  ce  cas  par- 
ticulier présente  un  grand  intérêt.  On  aura  alors  un  triangle 
comme  celui  de  la  fig.  20,  où  les  trois  angles  A,  C,  B  sont  nuls. 

(*)  Les  fonctions  de  M.  Schwarz  ont  donné,  après  la  fonction  modulaire  qui 
s'était  présentée  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qu'elles  comprennent 
comme  cas  particulier,  des  exemples  de  fonctions  uniformes  n'étant  pas  suscep- 
tibles d'être  prolongées  analytiquement  au  delà  d'une  droite  ou  d'un  cercle,  et 
se  reproduisant  quand  on  effectue  sur  la  variable  un  groupe  de  substitutions  li- 
néaires. Ce  sont  les  types  les  plus  simples  de  ces  fonctions  que  M.  Poincaré  ap- 
pelle fonctions  fuchsiennes,  et  qui  sont  désignées  par  M.  Klein  et  ses  élèves  sous 
le  nom  de  fonctions  automorphes.  Un  point  capital  dans  cette  théorie  est  la  loi 
générale  de  formation  des  groupes  fuchsiens,  c'est-à-dire  des  réseaux  de  polygones 
limites  par  des  arcs  de  cercle  normaux  à  l'axe  réel,  se  déduisant  les  uns  des  autres 
par  une  substitution  linéaire  et  couvrant  une  seule  fois  le  demi-plan.  [Voir  sur 
ce  sujet  :  Poincaré,  Théorie  des  groupes  fuchsiens  {Acta  matheniatica,  1. 1)]. 
L'étude  du  cas  particulier  très  simple,  correspondant  aux  fonctions  de  Schwarz 
que  nous  venons  de  traiter,  facilitera  l'étude  du  cas  général. 
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8.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  l'on  avail 
entre  les  entiers  positifs  m,  ai,  /?  Tinégalité 


f         1        I 

—   H h  -  <  I  . 

ni        n       p 


Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  de  l'égalité 


I        I       I 

1 h  -  =  I. 

tn        n       p 


D'après  les  valeurs  de  X,  é,  et  b^  (§  1  de  ce  Chapitre),  nous 
trouvons  alors 

X  -h  6,  -f-  ^2=  2, 

et  par  suite,  en  revenant  aux  constantes  a,  p,  y  de  Gauss,  on  aura 
L'équation  hjpergéométrique  se  réduit  à 

Une  des  solutions  est  donc  y  =  const.,  et  une  autre  intégrale 
est  fournie  par  la  quadrature 


*- j. 


La  question  se  réduit  donc  à  Tinversion  d'une  intégrale.  Mais 
ici,  d'après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  au  Chapitre  précédent,  le 
triangle  curviligne  se  réduit  à  un  triangle  recliligne;  ses  angles 
sont  égaux  à 


X  T:  TT 

—  »       —  »       —  > 

m        n       p 


et  leur  somme  est  bien  égale  à  tî,  d'après  la  relation 


1         I       I 

1 1 —  =  I . 

m        n       p 


Les  cas  où  un  des  angles  serait  nul,  c'est-à-dire  où  une  des 
quantités  m,  /?, /userait  infinie,  ne  présentent  aucun  intérêt,  etl'on 
ne  trouve  que  des  transcendâmes  élémentaires.  La  seule  circon- 
stance à  examiner  esl  celle  où  nous  avons  un  véritable  triangle 
recliligne.  Ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  du  triangle  curviligne 
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peut  nécessairement  se  répéter  pour  le  triangle  recliligne.  On  dé- 
duira du  triangle  rectiligne  par  symétrie  une  infinité  de  triangles 
qui  recouvriront  le  plan.  Mais  le  triangle  initial  n'est  pas  quel- 
conque. La  relation 

I        I        1 

1 i —  =1 

m        H       p 

nous  donne,  soit 

/n  =r-  5,  /i  =  3,  p  =  5, 
soit 

m  ^  >.,  n^  \,  p=  i, 
ou  enfin 

m  —  i,         /i  =  j,        /?  =  (). 

On  a  dans  le  premier  cas  un  triangle  équilatéral,  dans  le  se- 
cond un  triangle  rectangle  isoscèle  et  dans  le  troisième  un  triangle 
rectangle  dont  les  angles  aigus  sont  égaux  respectivement  à  3o" 
et  60**.  Dans  les  trois  cas,  on  obtient  par  rins?crsion  de  r inté- 
grale (1)  une  fonction  doublement  périodique.  On  le  vérifierait 
par  l'étude  de  l'intégrale  elle-même  en  donnant  à  a  et  y  les  valeurs 
particulières  correspondant  à  chacun  de  ces  cas,  et  il  n'y  aurait 
qu'à  vérifier  que  l'intégrale  abélienne  dont  on  veut  faire  l'inversion 
est  une  intégrale  de  première  espèce  correspondant  à  une  courbe 
de  genre  un.  On  peut  aussi  le  voir  par  une  voie  qui  se  rapproche 
plus  des  considérations  développées  dans  les  paragraphes  précé- 
dents, car  la  double  périodicité  doit  apparaître  sur  le  réseau  des 
triangles.  Prenons,  par  exemple,  le  triangle  équilatéral. 

Soient  le   triangle   équilatéral  ACB  et  son  symétrique  AC'B 


(  fig,  21).  Les  substitutions  fondamentales  du  groupe  sont  la  subs- 
titution linéaire  (ici  de  la  forme  Vz  -\-  Q)  transformant  AC  en  AC, 
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et  la  substitution  linéaire  transformant  BC  en  BC.  Figurons  main- 
tenant le  quadrilatère  limitrophe  AC'B'.V,  et  considérons  la  sub- 
stitution linéaire  transformant  C'A  en  C'A'.  En  faisant  à  la  suite 
les  deux  substitutions  correspondant  respectivement  au  change- 
ment de  AC  en  AC  el  de  C'A  en  C'A',  on  transforme  CA  en  C'A'; 
cette  substitution  sera  nécessairement  de  la  forme 

co  représentant  la  grandeur  géométrique  CC  Voici  donc  une  pre- 
mière période  ;  une  seconde  période  correspondra  à  la  grandeur 
géométrique  BB';  une  troisième  période  correspondrait  à  la  troi- 
sième hauteur,  mais  il  est  clair  quVUe  est  la  somme  géométrique 
des  deux  premières.  Un  parallélogramme  de  périodes  comprend 
Téquivalent  de  trois  parallélogrammes  fondamentaux  tels  que 
ACBC;  je  veux  dire  par  là  que  sa  surface  peut  se  partager  en  plu- 
sieurs aires  dont  chacune  est  congruente  à  un  parallélogramme 
fondamental,  ou  à  une  partie  d'un  tel  parallélogramme,  de  ma- 
nière à  correspondre  dans  son  ensemble  à  trois  de  ces  parallélo- 
grammes. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'examiner  de  la  même  manière  les 
deux  autres  réseaux  de  triangles  dont  les  angles  sont  indiqués  ci- 
dessus  (*). 

II.  —  Problème  inverse. 

9.  Nous  sommes  parti,  dans  la  Section  précédente,  dePéquation 
diflerenlielle  hvpergéomélrique,  et,  en  donnant  aux  constantes 
certaines  valeurs  particulières,  nous  avons  été  conduit  à  diviser 
le  demi-plan  de  la  variable  z  en  un  réseau  de  quadrilatères  formés 


(*)  Je  n'examine  pas  ici  les  cas,  en  nombre  limité,  où  Ton  a 


I         I  I 

m        n        p 


et  je  renvoie  pour  ces  cas  au  Mémoire  de  M.  Schwarz  et  au  beau  Livre  de  M.  Klein 
(  Vorlesungen  itber  das  fkosaeder  und  dîeAuflosung  der  Gleichungen  vom/ûn- 
ften  Grade;  Leipzig,  i88i)-  L'inversion  du  quotient  donne  encore  des  fonctions 
uniformes,  mais  ce  sont  des  fonctions  rationnelles.  Elles  sont  très  intéressantes 
car  elles  se  rattachent  intimement  aux  divers  polyèdres  réguliers. 
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par  des  arcs  de  cercle.  On  peut  se  poser  la  question  d'une  ma- 
nière Inverse,  en  considérant  a  priori  dans  le  demi-plan  de  la  va- 
riable z  un  triangle  formé  par  trois  arcs  de  cercles  normaux  à 
Taxe  réel,  et  ayant  pour  angles  (  *  ) 

TT  71  7: 

— ,       —,      — . 

m       n       p 

On  prend  l'image  de  ce  triangle  ABC  par  rapport  à  AB,  et,  en 
désignant  ce  triangle  par  ABC,  on  a  le  quadrilatère  ACBC.  Il 
existe  une  substitution  elliptique  à  coefficients  réels  ayant  pour 
points  doubles  A  et  son  symétrique,  par  rapport  à  Taxe  réel, 
transformant  le  cercle  AC  en  le  cercle  AC,  ces  deux  cercles  étant 
pris  dans  leur  entier;  ce  sera  la  substitution 


z  —  a 5  —  a 


z   —  an  z  OL 


0 


(')  On  aura  certainement 


I        1        I 

—  H h-  <i, 

m       n      p 


comme  le  montre  le  théorème  célèbre  de  Gauss  sur  la  courbure  totale  d'une  por- 
tion de  surface,  limitée  par  des  lignes  géodésiqucs.  On  sait  en  effet  que  l'on  peut 
mettre  le  carré  de  l'élément  de  l'arc  sur  une  surface  S,  dont  la  courbure  totale 
est  constante  et  égale  à  —  i  sous  la  forme 


et,  si  Ton  établit  alors  une  correspondance  entre  les  points  de  S  et  le  demi-plan 
{x,y)y  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  correspondront  dans  le  demi-pian 
aux  cercles  orthogonaux  à  l'axe  des  x.  Cette  représentation  donnant  une  carte 
géographique  de  S  sur  le  demi-plan,  il  y  a  conservation  des  angles;  or,  d'après 
le  théorème  de  Gauss,  si  l'on  prend  sur  une  surface  un  triangle  formé  par  trois 
lignes  géodésiques,  et,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  angles  de  ce  triangle,  on  a 


- = =//i 


A-f-B-+-C-^=   /   /  -^ 


dz  étant  l'élément  de  surface,  et  RR'  la  courbure  totale  de  la  surface  en  chaque 
point.  Or  ici  RR'=  —  i;  il  en  résulte  que 

A  4-  R  -+-  C  <  7:, 

et  il  en  est,  par  suite,  de  même  du  triangle  formé  dans  le  demi-plan  par  trois 
cercles  orthogonaux  à  l'axe  des  x.  On- pourra  consulter  sur  ce  sujet  le  Chapitre  XI 
du  Tome  III  des  Leçons  de  M.  Darboux  (p.  394;. 
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/'/,  6,  c  el  rf  étanl  réels.  Soient  z  ^=  x  -{^  iy  et  Z  =  S.  -\-  iY  ;  on 

aura 

dz  =  dx  -^  idy 

et,  en  désignant  par  3o  la  quantité  conjuguée  de  :;, 

dzy^  =  dx  —  ^dy  ^ 
dx^  -H  dy^  =  dzdzo. 


d'où  Ton  conclul 
Or 


cl  comme 


on  en  dédiiil 


dZ  d7,u  — -y-— -j—  i 

{cz  -+-  d)*{czo-h  d)- 


Y  =  -^ 

{cz  ■+-  d){czQ-h  d) 


d\>  -f-  d\^  _  dx^  -^  ûfr* 

Y^       -       -^r^ 


Par  suite,  pour  un  élément  de  courbe  ds  et  pour  l'arc  Iranv 

formé  rfS,  on  a 

r/S  _  ds, 

ds 
et  l'on  peut  dire  que  l'élément  —  est  un  invariant  pour  la  substi- 

tution  linéaire. 


5.  Revenons  au  quadrilatère  ACBC  et  à  tous  ceux  qui  s'en 
déduisent  par  les  substitutions  du  groupe  dont  I|  et  S2  sont  les 
deux  substitutions  fondamentales.  Joignons  un  point  quelconque 
M  à  l'intérieur  du  quadrilatère  ACBC  par  un  arc  de  courbe  situé 
dans  le  demi-plan,  à  un  point  quelconque  Pde  ce  demi-plan,  non 
situé  sur  l'axe  réel.  Sui>ons  l'arc  MP  en  considérant  les  différents 
quadrilatères  correspondant  au  quadrilatère  initial  par  une  sub- 
stitution du  groupe,  et  cherchons  à  montrer  qu'on  arrivera  au 
point  P  après  avoir  traversé  un  nombre yî/îi  de  quadrilatères. 

L'arc  de  courbe  MP  sort  du  premier  quadrilatère  (que  nous 
désignerons  par  Ro)  par  un  certain  côté.  Il  entre  alors  dans  un 
second  quadrilatère  R^  qui  est  le  quadrilatère  limitrophe  de  Ro, 
le  long  de  ce  côté.  Si  Tare  MP  sort  de  ce  quadrilatère,  il  entrera 
dans  un  troisième  quadrilatère  R2,  limitrophe  de  R|,  le  long  du 
côté  par  lequel  est  sorti  MP,  et  ainsi  de  suite.  On  aura,  de  celte 
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poinl  C  à  j:  =  00.  Soil 

x=/(z) 

la  fonction  y  (5)  pour  le  moment  définie  seulement  dans  le  triangle 
ABC,  qui  permet  de  faire  cette  représentation  conforme.  L'arc  AB 
étant  analytique,  on  peut,  d'après  la  théorie  de  la  représentation 
conforme  (t.  Il,  p.  276),  prolonger  analjtiquement  la  fonction  /(z) 
au  delà  de  l'arc  AB.  A  deux  valeurs  de  5,  ajant  pour  affixes  deux 
points  conjugués 'par  rapport  au  cercle  AB,  correspondent  alors 
deux  valeurs  de  j;  imaginaires  conjuguées.  On  Télablit  de  suite  en 
supposant  pour  un  moment,  comme  il  est  permis,  qu'une  trans- 
formation linéaire  ait  transformé  l'arc  AB  en  un  segment  de  l'axe 
-■•éel  dans  son  plan,  et  alors  la  remarque  devient  évidente.  Par 
^5uite,  la  fonction  /{z)  sera  certainement  définie  d'une  manière 
miniforme  dans  le  triangle  AC'B  image  de  ACB,  et  les  valeurs  de 
Ma  fonction  correspondront,  dans  ce  triangle,  au  demi-plan  infé- 
srieur.  On  passera  de  même  du  triangle  ACB  à  un  triangle  limi- 
trophe, et  l'on  étendra  ainsi,  de  proche  en  proche,  la  fonction 
^'une  manière  uniforme  dans  tout  le  demi-plan.  En  deux  points 
homologues  de  deux  quadrilatères,  la  valeur  de  x  sera  évidemment 
Ja  même,  et,  par  suite,  on  a  bien  une  /onction  uni/orme  /(*•) 
dn^'ariable  par  les  substitutions  du  groupe  correspondant  au 
réseau  de  quadrilatères. 

10.  Considérons  la  fonction  inverse  zà^x  définie  par  l'équation 

x=f{z). 

D'après  la  définition  de /(s),  la  fonction  inverse  z  à^  x  sera 
une  fonction  de  x  définie  dans  tout  le  plan  de  la  variable  x  et 
holomorphe  dans  le  voisinage  de  tout  point  de  ce  plan,  sauf  les 
points  o,  I  et  00.  Quand  x  tourne  autour  d'un  de  ces  points  sin- 
guliers, z  se  change  en 

az  -\-b 

cz  H-  cl 

cette  substitution  appartenant  au  groupe  dont  2,  et  2.2  sont  les 
deux  substitutions  fondamentales. 

Il  nous  faut  chercher  la  forme  analytique  d'une  des  détermina- 
tions de  la  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier.  Suppo- 
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«,  b^  c  et  d  étanl  réels.  Soient  5  =  a:  -h  /^  et  Z  ==:  X  4-  i\  ;  on 

aura 

dz  =  dx  -\-  idy 

et,  en  désignant  par  z^  la  quantité  conjuguée  de  r, 

dzç^  =  dx  —  idy  ^ 

dx^  -+-  dy^  =  dzdzQ, 

jt  jrw  dz^dz 


d'où  l'on  conclut 
Or 


et  comme 


on  en  déduit 


tc^^^O 

{CZ 

H-rf)«(c 

:-5o-H  d)^ 

A    - 

r 

{cz  -h 

■^H^^c 

^-\-d) 

d\^ 

-hû^Y* 

e/x« 

-^dy^ 

Y* 


7' 


Par  suite,  pour  un  élément  de  courbe  ds  et  pour  l'arc  trans- 
formé <^S,  on  a 

d^_ds^ 

ds 
et  l'on  peut  dire  que  l'élément  —  est  un  invariant  pour  la  substi- 
tution linéaire. 


5.  Revenons  au  quadrilatère  ACBC  et  à  tous  ceux  qui  s'en 
déduisent  par  les  substitutions  du  groupe  dont  2<  et  Sj  sont  les 
deux  substitutions  fondamentales.  Joignons  un  point  quelconque 
M  à  l'intérieur  du  quadrilatère  ACBC  par  un  arc  de  courbe  situé 
dans  le  demi-plan,  à  un  point  quelconque  P  de  ce  demî-plan,  non 
situé  sur  l'axe  réel.  Sui>ons  l'arc  MP  en  considérant  les  différents 
quadrilatères  correspondant  au  quadrilatère  initial  par  une  sub- 
stitution du  groupe,  et  cherchons  à  montrer  qu'on  arrivera  au 
point  P  après  avoir  traversé  un  nombre  yîn/  de  quadrilatères. 

L'arc  de  courbe  MP  sort  du  premier  quadrilatère  (que  nous 
désignerons  par  Ro)  par  un  certain  côté.  Il  entre  alors  dans  un 
second  quadrilatère  R<,  qui  est  le  quadrilatère  limitrophe  de  R^, 
le  long  de  ce  côté.  Si  Tare  MP  sort  de  ce  quadrilatère,  il  entrera 
dans  un  troisième  quadrilatère  R2,  limitrophe  de  R< ,  le  long  du 
côté  par  lequel  est  sorti  MP,  et  ainsi  de  suite.  On  aura,  de  celte 
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premier  membre,  en  posant 
a  pour  module 


Î7C 


'Cl  comme  r,  >•  o,  ce  module  sera  supérieur  ou  inférieur  à  ///?,  sui- 
vant le  signe  de  /i,  et,  par  conséquent,  le  premier  membre  ne 
peut  s'approcher  autant  qu'on  veut  de  toute  grandeur  donnée. 
Nous  aurons  donc  pour  une  des  déterminations  z  de  la  fonction  :; 

^  —  -—\q^x-^o{x\ 

z  —  a  'i.T.1 

'ç(x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  o. 

11.  Nous  pouvons  maintenant  former  une  équation  du  troisième 
ordre,  à  laquelle  satisfait  la  fonction  :;  de  x.  Prenons,  à  cet  eflTet, 
Je  quotient 

'  dx  dx^  \  dx"^  I 

déjà  rencontré  (Chapitre  XII,  §  15);  il  reste  invariable,  comme 

nous  l'avons  dit,  quand  on  remplace  ;;  par  —^ — -j»  Il  sera  donc 

une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan,  et  les  seuls  points  sin- 
guliers seront  les  points  o,  i  et  oc.  Pour  toute  autre  valeur  de  .r, 

dz 
cequotient  est  holomorphe,  puisque  ~  est  différent  de  zéro  pour  x 

distinct  des  trois  valeurs  singulières.  Nous  n'avons  plus  qu'à  déter- 
miner la  nature  de  ces  singularités.  Cette  détermination  sera  facile, 
puisque  nous  connaissons  la  forme  analytique  de  z  dans  le  voisi- 
nage àe  X  ^=  o^  X  =^\  el  X  :=cc.  On  reconnaît  ainsi  que  le  quo- 
tient ci-dessus  est  complètement  déterminé,  en  posant,  comme 

précédemment, 

1,1  I 

a  --  —  >  6/  =  -»  c  =  -  ; 

m  n  p 

des  calculs  faciles,  mais  un  peu  longs,  que  j'omets  ici,  font  re- 
tomber sur  l'expression  déjà  obtenue 

I  —  a'  1  —  c*  a' — 6*-i-c' — i 

1 , 

ax*  2(1  —  xf-  'à.x{\  —  x) 
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et  ce  résultat  s'applique  encore  au  cas  où  a^  b,  c  ne  seraient  pas 
diflTérents  de  zéro. 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  /(z)^  qui  nous  occupe,  peut 
être  obtenue  par  l'inversion  du  quotient  de  deuiL  intégrales  d'une 
équation  hjpergéométrique,  puisque  l'expression  précédente  est 
celle  qui  se  présente  dans  Téquation  différentielle  du  iroisirnie 
ordre  relative  à  une  telle  équation. 


III.  —  Quelques  cas  particuliers  remarquables  :  fonctions 

modulaires. 

12.  Nous  allons  étudier  quelques  cas  particuliers.  Un  cas  inté- 
ressant est  celui  où 

a  —  ù  —  c  —  n, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

On  a  alors  ).  =  /;,  ^= /^^^  i»  et  Ton   a,  par  suite,    l'intégrale 
lijpergéomélrique 

du 


s. 


^     s/u{u  —  i)(u  —  j:) 

g  cl  h  désignant  deux  quelconques  des  quantités  o,  i,  j:  et  x. 
On  peut,  moyennant  une  substitution  linéaire  convenable,  choisir 
pour  triangle  fondamental  un  triangle  quelconque  d'arcs  de  cer- 
cles normaux  à  Taxe  réel,  comme  celui  que  nous  avons  représenté 
page  33 1 . 

I^c  cas,  où  Ton  prend,  comme  intégrales  de  l'équation  linéaire, 
deux  demi-périodes  distinctes  de  Tinlégrale  elliptique 


/ 


du 


conduit  à  la  /onction  modulaire,  c'est-à-dire  au  module  consi- 
déré comme  fonction  du  rapport  des  périodes,  qui  a  fait,  à  un 
autre  point  de  vue,  l'objet  des  travaux  de  M.  Hermitp  (*).  Nous 
i 

(')   Voir  Hermitb,  Comptes  rendus,  i858. 
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avoDS  donné  (t.  II,  p.  280)  les  substitutions  fondamentales  du 
groupe  correspondant.  Au  lieu  de  prendre  les  substitutions  fon- 
damentales (S|)  et  (S2)  données  {loc,  cit.)^  prenons  les  deux 
substitutions  inverses,  c'est-à-dire  les  substitutions  donnant  les  co 
en  fonction  des  co';  on  aura  ainsi,  pour  le  rapport  3,  les  deux  sub- 
stitutions 


(Si) 


Dessinons  le  quadrilatère  fondamental  correspondant  rapporté 
aux  deux  axes  (Oi,  Or,)  {Jig*  22)  en  posant 

Le  quadrilatère  est  symétrique  par  rapport  à  0'r\.  Les  deux  demi- 
cercles  OA  et  OB,  de  diamètre  égal  à  l'unité,  se  correspondent 


Fig.  22. 


B' 


B 


A' 


par  la  substitution  2|  et  les  deux  côtés  BB'  et  AA' parallèles  à  Otj 
se  correspondent  par  la  substitution  Sj.  Le  quatrième  sommet  du 
quadrilatère  est  à  l'infini  dans  la  direction  de  Taxe  Or,. 


13.  Prenons  un  autre  cas  non  moins  remarquable  et  se  rappor- 
tant également  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous  donne- 
rons k  m,  rif  p  les  valeurs 


m  =  3, 


n  —  A, 


/>  =  oc. 


On  peut  prendre,  pour  triangle  fondamental  correspondant  à 
ces  angles,  le  triangle  suivant  :  Décrivons  de  l'origine,  comme 
centre,  un  cercle  de  rayon  un  et  traçons  la  droite  i  =  —  ~  repré- 

p.  —  m.  3.H 
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senléesariajlg.  s3par  AC.  Le  triangle  fondamental  est  le  triaogle 
formé  par  l'arc  AB  et  les  deux  droites  AC,  By)  ;  le  troisième  sorei- 


c 

1 

C 

/ 

r. 

S 

0 

1 

met  est 

estéf^al 


nfîni.  On  véride  de  suite  que,  dans  ce  triangle,  l'angle  A 
,  l'angle  B  à  -  et  l'angle  C  est  nul. 
Le  triangle  BA'C,  symétrique  de  BAC  par  rapport  à  l'axe  Ot,, 
donnera  avec  BAC  le  quadrilat<>re  fondamental. 

On  a  immodiatement  les  substitutions  fondamentales  du  groupe 
correspondant;  ce  sont 

la  premitTC  transforme  AC  en  A'C  et  la  seconde  l'arc  DA  en 
l'arc  BA'. 

Nous  avons  di^jà  étudié  ce  groupe  (t.  T,  p.  44*')i  c'  nous  avons 
vu  qu. 


que  toutes  les  substitutions  de  la  forme 


a,  b,  c,  d  étant  des  entiers  réels  {ad—  bc=  i),  résultent  de  la 
composition  des  deux  substitutions  précédentes  (*).  Reprenons 
ce  théorème  en  ne  nous  appuyant  que  sur  les  considérations  rela- 
tives aux  polygones  limités  par  des  arcs  de  cercle.  Prenons  uo 
point  z,  que  je  suppose  à  l'intérieur  du  quadrilatère  CABA'C,  et 


C)  Omrc  le  Miinioiri:  di'jà  cit^  de  SI.  Dcdikind  (BorcliardV 3  Journal,  Bd.  83), 
je  mentionnerai  encore  sur  le  groupe  priïciidvnt  et  les  funclions  qui  s'j  rapportenl 
un  travail  de  M.  Ilurwili  [Grundtagen  einer  Independeaten  Théorie  der  eliipt- 
itchen  Modul/unctionen  {^Mathematitche  Annaten,  Bd.  14,  1878)]- 
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soit  le  point 


7="* 


cz 


Le  point  Z  est  à  l'Intérieur  d'un  certain  quadrilatère  déduit  du 
quadrilatère  fondamental  par  une  substitution  S  du  groupe  (i)  ou 
sur  son  périmètre.  En  effectuant  sur  Z  la  substitution  S~*,  on 
obtient  ainsi  un  point  z  dans  le  quadrilatère  fondamental  ou  sur 
son  périmètre.  Si  z  =  z' ^  le  théorème  est  établi.  Puisqu'on  peut 
passer  de  z  et  de  z'  k  Z  par  une  substitution  à  coefficients  en- 
tiers,  on  pourra  certainement  passer  de  z  k  z'  par  la  substitution 

z= ^  («û  — By  =  i), 

a,  ^,  Y?  2  étant  des  entiers.  Nous  allons  montrer  que  deux  points 
z  et  z\  à  l'intérieur  du  quadrilatère  fondamental,  ne  peuvent  se 
correspondre  par  une  substitution  de  cette  forme,  autre  que  la 
substitution  identique  ^  =  z.  Il  est  clair  d'abord  que  y  n'est  pas 
nul,  car  alors  z  et  z'  ne  pourraient  être  dans  le  quadrilatère,  à 
moins  que  p  ne  soit  nul.  Excluons  le  cas  de  yr^o,  P  =  o,  qui 
donnerait  .s'  =  ^. 

Soit  z=  Ç  -4-  /?!,  nous  avons  par  hypothèse 

en  excluant  les  égalités;  de  même  -3'=  Ç'-t-  itl^  avec  les  inégalités 
analogues,  mais  les  égalités  n'étant  pas  exclues.  On  a 


'î     = 


or 

(ïî  r+-  S)«  -+-  Y»  V  >  y'  ±  t8  -f-  8«  >  I . 

en  prenant  le  signe  -f-  si  yo  est  négatif,  et  le  signe  —  si  vo  est 
positif. 

Il  s'ensuit  que 

l'égalité  étant  exclue;  en  prenant  z  en  fonction  de  z\   on  arrive 
de  même  à  l'inégalité  analogue 


L 
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Ces  deux  inégalités  sont  contradictoires;  nous  sommes  donc  né- 
cessairement dans  le  cas  exclu,  c'est-à-dire  que 

et,  par  suite, 

ce  qui  donne  la  substitution  identique.  Par  suite,  on  obtient 
toutes  les  substitutions  à  coefficients  entiers  au  moyen  des  deujc 
substitutions  (i)  combinées  de  toutes  les  manières  possibles. 
Le  groupe  précédent  est  souvent  désigné  sous  le  nom  de  groupe 
arithmétique. 

14.  La  fonction /(5),  correspondant  au  groupe  précédent,  joue 
un  rôle  très  important  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
C'est  un  sujet  qui  nous  entraînerait  trop  loin  ;  je  veux  cependant 
montrer  comment  la  considération  de  celte  fonction  conduit  à  une 
classe  intéressante  d'équations  algébriques.  Envisageant  les  deux 
fonctions 

y=f{rnz), 

oà  m  désigne  un  entier,  nous  allons  établir  qu  il  existe  entre  x 
et  y  une  relation  algébrique. 

On  voit  immédiatement  que  y^  considérée  comme  fonction  de 
X,  ne  pourra  avoir  comme  points  singuliers  que  les  points  o,  i 
et  00,  et  ces  points  sont  des  points  critiques  algébriques.  Ainsi, 

pour  j:  =  o,  l'équation 

x=f{z) 

a  une  infinité  de  racines  en  :;,  quisont  des  racines  triples,  puisque, 
autour  de  chaque  sommet  correspondant  à  x  :=  o,  il  j  a  trois  qua- 
drilatères. Soit  :;  =  a  Tune  d'elles,  qui  n'est  pas  située  sur  Ox. 
Nous  pouvons  écrire  (§  10) 


Z  —  OL  » 


--  x'^o{x)  [ç(o)  ^  o]: 

/(mz)  se  développe  donc  en  série  suivant  les  puissances  de  j:*. 

Pour  x  =  00,  considérons  la  racine  z  =^  co  correspondant  au 
sommet  à  l'infini  du  quadrilatère  fondamental. 
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On  a,  dans  le  voisinage  dea:  =  x,  pour  la  racine  z  devenant 
infinie, 

ZA ^  =  ç(a:), 


27rt 


y(x)  étant  holomorphc  dans  le  voisinage  de  x  =  oo,  c'est-à-dire 
que  -  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  croissantes  de  e'^^Tczi,  ji  ^gj  évident 
alors  que  —  se  mettra,  pour  x  très  grand,  sous  la  forme  d'une 

série  entière  en  -• 

X 

Il  faut  montrer  maintenant  que  y^  pour  une  valeur  de  x^  n'a 
qu'un  nombre  limité  de  valeurs.  Or,  pour  une  valeur  de  x^  les 
valeurs  correspondantes  de  z  s'expriment  à  l'aide  de  l'une  d'elles 
par  la  formule 

Nous  avons  donc  à  chercher  si  les  valeurs  de  la  fonction 


/{"  ;i^) 


sont  en  nombre  fini  ;  a,  ^,  y,  3  désignant  quatre  entiers  quel- 
conques avec  ao  —  ^y  =:  i . 

Prenons  à  cet  efiet  les  deux  valeurs 

(:»)  m*-i^Ç-     et     m"^^^,         («'8'- P'y'=  i) 

et  cherchons  à  quelle  condition  elles  sont  équivalentes  au  moyen 
d'une  substitution 

On  devra  avoir 

Y5-h  0  ~  c//i(a'^-4-p')-r-^(Y'.5-i-8')' 
il  en  sera  ainsi,  si  Ton  a 

/Tia  —  ama'-h  ^y  » 

Y  =  cma'  -T-  ^/y'» 
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De  ces  équations,  on  déduit 

YO  ÛY 

C  =  ~ » 

m 

On  a  bien  ad  —  6c  =  i ,  et  la  seule  condition  est  que  c  soil  entier. 

La  condition  est  donc 

Yo'  — 5y'=o  (mod.  m). 

En  particulier,  désignons  par  3'  et  ^  les  restes  compris  entre 
o  et  m  des  divisions  de  5  et  y  par  m,  ou  ces  restes  divisés  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur  s'ils  ne  sont  pas  premiers  entre  eux; 
les  deux  expressions  (2)  seront  équivalentes,  pourvu  seulement 
qu'on  prenne  a'  et  P'  tels  que 

a'8'  — P'y'^i. 
On  en  conclut  immédiatement  que  la  fonction 


quand  on  donne  à  a,  ^,  v,  0  toutes  les  valeurs  entières  possibles 
(ao  —  Py  :=  1),  n'a  qvHun  nombre  limité  de  valeurs  distinctes: 
ce  qui  démontre  le  résultat  énoncé  plus  haut  (*). 


IV.  —  Théorème  général  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé. 

15.  Nous  nous  sommes  déjà  servi  (t.  II,  p.  23i)  de  la  fonction 
modulaire,  correspondant  au  cas  du  §  12,  pour  démontrer  un 
théorème  sur  les  fonctions  entières  et  sur  les  fonctions  ajant  un 
seul  point  singulier  essentiel  à  Tinfini  {^),  La  fonction  modulaire 


C)  On  trouvera  une  étude  approfondie  des  fonctions  modulaires  dans  les 
deux  Volumes  de  M.  Klein  :  Sur  les  fonctions  elliptiques  modulaires» 

(')  Faisons  seulement  remarquer  à  ce  propos  que  l'analyse  de  la  page  a33 
(tome  II)  est  inutile;  le  théorème  qui  y  est  démontré  se  déduit  immédiatement 
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du  §  13  va   nous  servir  à  démontrer  un  théorème  déjà  énoncé 
(t.  II,  p.  I2i),  mais  que  nous  n'avions  pu  alors  établir. 

Désignons  par  F (5)  une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage 
d'un  point  a,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel  isolé. 
La  fonction  F  (s)  pourra  d'ailleurs  avoir  ou  non  une  infinité  de 
pôles  dans  le  voisinage  de  ce  point  essentiel.  Nous  considérons 

l'équation 

F(3)  =  A, 

A  étant  une  constante.   Nous   voulons   démontrer  le   théorème 
suivant  : 

U équation  précédente  a,  en  général,  une  infinité  de  racines 
dans  le  voisinage  de  a.  Il  peut  arriver  cependant  quHl  n^en 
soit  pas  ainsi  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles  de  la 
constante  A,  mais  il  ne  peut  exister  plus  de  deux  valeurs  ex- 
ceptionnelles (  *  ). 

Nous  allons  procéder  en  montrant  qu'il  est  impossible  que 
l'équation  précédente  n'ait  pas  de  racine  dans  un  certain  domaine 
autour  de  a,  pour  trois  valeurs  de  A.  On  peut  évidemment  sup- 
poser, en  effectuant  sur  F(;;)  une  substitution  linéaire,  que  ces 
trois  valeurs  sont  telles  valeurs  que  l'on  voudra.  Nous  pren- 
drons 

A=o,        A  =  i,      '  A  =  00. 

Nous  avons  donc  par  hypothèse  une  fonction  F (-3)  uniforme 


du  théorème  de  la  page  23i  (même  Tome).  On  peut  dire  d'une  manière  générale  , 
qu'une  fonction /(-s),  uniforme  dans  tout  le  plan  et  avec  un  seul  point  singulier 
essentiel  à  l'infini,  et  qui  ne  pourrait  prendre  les  valeurs 

A,    B,     C, 

ces  trois  constantes  étant  distinctes  (une  constante  infinie  n'étant  pas  exclue), 
se  réduirait  nécessairement  à  une  constante.  On  peut  en  effet  substituer  à/(«) 
la  fonction 

»/(^)-^? 

en  choisissant  3,  ^,  7,  0,  de  manière  que  A,  B,  C  deviennent  o,  i,  x ,  et  nous  sommes 
alors  dans  le  cas  d'une  fonction  entière. 

(«)  E.  Picard,  Sur  les  foncUom  analytiques  uniformes  dans  le  voisinage 
d*un  point  singulier  essentiel  (  Comptes  rendus,  t.  LXXXIX,  1879),  et  Mémoire 
sur  les  fonctions  entières  {Annales  de  V École  Normale,  1880). 
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dans  le  voisinage  de  a,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essen- 
tiel. La  fonction  n'a  pas  de  pôle  dans  le  voisinage  de  ce  point  et, 
de  plus,  les  équations 

F(;;)r.o,         F(;j)=i 
n'ont  pas  de  racine  autour  de  a, 

16.  Désignons  par 

Xrr:f{u) 

la  fonction  uniforme  correspondant  au  cas  du  §  13  et  définie  dans 
le  demi-plan  de  la  variable  u  (cette  variable  a  été  jusqu'ici  dési- 
gnée par  >s),  et  soit 

u  =  9  (a?) 

la  fonction  inverse  ayant  dans  le  plan  x  les  trois  points  singuliers 
(),  I  et  00.  Dans  cette  fonction,  je  remplace  a:  par  F (5),  et  je  vais 

étudier  la  fonction  de  z 

u(z)  =  o[F(z)] 

dans  le  voisinage  de  a,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  cercle  F  de 
centre  rt  et  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  ce  cercle  la  fonction 
F(:;)  ne  soit  (en  deliors  de  a  pour  lequel  elle  est  indéterminée) 
jamais  égale  à  o,  i  et  00. 

A  l'intérieur  de  F,  la  fonction  u{z)  a,  comme  seul  point  singu- 
lier, le  point  a.  Lorsque  z  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le 
sens  positif,  le  point  a:  décrit  dans  son  plan  un  contour  fermé,  et 

par  suite  u  se  change  en 

a//  -+-  3 
Y  w  -h  0 


a,  p,  Y,  0  étant  quatre  entiers  (ao  —  ?Y  =  i)» 

Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter  relativement  à  la  substitu- 
tion 


(3) 


\     7W-+-0/ 


Elle  peut  être  hyperbolique,  elliptique,  parabolique  ou  se  ré- 
duire à  la  substitution  unité.  Nous  allons  examiner  successivement 
ces  différents  cas. 
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17.  Supposons  d*abord  la  substitution  hyperbolique,  c'esl- 
à-dîre  que 

(a-H$)«>4. 

En  désignant  par />  et  q  les  points  doubles  (qui  sont  réels  et 
distincts)  de  la  substitution,  nous  avons  vu  à  la  fin  du  Chapitre 
précédent  que  l'expression 

u  —  p 


u  —  q 


se  reproduit  à  un  facteur />05£///' près  [x,  différent  de  un^  quand 
on  effectue  sur  elle  la  substitution  (3). 

Il  en  résulte  que  l'on  peut  mettre  ce  quotient  sous  la  forme 


u 


A  désignant  le  logarithme  arithmétique  de  [x,  et  la  fonction  ^{z) 
étant  uniforme  dans  le  cercle  F.  Cette  fonction  n'aura  dans  ce 
cercle  d'autre  point  singulier  que  a,  car,  pour  qu'elle  ait  un  pôle, 
il  faudrait  que  u  devînt  égal  à  la  quantité  réelle  q^  ce  qui  est  im- 
possible, car,  dans  u(x)y  le  coefficient  de  i  est  posilif  et  différent 
de  zéro  pour  x  distinct  de  o,  i  et  oo.  De  plus  'f  (5),  pour  la  même 

raison,  ne  s'annulera  pas.  Par  suite,  le  quotient  '  peut  se  dé- 
velopper par  la  formule  de  Laurent,  et  nous  avons 

Puisque  ^(z)  est  uniforme  autour  de  A,  il  faut  que  le  coeffi- 
cient A|  soit  un  entier  m  positif  ou  négatif,  et  nous  aurons  alors 

P(5)  étant  uniforme  dans  F,  et  continu  sauf  en  a.  Finalement 
nous  obtenons 

k 

=  {z  —  a)*^'       e' 


"  — /^   _/.         ^xSr-î-^'"oP,3> 


Or,  dans  le  premier  membre,  le  coefficient  de  /  a  un  signe  in- 
variable. Nous  allons  voir  qu'il  ne  peut  en  être  de  même  dans  le 
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second  cas.  On  peut,  en  effet,  écrire  ce  second  membre 

Si,  dans  le  premier  membre,  le  coefficient  de  i  a  un  signe  inva- 
riable, le  coefficient  de  i  dans 

(  j^.  -<-  rrTj  Xo^iz  -  a)  -+-  V(z) 

devra  rester  compris  entre  deux  multiples  consécutifs  de  i:,  c'est- 
à-dire  entre  deux  limites  fixes.  Posons 

(^.  -T-  m\  log(^  -  a)  -4-  P(5)  =  U  H-  tV. 

11  est  tout  d'abord  évident  que,  si  m  n'est  pas  nul,  V  ne  peu' 
rester  compris  entre  deux  limites  fixes,  car  une  rotation  de  z  au- 
tour de  a  augmente  V  de  innz.  Supposons  donc  m  =  o;  la  re- 
lation précédente  pourra  s'écrire 

log(5-a)-f-  —  P(5)= jp-T-  -jp- 


ou  encore 


«ri*       .  litV    «ciU 

{z  —  a)e  *  —  e     *   e    *    , 


Mais  le  second  membre  a  un  module  restant  compris  entre  deux 
limites  déterminées  différentes  de  zéro,  et  il  n'en  est  pas  de  même 
du  premier  qui  s'approche  autant  que  l'on  veut  de  zéro,  queP(5) 
soit  régulier  en  a  ou  qu'il  ait  en  ce  point  un  pôle  ou  un  point  sin* 
gulier  essentiel. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  que  la  substitution  (3)  ne 
peut  être  hyperbolique. 

18.  Supposons  maintenant  cette  substitution  elliptique.  On 

a  alors 

(a-i-ô)«<4. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter;  le  point  double  de  la  substitu- 
tion (3)  situé  dans  le  demi-plan  supérieur  peut,  au  moyen  d^ane 
substitution  du  groupe  arithmétique,  être  ramené  à  coïncider  avec 
le  point  B  ou  le  point  A  {fig-  23  du  §  13). 
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1°  PlaçoDS-nous  d'abord  dans  le  premier  cas.  En  ayant  donc 
effectué  sur  u  une  substitution  convenable  du  groupe  arithmé- 
tique, la  substitution  correspondant  à  (3)  devient  la  substitution 
laissant  B  invariable,  et  par  suite,  en  désignant  encore  par  la 
même  lettre  u  la  valeur  primitive  transformée,  Pexpression 


//  —  l 

u-^  i 

WCi 

se  reproduit  (§9)  multipliée  pare     *  ,  c'est-à-dire  —  i ,  quand  on 
effectue  sur  elle  cette  substitution. 
On  aura  donc 

9(2)étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  D'ailleurs,  ©(5)  n'aura 
pas  de  pôle  autour  de  a,  car  le  coefficient  de  i  dans  u  étant  posi- 
tif, on  ne  peut  avoirs  4-  /=  o.  Pour  la  même  raison  cp(5)nepeut 
avoir  le  pointa  lui-même  comme  pôle  ou  point  singulier  essentiel, 

car  alors  la  fonction 

(z  —  a)f^^(z) 

pourrait  devenir  aussi  grande  qu'on  voudra  dans  le  voisinage  de 
cij  et  alors  u  s'approcherait  autant  qu'où  voudrait  de  —  i. 

Il  en  résulte  que  ^(z)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a. 
Par  suite,  quand  z  tend  vers  a  d\ine  manière  quelconque,  la 
fonction  u{z)  tend  vers  i\  mais  on  a 

d'où  se  déduit 

F(5)=/(w); 

quand  u  tend  vers  /,  la  fonction y(w)  tend  vers  un.  On  en  conclu- 
rait que  F(5)  tend  vers  un  quand  z  se  rapproche  de  a  d'une  ma- 
nière quelconque;  le  point  a  ne  serait  pas  alors  un  point  singu- 
lier essentiel, 

2®  Le  même  raisonnement  s'applique  au  second  cas.  Nous  avons 

seulement  alors 

u  —  p 

a  — po 
(en  désignant  par  p  la  quantité  complexe  représentant  A  et  po  sa 
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conjuguée),  qui  se  reproduira  multiplié  par  e    '  .  Nous  auro 

donc 

_i 

U  —  po 

et  les  mêmes  raisonnements  montrent  que  ^(z)  doit  être  holo^i^ 
morphe  dans  le  voisinage  de  a  et  s'annuler  pour  z=  a.  Mais  alon 
quand  z  tend  vers  a  d'une  manière  quelconque,  u  tend  vers  p, 
Ton  en  conclut  que  la  fonction 

F(^) 

tend  vers  zéroj  de  quelque  manière  que  z  se  rapproche  de  a,  c»  ^ 
qui  est  contradictoire  avec  le  fait  que  a  est  un  point  essentiel. 


19.  U  ne  nous  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  la  substiti 
tion  (3)  serait  la  substitution  unité  et  celui  où  elle  serait  parabi 
lique. 

Examinons  d'abord  le  cas  de  la  substitution  unité,  La  fonctio^E: 
u{z)  serait  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  Le  pointa  ne  pourra  ^a 
être  pour  elle  un  point  singulier  essentiel,  car  la  fonction  m(-s^ 
s'approcherait  alors  autant  qu'on  veut  de  toute  grandeur  donnt^^j 
ce  qui  est  impossible,  puisque  le  coefGcientde  i  dans  u  est  positi/3 

Le  point  a  ne  peut  non  plus  être  un  pôle,  car  le  signe  du  coef- 
ficient de  i,  dans  une  fonction  ayant  un  pôle  en  a,  ne  peut  être  in- 
variable pour  toute  position  de  z  autour  de  ce  point.  Il  faut  donc 
que  u{z)  soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a;  or  u{a)  ne 
peut  être  réelle,  car  alors  u{z)  aurait  dans  le  voisinage  de  a,  pour 
certaines  valeurs  de  z,  sa  partie  réelle  négative.  La  valeur  de  u{a) 
est  donc  une  valeur  complexe  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est 
positif  et  différent  de  zéro.  La  relation 

montre  que  F(z)  tend  vers  une  valeur  déterminée,  à  savoir 
y  [  w(a)],  quand  z  tend  vers  a  d'une  manière  quelconque.  Nous  ar- 
rivons toujours  à  la  même  contradiction. 

20.  Considérons  enfin  le  cas  de  la  substitution  parabolique. 
Les  points  doubles  des  substitutions  paraboliques  du  groupe  arilh- 
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inétique  se  déduisent  tous,  par  une  substitution  de  ce  groupe,  du 
pointa  rinfini  dans  la  direction  de  l'axe  imaginaire.  En  effectuant 
donc  préalablement  sur  u  une  substitution  convenable,  on  peut 
supposer  que  la  substitution  (3)  est  de  la  forme 

(w,  u  -f-  l). 

Donc  nous  avons  la  fonction  u{z)  se  transformant  en  u{z)  -h  i , 
quand  z  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  positif,  et,  par 
suite, 

u{z)=  -L-.log(5  — a)-+-o(^), 
o(w)  étant  uniforme.  On  en  tire 

Or,  le  module  du  premier  membre  ne  dépasse  pas  l'unité;  il 
en  résulte  que  ç(-s)  aura  en  a  un  point  ordinaire,  car,  dans  le 
cas  contraire,  le  second  membre  aurait  en  a  un  point  essentiel, 
et,  par  suite,  son  module  pourrait  certainement  dépasser  un. 

La  forme  de  ii{z)  montre  que  le  coefficient  de  i  est  positif  et 
devient  infiniment  grand,  quand  :;  se  rapproche  indéfiniment 
d^une  manière  quelconque  de  a.  Or,  pour  toute  valeur  de 

M  =  Ç  -h  IT), 

pour  laquelle 

r,  >  M, 

M  étant  une  quantité  positive  très  grande,  la  fonction  f{u)  esl 
elle-même  très  grande.  On  le  voit  de  suite,  en  ramenant  le  point 
dans  le  quadrilatère  fondamental  du  groupe  arithmétique  par  une 

substitution 

(a,  w  -h  m), 

/?!  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  et  nous  savons  que /'(//)  de- 
vient infinie  pour  le  point  à  rinfini  dans  ce  quadrilatère.  Reve- 
nant donc  à  ridentité 

F(^)=/(^/), 

nous  en  concluons  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  z  se  rap- 
proche de  a,  la  fonction  F(w)  augmente  indéfiniment.  Le  point  (i 
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serait  donc  un  pôle  pour  F(z)  et  la  même  Impossibilité  est  en- 
core mise  en  évidence. 

20.  Les  contradictions,  qui  viennent  d'être  successivement 
signalées,  montrent  que  l'hypothèse  faite  sur  les  racines  des  trois 
équations  considérées  est  inadmissible,  si  a  est  un  point  singulier 
essentiel;  nous  avons  donc  démontré  le  théorème  énoncé  au  §15, 
auquel  on  peut  encore  donner  la  forme  suivante  : 

SiF{z)  désigne  une  fonction  uni/orme  de  z  dans  le  voisi- 
nage de  «,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel  isolé, 
il  ne  peut  pas  arri\?er  que  les  trois  équations 

F(5)  =  A,,        F(5)  =  A„        F(^)  =  A3 

n  aient  pas  simultanément  une  infinité  de  racines  autour  de  a, 
en  désignant  par  A|,  Aa,  As  trois  constantes  distinctes  {la  con- 
stante infinie  n'étant  pas  exclue). 

Nous  pouvons  encore  dire  que  : 

Si  les  trois  équations  précédentes  n'ont  pas  une  infinité  de 
racines  autour  de  a,F(z)  étant  une  fonction  uniforme  qui^ 
dans  un  cercle  F,  décrit  autour  de  a,  pourrait  avoir  ce  seul 
point  comme  point  essentiel,  on  peut  affirmer  que  a  sera  un 
pôle  ou  un  point  ordinaire  deF(z). 

21.  De  ce  théorème  général  se  déduisent  immédiatement  les 
deux  propositions  suivantes.  Soit  G{z)  une  fonction  entière  :  si 
les  deux  équations 

G(z)  =  a,         G(z)  =  b, 

a  et  b  étant  deux  constantes  finies  distinctes,  ont  seulement 
un  nombre  limité  de  racines,  la  fonction  entière  G(^)  sera  un 
polynôme  (*). 


(')  On  a  fait  de  nombreuses  tentatives  pour  démontrer  ce  théorème  sans  rien 
emprunter  à  la  théorie  des  fonctions  modulaires.  A  ma  connaissance,  M.  Hadamard 
a  seul  obtenu  à  ce  sujet  des  résultats  intéressants  dans  son  beau  Mémoire  :  Sur 
les  propriétés  des  fonctions  entières  et  en  particulier  d*une  fonction  consi- 
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Le  point  à  rinfini  ne  pourra  être,  en  eflfet,  pour  la  fonction,  un 
point  essentiel,  car  nous  avons  les  trois  équations 

qui  n*ont  pas  de  racine  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

On  a  encore  l'énoncé  suivant,  qui  n'est  qu'en  apparence  plus 
g^énéral  :  Soit  f{z)  une  fonction  uniforme  pouvant  avoir  des 
pôles  en  nombre  quelconque  et  un  seul  point  singulier  essentiel 
à  V infini.  Si  les  trois  équations 

A,  B,  G  étant  trois  constantes  distinctes  (^infini non  exclu), 
riront  qu  un  nombre  fini  de  racines,  la  fonction  f{z)  sera  une 
fonction  rationnelle. 

SS.  Les  théorèmes  précédents  s'étendent  immédiatement  aux 
fonctions  uniformes  sur  une  surface  de  Riemann.  Représentons  par 
A (5)  une  telle  fonction,  que  l'on  supposera  n'avoir  sur  la  surface 
que  des  points  singuliers  essentiels  isolés.  Si  les  équations 

\(z)  =  'x.        A(\3)  =  J5,        A(-3)  =  7 

nom  quun  nombre  limité  de  racines,  la  fonction  S.(z)  n^aura 
pas  de  singularités  essentielles  et  elle  sera  y  par  suite,   une 
fonction  algébrique  de  z,  ramifiée  comme  la  fonction  algé- 
brique définissant  la  surface  de  Riemann  (*). 


dlérée  par  Riemann  {Journal  de  Math.,  1893  ).  Soit  une  fonction  entière 

G{z)—a'j — a^z  —  ...  —  a^z'^-    .., 

et  sapposons  qu'on  puisse  trouver  un  nombre   positif  2  tel  que,  à  partir  d'une 

certaine  valeur  de  m. 

I 


Ml    •     ^ 


(i  .7. .  .m  ;* 


M.  Hadamard  établit  le  théorème  pour  les  fonctions  entières  satisfaisant  i  cette 
condition,  mais  toutes  les  fonctions  entières  ne  rentrent  pas  dans  ce  type. 

(")  E.  Picard,  Sur  une  propriété  de  certaines  /onctions  anafogues  aux  /onc- 
tions algébriques  (Comptes  rendus,  t.  L\X\IX.  1^79;. 
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V.  —  Sur  les  transcendantes  uniformes  satisfaisant  à  une  éqoAtHm 

du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

23.  Les  théorèmes  démontrés  dans  la  Section  précédente  per- 
mettent de  faire  quelques  remarques  intéressantes  sur  les  trans- 
cendantes uniformes  satisfaisant  à  une  équation  du  premier  ordre 

et  du  premier  degré 

ffy  _  P(jr,  v) 

P  et  Q  désignant  deux  polynômes  en  j:  et  j^  premiers  entre  eux. 
Je  les  emprunterai  à  la  thèse  de  M.  Petrovitch  ('). 

On  peut  tout  d'abord,  par  une  transformation  homographîque 
préalable,  supposer  que  le  degré  de  P  par  rapport  à  y  surpasse 
(le  deux  unités  le  degré  de  Q  par  rapport  à  cette  même  lettre. 

Nous  nous  placerons  donc  dans  cette  hypothèse.  De  celte  ma- 
nière, la  valeur  y  =  00  est  une  valeur  ordinaire,  c'est-à-dire  que 
l'intégrale  qui,  pour  une  valeur  arbitraire  Xq  de  j:,  prend  la  va- 
leur infinie,  a  un  pôle  au  point  jTo* 

D'après  les  généralités  étudiées  au  Tome  II  (p.  324  et  snîv.), 
nous  pouvons  marquer  à  l'avance  sur  le  plan  les  points  qui  ne  se- 
raient pas  pour  une  intégrale  des  points  ordinaires,  des  pôles  ou 
des  points  critiques  algébriques.  Une  intégrale  uniforme  ne  pourra 
donc  avoir  dans  le  plan  qu'un  nombre  limité  de  points  essentiels. 

INious  allons  maintenant  distinguer  quatre  cas  : 

i**  Je  suppose  d*abord  que  l'équation 

Q(j-,  X)  =  0, 

considérée  comme  équation  en  i,  admette,  pour  x  arbitraire,  plus 
de  deux  racines  distinctes.  Désignons  par 

Ox(x),     Oi(x),     Ç3(.r) 

trois  de  ces  racines;  ce  seront  des  fonctions  algébriques  de  or,  qui 
seront  ou  non  des  branches  d'une  même  fonction  algébrique. 


(')  MicHKL  Phtrovitch.  Sur  les  zéros  et  les  infinis  des  intégrales  des  égma- 
lions  diJfércnlieUei  algébriques  (Comptes  rendus,  189'!,  et  Thèse  de  doctomt, 
Pdrir..  Gauthicr-Vilidrs  j. 
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Pour  une  intégrale  uniforme  y  de  l'équation  diflrércntielle,  on 
ne  peut  avoir 

que  pour  un  nombre  limité  de  points  x^  car,  lorsque  cette  relation 
est  remplie  pour  un  certain  système  (x©,  ^o)?  i'  ^'^^^  ^"^  'on  ait 
en  même  temps 

Sans  cela,  l'intégrale  qui,  pour  j?  =  a:©  prend  la  valeur  ^'o,  ne 
serait  pas  uniforme  dans  le  voisinage  de  Xo  (t.  II,  p.  .l'-iS).  Par 
suite,  pour  Tintégralc  uniforme  y  que  nous  étudions,  les  équa- 
tions 

ne  pourront  avoir  qu'un  nombre  limité  de  racines. 
Ceci  posé,  envisageons  le  quotient 

(?î— ?i;^^  — ?5) 

C'est  une  fonction  de  x  n'ajant  qu'un  nombre  limité  de  valeurs, 
et  ne  pouvant  avoir  qu'un  nombre  fini  de  singularités  essentielles. 
Or  les  trois  équations 

n^ont  qu'un  nombre  limité  de  racines,  comme  il  résulte  immédia 
tenaenl  de  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  équation^»  (/^).  Il 
résulte  de  là  (§  22)  que  A(x;  est  une  fonction  algZ-brique  et,  par 
suite,  y  (qui  est  uniforme^  est  rationnelle.  Ainf»i,  si  l'équation 
Q(x,  a)  =  o  a  au  moins  trois  racines  di<ïtinctes,  toute  intégrale 
uniforme  est  rationnelle. 

2**  Supposons  en  second  lieu  que  l'équation  Q^x, /.;  —  o  ail 
seulement  deux  racines  distinctes 

et,  en  désignant  par^  une  intégrale  uniforme  de  l'équation,  con- 
sidérons le  quotient 

=^'"~ '-. 

P. —  III.  ,\ 


3>S  cmjLPiTiE  xiii. 

Soit  \   une  seconde  intégrale  uniforme,  et  formons  aussi  le 
qaolient 

En  divisant  ces  deux  quotients,  nous  obtenons  Texpression 


t  > 


^  —  rin^  —?i> 


Elle  n*a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  et  ne  prend  les  valeurs 
o,  I  et  X  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x.  Ceci  résulte 
des  propriétés,  étudiées  plus  haut,  des  équations  j^ —  f  =  o,  et  de 
ce  que,  en  dehors  d*un  nombre  limité  de  points  spéciaux,  ou  ne 
peut  avoir  r:=Y,  ce  qui  entraînerait  l'identité  des  intégrales. 
L'expression  (5)  est  donc  une  fonction  algébrique  de  j:,  et  par 
suite  il  ne  peut  y  a\roir  deux  intégrales  uniformes  qui  soient 
des  transcendantes  distinctes,  en  entendant  par  là  que  toute  in- 
tégrale uniforme  s*exprime  algébriquement  à  Taide  d^ine  pre- 
mière intégrale  de  même  nature. 

S**  Examinons  ensuite  rhvpothèse  où  l'équation  Q(j:,  )v)^=o 
n'a  qu'une  racine  distincte  ^  soit  ^i  (x)  qui  est  alors  nécessairement 
rationnelle.  En  posant 


l'équation  diflerenlielle  proposée  devient 


S  étant  un  polynôme  en  z  et  dépendant  rationnellement  de  x.  Si 
nous  désignons  par  -3|,  z^^  z^  trois  intégrales  uniformes,  le  quo- 
tient 


*»l  —  '«'S 


-1 --3 


ne  pourra  devenir  égal  à  o,  i  elx)  que  pour  un  nombre  limité  de 
valeurs  de  x,  et  par  suite  Texpression  précédente  sera  une  fonction 
rationnelle  de  x.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  plus  de  deux  inté- 
grales uniformes  qui  soient  des  transcendantes  distinctes. 

4*^  11  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  le  dénominateur 


i 
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Q(j:,j')  ne  dépendrait  pas  dey.  On  a  alors  une  équation  de  Ric- 
cati 

P  étant  un  polynôme  du  second  degré  en  y^  et  //  ne  peut  alors 
exister  plus  de  trois  intégrales  uniformes  transcendantes  dis- 
tinctes, toute  intégrale  de  l'équation  s'exprimant  à  l'aide  de  trois 
d'entre  elles. 

Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion  générale  que,  pour  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré, 
il  ne  peut  y  avoir  plus  de  trois  intégrales  uniformes  qui  soient 
des  transcendantes  distinctes.  Nous  renverrons,  pour  une  étude 
plus  approfondie,  au  Mémoire  cité  plus  haut  de  M.  Petrovitch. 
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CHAPITRE  XIV. 

SUR  CERTAINES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES  IRRÉGULIÈRES  A  L  INFINI. 


I.  —  Généralités  sur  les  valeurs  des  intégrales  à  l'infini  dans 

une  direction  déterminée. 

1.  Désignons  par/(  t)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  /, 
définie  depuis  une  certaine  valeur  /o  de  ^  jusqu'à  /  =  -4-00.  Nous 
dirons,  d'une  manière  générale,  qu'une  telle  fonction  est  limitée 
si,  à  partir  de  /q»  ^'1^  reste  en  valeur  absolue  moindre  qu'un  cer- 
tain nombre  fixe  qu'on  puisse  assigner;  elle  sera  illimitée  dans 
le  cas  contraire.  Ceci  posé,  soient  Xi  et  X2  Jeux  nombres  réels 
(Ai  ^  ).a),  et  admettons  que  le  produit 

soit  illimité  (|uan(l  /  varie  de  /q  à  +  00,  tandis  qu'au  contraire  le 
produit 

ten(l<*  v<;rs  zéro  pour  /  =:=  4-  00.  Je  dis  qu'il  existe  un   nombre  X© 
compris  entre  X|  et  X^  tel  que  le  produit 

(*st  illimité,  tandis  que  le  produit 


e  's> 


)^-e'/ 


a,  pour  /  =1^  X,  la  limite  zéro,  en  désignant  par  e  une  quantité  po- 
sitive aussi  petite  qu'on  voudra.  On  le  démontrera  en  partageant 
l'intervalle  ().|,  Aj)  en  un  certain  nombre  d'intervalles;  il  y  aura' 
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parmi  ceux-ci  an  intervalle  tel  que,  pour  la  limite  supérieure,  le 
produit  correspondant  sera  illimité  ou  ne  tendra  pas  vers  zéro 
pour  /  =  00,  tandis  que  le  produit  correspondant  à  la  limite  infé- 
rieure aura  zéro  pour  limite.  On  partagera  de  nouveau  cet  inter- 
valle en  un  certain  nombre  d^autres,  et  Ton  a  ainsi  une  suite  d'in- 
tervalles compris  les  uns  dans  les  autres  et  tendant  vers  zéro.  Ces 
intervalles  auront  donc  une  limite  ).o  et  pour  un  intervalle 

(Xo— r,,  Xo-+-e), 

e  et  Tj  étant  des  quantités  positives  aussi  petites  que  Ton  voudra, 
le  produit 

aura  zéro  pour  limite,  tandis  que  le  produit 

e(XoH-e)/x/(/) 

sera  illimité.  Ce  produit  ne  peut  pas  être  limité,  car  alors  le  pro- 
duit 

e(Xo-»-e)/y(/)  (o<e'<e) 

aurait  pour  limite  zéro  pour  /  =  -}-  oo,  et  nous  aurions  donc  mal 
choisi  les  intervalles. 

Le  nombre  parfaitement  déterminé  X©?  nous  l'appellerons  le 
nombre  caractéristique  correspondant  à  la  fonction. 

La  notion  de  caractéristique  se  généralise  pour  un  système  de 
fonctions 

/i(0»  /j(0,    ...»  /«(O, 

déGnies  de  ^o  à  -f-  oc.  Si  les  produits 

ne  tendent  pas  tous  vers  zéro  pour  /  =  -|-  oc,  mais  qu'il  en  soit 
ainsi  pour  les  produits 

il  existera  entre  X  et  a  un  nombre  \q  (qui  peut  être  égal  à  X), 
tel  que  les  produits 
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tendent  vers  zéro,  tandis  que,  parmi  les  produits 

il  y  en  a  au  moins  un  qui  est  illimité. 

2.  J^envisage  maintenant  un  système  d'équations  linéaires  dti 
premier  ordre 


(I)  ;   dt 

dXn 


=  «11  ^1-î-  «u -TjH-. .  .-h  ai„x„j 

r=  aji  Xi  ■+■  att  OTj  -h  .  .  .  -+-  Citn^nt 


les  a  étant  des  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  t.  Je  suppose 
que  tous  les  a  soient  limités,  c'est-à-dire  moindres  qu'un  nombre 
fixe  M  pour  t  compris  entre  t^  et  oc.  Posons 

Xi  =^yié^t  (t  =  I ,  a, n  ), 

\  étant  une  constante  pour  le  moment  arbitraire. 
Le  système  devient 

^*  =(«11— X)7,-f-    aiî^j  -f-...-4-    ainyn, 


dt 

dy 


dt 


r=    «Ji/i  -f-(aj,-  X)^j-i-...-+-    axnyn> 


-^  —    ««1^1  -H   «/ij72  -T-...-4- (a„„— X)j^«. 

En  multipliant  ces  équations  respectivement  ^^^ y\j y%^  ...,  y^ 
et  ajoutant,  nous  aurons 

(.,)    )  -  ^^ =^^  =(«ii->Orî-^(«2«-^)r5 -*-... 


le  second  membre  étant  une  forme  quadratique  en ^i,  j^2)  •••>^'ii« 
Si  nous  prenons  pour  \  une  constante  a  suffisamment  grande,  le 
second  membre  sera  une  forme  quadratique  définie  et  négative,  et 
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nous  aurons  par  suite 

cil  "^ 

Par  suite,  quand  /  augmentera  de  /o  à  4-  oo,  la  fonction 

ira  en  diminuant.  Il  en  résulte  que  y^^  JK25  -  -  -^yn  restent  en  va- 
leur absolue  moindre  qu'un  nombre  fixe,  et,  par  suite,  les  pro- 
duits 

seront  limités. 

Nous  pouvons  prendre  pareillement  pourX  une  constante  p  suf- 
fisamment petite  en  valeur  relative,  pour  que  la  forme  définie  dans 
le  second  membre  de  (2)  soit  positive,  et  alors  nous  aurons,  de  /,> 

à  -j-00, 

dt  ^  ^' 

et,  par  suite,  la  fonction 

ira  constamment  en  croissant.  Il  en  résulte  que  les  produits 

ne  peuvent  tendre  tous  vers  zéro. 

En  se  reportant  au  paragraphe  précédent,  on  peut  alors  énon- 
cer le  théorème  suivant  : 

Tout  système  d'intégrales  Xt,  x^y  . . .,  r„  du  système  (\)  (en 
excluant  seulement  jc<  =  ar.^  =~^ . .  .  ^=  ^//  =  o)  admet  un  nombre 
caractéristique  )»o  (  '  )• 

Une  des  conséquences  pratiques  les  plus  intéressantes  de  ce 


(*)  Cet  intéressant  théorème  est  dû  à  M.  Liapounoff,  qui  Ta  fait  connaître  dans 
un  Mémoire  important  malheureusement  publié  en  langue  russe  (KharkofT,  1892). 
En  m'envoyant  récemment  son  travail,  l'éminent  géomètre  russe  a  bien  voulu 
me  faire  une  analyse  succincte  des  résultats  qui  s'y  trouvent  et  qui  sont  principa- 
lement relatifs  aux  solutions  asymptotiqucs  des  équations  de  la  Mécanique.  J'es- 
père avoir  l'occasion  d'y  revenir  dans  une  autre  partie  de  cet  Ouvrage. 
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théorème  est  que,  étant  donné  un  système  tel  que  (i),  à  coefficients 
limités,  on  peut  trouver  un  nombre  réel  A*,  tel  que  les  produits 

tendent  vers  zéro  pour  /  =  -|-  oo. 

Il  en  sera  évidemment  de  même,  d'après  les  équations  différen- 
tielles, de 

at  ^    '      dt^'"'       dt    ^    ' 

On  conclut  de  là  aussi  que,  si  dans  Inéquation  différentielle 

les  coefficients  p  sont  des  fonctions  limitées  quand  la  variable 
réelle  t  varie  de  t^à  -^  oo,  on  peut  trouver  un  nombre  k  tel  que 

^^   '     dt       '     ""      di"^ 
tendent  vers  zéro  pour  t  =  -{-  oo, 

3.  Nous  avons  supposé  que,  dans  les  équations  différentielles, 
les  coefficients  étaient  réels.  Si  ces  coefficients  étaient  des  fonc- 
tions complexes  de  la  variable  réelle  /,  on  pourrait  employer  les 
mômes  considérations.  En  posant,  en  effet. 


'   .   .*„» 


Xi  —  x^  •+-  IX I  )     •  •  •  »     x,i  —  Xf^  -+-  i  X  fi , 


et  de  même  pour  les  coefficients,  nous  aurions  un  système  de  2/1 
équations  auxquelles  s'appliquent  les  résultats  précédents.  Il  y  a 
dans  tous  les  cas  un  nombre  caractéristique,  la  variable  t  restant 
toujours  réelle  entre  /©  et  4-  00. 

On  peut  aussi  considérer  le  cas  où  la  variable  t  prend  des  va- 
leurs complexes,  mais  en  la  faisant  grandir  indéfiniment  avec  un 
argument  déterminé,  et  en  supposant  que  dans  ces  conditions  les 
coefficients  a  aient  des  modules  limités.  On  posera  en  effet 

t  =  re'^, 

et  l'on  aura  une  équation  où  la  variable  sera  la  quantité  réelle  r 
que  l'on  fera  augmenter  indéfiniment,  pendant  que  co  reste  con- 
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stant.  Il  y  a  alors  un  nombre  caractéristique  pour  un  argu^ 
ment  déterminé. 

D'après  le  §  2,  on  pourra  trouver  un  nombre  k  tel  que  les  pro- 
duits 

tendent  vers  zéro  pour  /•  =  -+-  oo.  Donc  les  produits 

tendront  vers  zéro  et,  par  cons(5quent,  on  pourra  trouver  une  con- 
stante Ar'  telle  que  les  produits 


e^'^x 


m 


tendent  vers  zéro  quand  t  s'éloignera  à  l'infini  avec  l'argument  a>. 
Ce  résultat  nous  sera  plus  tard  très  utile. 

4.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  a  ont  une  valeur  déterminée 
pour  ^  =  00,  on  pourra  trouver  une  limite  inférieure  du  nombre  A' 
dont  nous  avons  parlé  à  la  fin  du  §  2,  en  prenant 


A  =  — X 


» 


A  étant  telle  que  la  forme  quadratique,  qui  figure  dans  le  second 
membre  de  (2)  en  y  faisant  /  =  oo,  soit  définie  et  négative. 

Ainsi,  prenons  par  exemple  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

d^y  ci  y 

où  p  et  q  sont  continues  de  to  k  -{-  00,  et  prennent  les  valeurs  po 
et  qo  pour  /  =  -1-00.  Nous  considérerons  le  système 


dx 


dx~  ^ 


et,  en  posant 

nous  avons  le  système 

ax 
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Nous  devons  prendre  a  de  telle  sorte  que  la  forme  quadratique 

soit  définie  et  négative;  ce  qui  nous  conduit  à  considérer  l'é- 
quation 

(Ço  -h  i)*  +  filipo—l)  =  o; 

les  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  Tune  est  positive  et 
l'autre  négative.  Soit  a  une  quantité  supérieure  à  la  racine  posi- 
tive de  cette  équation;  nous  sommes  assuré  que 

tend  vers  zéro,  quand  x  augmente  indéfiniment. 

5.  Voici  encore,  dans  un  ordre  d'idées  analogues,  quelques 
remarques  sur  la  façon  dont  se  comporte  l'intégrale  pour  a:  très 
grand,  mais  c'est  le  rapport 

dx_ 

y 

que  nous  allons  considérer.  Reprenons  Téquation  ci-dessus 


En  posant 


d 

\y 

dy 

d. 

r^ 

At    -  -    y 

y 

77- 

nous  avons  Téquation  de  Riccati 

Ci)  ^^=_,.H.^,^y. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  Téquation 

— -*-î-/>o^-4-yo  =  o        [pq  =  p{-^  3c),  9^0=  <7 (-+-«)] 

a  ses  racines  réelles,   que  nous  désignerons  par  a  et  P  (a  >  p). 
Nous  appellerons  a  et  b  les  deux  racines  de  Téquation 

qui  sont  des  fonctions  de  x  tendant  vers  a  et  [i  pour  x  =  ao.  Di- 
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verses  circonstances  peuvent  se  présenter  relativement  à  a  et  b, 
suivant  que  chacun  d'eux  se  rapproche  de  sa  limite,  en  croissant 
ou  décroissant;  supposons  que  nous  ayons 


a 


et  considérons  une  intégrale  de  (3),  supérieure  à  o  pour  la  valeur 
initiale  Xq^  intégrale  que  nous  désignerons  par  z.  Nous  faisons 
croître  x  de  Xq  à  4-  oo,  et  nous  voulons  voir  ce  que  devient  l'inté- 
grale z.  Celle-ci  va  d'abord  décroître,  et  elle  décroîtra  tant  qu'elle 
sera  supérieure  à  a.  Or,  elle  ne  peut  atteindre  a,  car,  aussitôt 
qu'elle  serait  descendue  au-dessous  de  a,  elle  devrait  croître, 

■-J-  se  trouvant  alors  positif.  Il  en  résulte  que  z  ira  constamment  en 

décroissant  en  restant  toujours  supérieure  à  a;  il  y  aura  donc  une 
limite  pour  l'intégrale  5,  quand  x  augmentera  indéfiniment.  Cette 
limite  ne  pourra  être  que  a,  car,  si  z  tendait  vers  un  nombre  ol' 
supérieur  à  a,  l'équation 

(  4  )  X  —  Xq 


P^ 


conduirait  à  une  contradiction,   le  second  membre  restant  fini 
quand  z  tend  vers  a'.  Notre  intégrale  z  a  donc  t. pour  limite. 
Supposons  maintenant  que 


rt  <  a 


et  prenons  toujours  une  intégrale  dont  la  valeur  initiale  pour 
X  =z  Xq  soit  supérieure  à  a.  L'intégrale  z  ira  encore  en  diminuant, 
tant  quelle  ne  deviendra  pas  égale  à  a.  Si  cette  circonstance  se 
réalise,  z  ira  ensuite  en  croissant,  mais  sans  pouvoir  atteindre  de 
nouveau  a,  car  elle  ne  pourrait  alors  dépasser  a,  devant  à  la  fois, 
à  ce  moment,  croître  et  décroître.  Dans  tous  les  cas  z  aura,  par 
conséquent,  une  limite,  et  l'on  voit  comme  plus  haut  que  cette 
limite  est  a. 

Nous  venons  de  voir  que  toutes  les  intégrales,  qui  deviennent  à 
un  certain  moment  supérieures  à  a,  ont  a  pour  limite.  La  même 
conclusion  s'applique  aux  intégrales  qui  deviennent,  à  un  certain 
moment,  égales  à  une  valeur  comprise  entre  a  et  fr,  car  elles  vont 
alors  en  croissant  et  se  rapprochent  indéfiniment  de  a. 
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Le  seul  cas  qui  reste  à  examiaer  esl  celui  où  Ton  aurait  con- 
stamment 

Quand  b  est  supérieur  à  p,  il  peut  arriver,  si  la  valeur  initiale 
de  z  est  entre  ^  et  b,  que  :;  ait  pour  j?  =  oo  la  limite  p.  Si  la  limite 
de  z  n'est  pas  p  (ce  qui  arrivera,  en  général),  z  continuera  indéfi- 
niment à  décroître  jusqu'à  — oo,  et  la  relation  (4)  montre  que  z 
deviendra  égale  à  —  oo  pour  une  valeur  finie  de  x.  Il  y  aura  ensuite 
pour  z  passage  de  —  oo  à  +00,  et  nous  nous  trouverons  dans  le 
cas  précédemment  examiné,  c'est-à-dire  que  la  limite  pour  j?  =  x 
de  notre  intégrale  esl  encore  a. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

y' 
La  limite  de  —  pour  j:  =  00  existe  toujours;  elle  est,  en  gé- 

néral,  égale  à  %  et  peut  exceptionnellement  être  égale  à  p. 
6.  Tout  ceci  suppose  que  l'équation 

—  Z^  -k-  PiiZ->r  qo  —  o 

ait  ses  racines  réelles.  Les  conclusions  sont  tout  autres,  si  Téqua- 
tion  a  SCS  racines  imaginaires.  Dans  ce  cas,  -j^  sera  toujours  néga- 
tif et,  par  suite,  z  ira  toujours  en  diminuant,  à  partir  d'une  valeur 
suffisamment  grande  de  x. 

Je  dis  que,  pour  une  valeur  finie  de  jr,  l'intégrale  z  deviendra 
égale  à  —  00.  Car  d'abord  il  n'est  pas  possible  que,  pour  a:  =  -|-  00, 
z  ait  une  limite  finie  déterminée  5  c'est  ce  qu'on  verra  en  refaisant 
le  raisonnement  du  paragraphe  précédent.  Ensuite,  il  n'est  pas 
possible  que  z  atteigne  seulement  la  valeur  — 00,  pour  a:  =  4-  00, 
comme  le  montre  encore  la  relation  (4),  dont  le  premier  membre 
augmenterait  indéfiniment,  tandis  que  le  second  resterait  fini. 

Toute  intégrale  oscillera  alors  une  infinité  de  fois  entre  -|-  oc 
et  —  00,  avec  passage  brusque  de  — 00  à  +  00.  Telle  est  l'équation 


dont  l'intégrale  est 


z  =  tang(:ro  —  x). 
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7.  En  revenant  au  cas  des  racines  réelles  a  et  p,  il  est  facile 
d'établir  un  lien  entre  le  résultat  du  §  5  et  les  théorèmes  démon- 
trés plus  haut.  Puisque 


y 

lim  ~  —  a, 


y 

on  peut  écrire 

y' 

y  =  a-+-cp(:r), 

la  fonction  o{x)  a^^ant  zéro  pour  limite  ^^our  :r  =  30.  Il  en  ré- 
sulte que 

/     la  -I-  ç  (x)J  dx 

Si  donc  Ton  prend  le  produit 

il  en  résultera  que  ce  produit  tend  vers  zéro,  quand  x  augmente 
indéfiniment.  Nous  retrouvons  donc  bien  le  résultat  obtenu  plus 
haut. 

8.  Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  les  coefficients 
de  Téquation  linéaire 

d^y  dy 

sont  des  fonctions  complexes  de  la  variable  réelle  x,  ces  coeffi- 
cients tendant  vers/>^,  et  q^  quand  x  tend  vers  -f-  oc.  En  posant 


nous  avons  Féquation 


.r 

—  =  a, 

y 


du 

—  ^U^^pu->rq  =0. 

Supposons  que  Téquation 

U^-^PqU  -f-  ^0  =  o 

ait  pour  racines  a  et  P,  la  partie  réelle  de  a  étant  plus  grande  que 
celle  de  p* 
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Soil 


(3)  -i-=(9^ 


Soient  \u  —i\  —  r  ei\u  —  ^  |  =  p.  Nous  désignerons  par  e  une 
quantité  positive  fixe,  mais  aussi  petite  qu'on  voudra.  Dans  le 
plan  (Je  la  variable  complexe  u,  les  deux  équations 

P  =  ?  « 

représenlenl  deux  petits  cercles  C  et  C,  comprenant  respective- 
ment à  leur  intérieur  les  points  t.  et  p.  Si  u  est  tel  que 


la  partie  réelle  du  second  membre  de  l'équation  (5)  sera  négative, 
si  X  est  sufllsaniment  grand  ;  en  effet,  le  dénominateur  restera 
fini,  et  pour  jr  ^:  x  le  numérateur  devient  égal  au  dénominateur, 
et,  par  suite,  comme  la  partie  réelle  de  ^  —  a  est  négative,  l'asser- 
tion est  évidente.  INous  aurons  ainsi,  en  posant 


'-T-  négatif  dans  les  conditions  indiquées.  On  en  conclut  donc 
que,  pour  j;  très  grand,  la  fonction  réelle  c  va  en  diminuant  du 
moment  qu'elle  est  comprise  entre  —  -  et  +  -• 

Supposons  que  pour  lu  valeur  initiale  xg,  prise  assez  graode, 
V  soit  compris  dans  cet  intervalle;  il  ira  en  diminuant,  et,  s'il 

descend  au-dessous  de ,  il  lui  restera  toujours  inférieur.  Dans 

ce  dernier  cas,  f  aura  nécessairement  — ao  pour  limite,  puisque  £ 
est  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  u  aura  alors  a  pour  limite. 


On  pourrait  craindre  que  c  n'atteignit  jamai 
suite,  allant  toujours  en  décroissant,  une  certai 


is  —  -.  et  eût,  par 
ine  limite  finie  /: 


u  resterait  toujours  dans  ces  conditions  à  l'extérieur  des  courbes 
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C  et  G'.  L'équation  (5)  nous  donne 


en  désignant  par  la  lettre  êi{a)  la  partie  réelle  de  la  quantité  a; 
d'où  nous  concluons 


X  —  Xq  = 

«y 


r" du 

L  u^-^pou-hço] 


le  dénominateur  ne  s'annulerait  pas  à  partir  d'une  valeur  suffi- 
samment grande  de  or,  et  il  serait  très  voisin  de  .^(^  —  a).  Donc, 
r  tendant  vers  /,  le  second  membre  resterait  fini,  tandis  que  le 
premier  devrait  augmenter  indéfiniment. 

Le  seul  cas  où  u  pourrait  ne  pas  avoir  a  pour  limite  serait 
celui  où,  e  étant  donné,  il  arriverait  qu'à  partir  de  la  valeur  de  :r, 

pour  laquelle  -t—  est  négatif  quand  v  est  compris  entre et 

-T--J  cette  fonction  v  îùl  toujours  supérieure  à  -•  Mais  alors  la 

limite  de  v  serait  nécessairement  -f- oo  et,  par  conséquent,  u  au- 
rait ^  pour  limite. 

Nous  arrivons  donc  à  la  même  conclusion  qu'au  §  o,  mais 
dans  un  cas  plus  général  :  la  limite  de  u  est  en  général  a,  et 
elle  peut  cependant  exceptionnellement  être  égale  à  p  (*). 

On  tirerait  de  ce  résultat  la  même  conclusion  relative  à  l'exis- 
tence d'un  nombre  a  tel  que 

ait  zéro  pour  limite,  quand  x  augmente  indéfiniment;  mais  on 
doit  remarquer  qu'avec  ce  mode  de  raisonnement  le  cas  où  les 
parties  réelles  de  a  et  ^  sont  égales  se  trouve  ici  exclu  :  nous 

savons  alors,  d'après  le  §  6,  que  —  peut  ne  pas  avoir  de  limite. 


(*)  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Poincaré,  qui  Ta  établi  dans  son  Mémoire  de  VA- 
merican  Journal  of  Mathematics  (vol.  VII,  n*  3),  Sur  les  équations  linéaires 
aux  différentielles  ordinaires  et  aux  différences  finies.  Comparer  sa  démonstra- 
tion avec  celle  que  nous  donnons  dans  le  texte. 
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M.  Polncaré  a  étendu  le  théorème  que  nous  venons  d'établir 
pour  une  équation  de  second  ordre  à  une  équation  d'ordre  quel- 
conque, et  il  a  démontré  le  théorème  suivant,  que  nous  nous 
bornerons  à  énoncer. 

Considérons  l'équation  linéaire  d'ordre  n 

et  soient  y^®,  .  .  . ,  />^  les  valeurs  de  /?i ,  *  -  >  <>  pn  pour  x  =  oc.  En 
supposant  que  les  racines  de  l'équation 

Z^  -i-/?î^«-»  -h.  .  .-h/?X  =  O 

aient  leurs  parties  réelles  distinctes,  te  quotient  —  a  toujours  une 

limite  qui  est,  en  général,  la  racine  dont  la  partie  réelle  est 
la  plus  grande,  mais  qui  peut  exceptionnellement,  pour  cer- 
taines intégrales,  être  égale  à  une  des  autres  racines. 


II.  —  Sur  une  classe  particulière  d'équations  linéaires  auxquelles 
s'applique  une  transformation  de  Laplace.  Équations  à  coelfi» 
cients  du  premier  degré  et  équations  à  coefficients  constants. 

9.  Les  équations  dont  nous  voulons  parler  sont  les  équations 
de  la  forme 

d'"y  d"*~^  y 

dx"i  dx"^-^  ^-^  * 

où  les  coefficients  P  sont  des  polynômes  de  degré />.  Nous  traite- 
rons dans  cette  Section  le  cas  le  plus  simple  de  /?=  i,  qui  est 
d^ailleurs  celui  011  la  méthode  réussit  d'une  manière  complète. 

Cherchons,  avec  Laplace,  à  exprimer  y  à  l'aide  d'une  inté- 
grale 

/-^ 
7=  /     ^'{z)e-'dz, 

dans  laquelle  les  limites  a  et  |3  sont  des  quantités  indépendantes 
de  X,  que  Ton  déterminera  ultérieurement,  et  v{z)  représente 


i 


t 
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une  fonction  inconnue  do  z.  On  aura 


dx 


^        Jet 


.    -^  =    /     v{z)z'"e=-^dz, 
dx"*        K 


Calculons  les  produits 


•0%    -^T/z 


dy  d"'y 


r 


dx'      •      '         dx'» 
En  inlrgranl  par  parties,  il  vient 

xy  =   I     çxe^^dz  —  {çe=^)^^   1     -j-e-^dz, 

.» 

///wv         p^  r^  d( vz"*) 

-r-    ==  I     v'(z)z»'xe-^dz  =  (vz'»e-'')i  ^   1       — j — ^  e-^  d; 

dx»*      7a  ^       -'x         ^- 


X 


Supposons  la  fonction  r  et  les  constantes  a  et  ^  telles  que 

(i'e=-^)§  =  o,     (i^z'"e-^)l—  o. 

En  posant 

l'équation  différentielle  devient 

r^  r        d(vz»*)     ,  1 

I        ""^^0        ,         -t-OqVz'» —  . . .  \  e^-^dz  ==  (). 

L'expression  entre  crochets  ne  dépend  pas  de  x.  Nous  égalerons 
donc  tout  naturellement  à  zéro  cette  expression  pour  déter- 
miner Çj  qui  se  trouvera  alors  satisfaire  à  une  équation  de  la 
forme 

P(z)  et  Q(z)  étant  des  polynômes  de  degré  m  en  z. 

En  nous  plaçant  donc  dans  le  cas  général  où  les  a  c\  b  sont  des 

P.   —    III.  M 
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constantes  quelconques,  on  aura 


dz        Qiz)  À,  X,„ 


V  V(Z}       '         ^  —  3ti  -  —  a,„ 

et  l'on  prendra 

if  —  eV-^{z  —  ai/'i  (z  -    aj)^j  ...  {z  —  a^)^. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  a  et  Jî;  c*cst  ce  qui  peut  se 
faire  de  manières  variées. 

10.  Quand  A|,  Ao»  •  •  •  • '^m  ont  leurs  parties  réelles  positives, 

on  pourra  prendre 

a=ai,         P  =  «/  (*  =  2, ,m) 

(ît  intégrer  en  prenant  un  chemin  quelconque  de  ai  à  a/.  Les 
conditions 

sont  bien  vérifiées,  puisque  r  s'annule  alors  pour  ^  =  a  et  pour 
z  =  ^fi.  On  obtiendra  ainsi  m  —  i  intégrales  visiblement  holo- 
morphes  dans  tout  le  plan  ;  il  résultera  de  ce  que  nous  allons  dire 
plus  bas  qu'elles  sont  linéairement  indépendante6. 

On  peut  obtenir  ces  m  —  i  intégrales  d'une  manière  un  peu 
dilTérentc  qui  conviendra,  quels  que  soient  les  signes  des  parties 
réelles  des  /.  Nous  procéderons  comme  nous  l'avons  fait  plus 
haut  dans  le  cas  des  intégrales  h^'pergéomé triques  (p.  3o3).  Soit 
a  un  point  quelconque.  Nous  considérons  un  chemin  fermé  C| 
partant  de  a  et  y  revenant,  après  avoir  tourné  autour  de  ai,  et 
pareillement  un  chemin  fermé  C^  partant  de  a  et  y  revenant  après 
avoir  tourné  autour  de  0.2.  Nous  allons  prendre 

le  chemin  total  d'intégration  étant  formé  des  parties  suivantes  : 
C|  parcouru  dans  le  sens  positif,  puis  C2  parcouru  dans  le  sens 
positif,  ensuite  C^  parcouru  dans  le  sens  négatif,  et  enûn  C2  par- 
couru aussi  dans  le  sens  négatif.  Dans  ces  conditions,  la  fonction 
i>  retrouve  à  la  fin  sa  valeur  initiale,  et  les  conditions  voulues 
sont  bien  vérifiées.  Chaque  combinaison  (ai,  a/)  nous  donne  ainsi 
une  intégrale  holomorphe. 


à 
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H.  On  peut  adopter  bien  d'autres  chemins  d'intégration;  les 
chemins  suivants  vont  nous  conduire  à  m  intégrales,  dont  il  sera 
intéressant  d'étudier  les  valeurs  pour  x  réel  positif  et  très  grand. 
Nous  nous  plaçons  dans  le  cas  tout  à  fait  général  où  aucune  rela- 
tion spéciale  d'* égalité  n* existe  entre  les  coefficients  de  V équa- 
tion différen  t  ie  lie . 

Prenons  un  des  points  a,  soit  a,.  Par  ce  point  je  mène  du  côté 
des  \  négatifs  une  parallèle  P  à  Taxe  $  des  quantités  réelles,  en 
ayant  posé 

Nous  allons  prendre,  comme  chemin  d'intégration,  une  sorte 
de  lacet  ayant  son  origine  à  l'inflni  négatif  sur  cette  droite  P.  Le 

Fig.  24. 

point  a  représente  dans  la  figure  le  point  à  l'infini  sur  P;  le  lacet 
se  compose  de  la  portion  a/>,  d'un  cercle  G  de  rayon  r,  et  de  la 
portion />p,  le  point  ^  coïncidant  à  l'infini  avec  a  sur  la  droite  P. 
En  supposant  que  la  partie  réelle  de  x  soit  supérieure  à  celle 
de  —  [JL,  l'intégrale  correspondante 


s 


aura  un  sens,  et  les  conditions  complémentaires  seront  vérifiées. 
Nous  obtenons  donc  ainsi  m  intégrales  de  l'équation  diflerentielle. 
Nous  allons  chercher  comment  se  comportent  ces  intégrales  pour 
X  positif  et  très  grand. 

Nous  ne  diminuerons  pas  la  généralité  en  supposant  ai  =  o  et 
remplaçant  x  par  j:.— [jl,  ce  qui  revient  à  supposer  que  jjl=o. 
Nous  avons  alors  l'intégrale 


/ 


Z^y {Z  —  «t )^'  •  •  •  ( ^  —  */«  9'*"  ^"' dz. 


t  Prenons  d'abord  l'intégrale 

r 

\  I       5'i (z  —  «ï )>i . . .  (^  —  a„t )^-m e^'dz. 
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Je  dis  qu'elle  tend  vers  zéro,  quand  x  augmente  indéfiniment  eo 
rtant  positif.  On  a,  en  eflet,  pour  z  négatif  et  infëriear  à  —  r. 


t  étant  une  quantité  positive  convenable.  Llntégrale  sera  donc 
en  valeur  absolue  moindre  que  la  valeur  absolue  de  riotégrale 


/       e-^-^dz,        c'est-à-dire 


» 

X E 

— r 

et  tendra,  par  conséquent,  vers  zéro  pour  jr  =  x.  Pareillement  le 
produit  de  Tinlégrale  par  j:^,  /*  étant  une  constante  quelconque, 
tend  vers  zéro  pour  x  infini. 

Il  faut  maintenant  étudier  Tîntégrale  le  long  du  cercle  C,  en 
partant  de  p  et  y  revenant.  Nous  commencerons  par  envisager 
rintégralc 

Jf  z>€^dz 
c 


le  long  de  ce  cercle,  et  par  chercher  la  limite  du  produit 


pour  X  --•   I-  oc.  Posons  xz  =  —  v;  nous  aurons,  à  un  facteur  nu- 
mérique près,  rintégralc 

'  y'>e-ydy. 


I' 


prise  le  long  d'un  cercle  F  de  rayon  rx^  et  en  partant  du  point 
rx  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  y,  Cetle  intégrale  esl 
une  fonction  bien  déterminée  de  \\  quand  X  a  sa  partie  réelle 
supérieun»  à  —  i,  on  voit  de  suile  que  Tinlégrale  a  pour  valeur 


(I  —  c 


^.0 


(»l  par  suile,  pour  x    -  oc,  nous  avons  la  limite 

r(X -h  i)  désignant  la  fonction  eulériennc  de  deuxième  espèce. 
(iC  résultat  sera  général,  quelle  (|ue  soit  la  valeur  de  la  partie 


i 
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réelle  de  X.  On  remarquera  que  ce  produit  est  différent  de  zéro, 
sauf  quand  X  est  un  entier  positif  ou  nul.  Quand  A  est  un  entier 
négatif,  la  fonction  F  devenant  inGnie,  le  produit  n^cst  pas  nul. 

Si  nous  revenons  maintenant  à  l'intégrale  proposée,  nous  déve- 
lopperons, pour  z  de  module  suffisamment  petit, 

en  série  de  la  forme 

et,  en  appliquant  alors  le  résultat  que  nous  venons  de  trouver,  il 
apparaît  que  le  premier  terme  de  ce  développement  donne  seul 
une  limite  différente  de  zéro,  quand,  multipliant  l'intégrale  par 
jr^i+«,  on  fait  x  =  -\-yo  (on  exclut,  bien  entendu,  le  cas  où  X|  se- 
rait un  entier  positif).  Quelques  explications  sont  cependant  né- 
cessaires pour  être  complètement  rigoureux. 

Reprenons,  en  supposant,  comme  il  est  permis,  le  rayon  /*  du 
cercle  C  suffisamment  petit,  le  produit 

Désignons  par  K„  le  reste  de  la  série 

A  0  -f-  A I  -c  -T- .  . . 

quand  on  s'arrête  après  le  terme  A„z".  On  sait  que,  étant 
donnée  une  série  entière,  on  peut  trouver  deux  nombres  [x  et  p, 
tels  que 

et  l'on  aura  alors 


|K« 


|JLp«^-» 


I  —  rp 
Nous  avons  à  étudier  la  somme 


n-hl 


On  voit  de  suite,  en  posant  zx  ^--  — y,  que  la  dernière  intégrale 
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est  égale  à 


X 


en  désignant  par  A  un  lacet  dans  le  plan  de  la  variable  y  parlant 
du  point  rx  et  y  revenant,  après  avoir  tourné  autour  de  l'origine. 
Son  module  est  donc,  à  un  facteur  numérique  près  ne  dépendant 
que  de  Xi,  moindre  que  le  module  de 

_  -— ■  . 

I  —  /'p 

Donc,  quel  que  soit  or,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que 
le  reste  de  la  somme  S  soit  inférieur  à  tel  nombre  qu'on  voudra ^ 
car  on  peut  supposer  rp  <^  i .  On  fera  maintenant  croitre  œ  indé- 
finiment, et  pour  les  autres  termes  de  (S),  qui  sont  en  nombre 
Uni,  on  n'a  qu'à  appliquer  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut.  Le 
premier  seul  donne  une  limite  différente  de  zéro. 

Nous  pouvons  donc  conclure  en  disant  que,  sauf  ic  cas  exclu, 
le  produit  de  l'intégrale  par  a;^t'+**  a  une  limite  finie  et  différente 
de  zéro  pour  x  ~—-\-qc. 

On  a  supposé  ai  ==  o.  En  donnant  à  ai  une  valeur  quelconque 
et  rétablissant  le  terme  dépendant  de  [x,  nous  reviendrions  à  Fin- 
légrale 

j^i  —  /  e^^{z  —  «1)^1  ...  (.3  —  T-mj^me^^dz, 

relative  au  lacet  qui  correspond  à  a|.  Pour  être  ramené  au  cas 
de  ai  =  o,  il  suffit  de  remplacer  z  par  ai  4-  z^  et  c'est  par  suite 
au  produit 

que  nous  avons  à  appliquer  le  résultat  qui  vient  d'être  établi. 
Nous  avons  donc  le  théorème  suivant,  qui  résume  cette  dis- 
cussion : 

En  désignant  par  y  s  l^  intégrale  correspondant  à  ol^^  le 
produit 

a  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  pour  x  1=  -f-  00. 
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12.  Les  m  points  singuliers  a  nous  donnent  ainsi  m  inté- 
grales 

y\^ .  ytj    •  •  •  ?  y  m* 

Le  théorème  précédent  va  nous  permettre  aisément  de  dé- 
montrer qu^  elles  sont  linéairement  indépendantes.  Supposons, 
en  effet,  que  nous  ayons  la  relation 

C|  Kl  -h  Cj^j  -f- . . . -I-  C,„y,n  —  o. 

Rangeons' les  a  dans  l'ordre 

en  supposant  qu^ils  soient  ainsi  rangés  par  ordre  décroissant  de 
grandeur  de  leur  partie  réelle;  nous  aurons 

Faisons  tendre  x  vers  l'infini;  tous  les  termes,  sauf  le  premier, 
ont  zéro  pour  limite,  puisqu'on  a 

et  le  premier  facteur  a  une  limite  finie,  tandis  que  le  second  tend 
vers  zéro.  Nous  aurons  donc 

Cl  =  o 
et,  en  continuant  ainsi,  nous  trouverions 

Le  théorème  est,  par  suite,  établi. 

13.  Nous  avons  supposé  que  nous  étions  dans  le  cas  général. 
Bien  des  cas  particuliers  peuvent  se  présenter;  leur  étude  ne  pré- 
sente pas  de  difficultés  sérieuses.  Contentons-nous  de  considérer 
le  cas  où  il  j  aurait  deux  racines  égales  pour  le  polynôme  P(^) 
(§  9).  Nous  aurions  alors,  en  supposant  a,  rii:  a^, 

dv 


iz 

At                    At                 A3 

- 

—  a_i_ .+.  .     1-  -     

V? 

yZ  —  J-x)-            Z—!Xi             5  —  «3 
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r{.  par  suite, 

>,_ 

On  pourra  toujours  considérer  un  lacet  analogue  à  celui  que 
nous  avons  formé  tout  ;<  Tlieure,  qui  nous  donnera  une  première 
intégrale.  On  voit  moins  immédiatement  comment  on  pourra  avoir 
une  seconde  intégrale,  celle  qui  correspond  à  un  chemin  joignant  ati 
à  CL2  quand  ces  deux  points  sont  distincts.  Il  est  possible  d^ap- 
procher  du  point  ai  de  telle  sorte  que  p»  lende  vers  zéro.  Soit 

z  —  «1  =  p(cos6  -h  /  sinO) 
et  soit 

-^î-.  ^:  1    '  [008(0  H- a)-  /sin(0-}-(x)|. 

Il  faudra  que  cos(6  -i-  a)  soit  négatif.  Il  y  aura  donc  une  cer- 
laine  direction  a,  j:,  et  d'un  certain  côté  de  celle-ci  (à  droite  par 
exemple  dans  itx/i^,  '>.^)  on  aura  les  directions  pour  lesquelles 


5- a, 


lend  vers  zéro,  quand  z  se  rapproche  de  ai.  Si  Ton  prend  alors 
un  chemin  partant  de  a,  dans  une  de  ces  directions   et  revenant 


eu  7.^  également  à  droile  de  ai  j*,  mais  après  être  passe  à  sa  gauche, 
rintégrale  correspondanle  ne  sera  pas  nulle  en  générai  et  don- 
nera une  seconde  solution  de  Téqualion  linéaire  correspondant 
à  la  racine  a, . 

H.   Indiquons,  comme  exemple,  une  équation  rencontrée  par 
H(»ssel  dans  des  recherches  de  Mécanique  céleste 


{ 


i^y  il  y 


X  -  ...        jt/n     :  -    -  TV  =  o 
dx*'  dx         -^ 


j 
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En  appliquant  les  rcsullats  précédents,  on  a 

dv 

el,  par  suite, 

On  a  ici 

a,  =  —  /,         aj  —  -^  /. 

En  particulier,  l'intégrale  holoniorplie  sera  donnée  par  l'intégrale 
définie 

i    (I  --  ^*)'"-»  e-""  dz, 

qui  n'a  de  sens  d'ailleurs  que  si  la  partie  réelle  de  m  est  positive. 
En  changeant  z  en  zi^  on  ramènera  immédiatement  l'intégrale 
précédente  à  la  forme 


I      (I  —  z^y"-^  coszxdz, 


dont  le  développement  en  série  entière  est  bien  facile. 

13.  Cherchons  encore  ce  que  donne  la  méthode  de  Laplace 
pour  une  équation  à  coefficients  constants 

fimy  d'"-^y 

dû  —, —  -'    «I  — î '—  -4-  ...  -H-  u„,  y  =  o. 

En  posant 

K—    /     ve^^dz, 

et  faisant  la  substitution  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
difTérentielle,  il  vient,  comme  résultat  de  la  substitution. 

I     v/{z)e='dz, 
•  a 

en  posant 

Nous  ne  pouvons  pas  ici  former  d'équation  difTérentielle  don- 
nant ç.  L'application  immédiate  de  la  méthode  ne  donnerait  donc 
que  ^^  =  0.  Mais  l'intégrale  précédente  sera  encore  nulle  si  nous 
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prenons  a  -.-  j3,  cl  si  nous  intégrons  le  long  d'un  contour  fermé  à 
l'inlérienr  duquel  le  produit 

soit  holomorplie.  Ainsi,  Téquation  proposée  sera  vérifiée  si  l'on 

prend 

P(-) 


/(-) 


P{z)  étant  holomorphe  dans  une  aire  limitée  par  un  contour  Ir 
long  duquel  on  prendra  l'intégrale  qui  donne  y.  La  méthode  de 
Laplace  conduit  donc  tout  naturellement  à  la  méthode  d^ inté- 
gration des  équations  à  coefficients  constants  développée  par 
Cauchy  dans  un  Chapitre  de  ses  anciens  Exercices. 

On  retrouve  facilement  de  cette  manière  la  forme  élémentaire 
des  intt'grales  des  équations  à  coefficients  constants.  Soit  a  une 
racine  multiple  d'ordre />  de  l'équation  caractéristique 

/(-)  =  ", 

et  considérons  un  contour  G  n'enveloppant  que  celle  racine.  Nous 
pouvons  prendre 

r  —  •  -:-  —  —  -T- . . .  -T-  h  L»  (  5  ), 

\^z—%\t*       i-5  — a)/»-»  (-5  — a) 

(i^c)  étant  holomorphe  dans  G  et  les  constantes  A  étant  arbi- 
traires. Nous  avons  à  calculer 

Pour  avoir  le  résidu  do  it'-**,  on  pose  c  =  a  —  A  ;  il  faut  prendre 

le  cooffieionl  de  v  dans  le  développement.  On  trouve  ainsi  immé- 

diatomoul 

r*-*"  ^  i%  —  C|  j"  — . . .      Op_|  xP-^  >. 

oxpivssion  dans  laquelle  les  G  sont,  comme  les  A,  des  constantes 
arbitrairt^s.  On  obtient  donc  ainsi  les/)  intégrales  correspondant  à 
la  racine  multiple  d'ordrt*  p. 

Faisons  encore  une  remarque  inléressanlc  relative  aux  équa- 
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lions  à  coefficients  conslants.  Je  prends  l'intégrale 


/•P(s)    ^^ 


le  long  d'uQ  cercle  C,  ayant  l'origine  pour  centre  et  comprenant 
à  son  intérieur  toutes  les  racines  de  /(^).  Montrons  qu'on  peut 
déterminer  le  polynôme  V{z)  d'ordre  m  —  i ,  de  telle  sorte  que 

dy  d"^-^  Y 

^'     di'     "*••'     d^^^ 

nient  des  valeurs  données  à  V avance  pour  x  =  o.  On  a 
Or  soit,  pour  z  très  grand, 


P(z)       A,        A, 


I  •  •  •  1  '^  •  •  •  « 


A|,  . . .,  An  seront  arbitraires  si  P(«)  est  un  polynôme  arbitraire» 
d'ordre  m  —  i.  Les  valeurs  des  A  se  trouveront  déterminées  de 
proche  en  proche  en  fonction  des  valeurs  initiales  de  y  et  de  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i.  On  peut  remarquer  qu'il  résulte 
de  là  que  ^ensemble  des  intégrales  correspondant  à  chacune 
des  racines  de  l'équation  caractéristique  forme  bien  un  sys- 
tème fondamental. 


m.  —  Application  de  la  transformation  de  Laplace  au  cas 

général. 

16.  Nous  n'avons  étudié  dans  la  Section  précédente  que  le  cas 
où  les  polynômes  P  (§  9)  sont  du  premier  degré.  Arrivons  à  l'é- 
quation générale 

d^*  y  d"^~^  Y 

OÙ  les  coefficients  P  sont  des  polynômes  de  degré  p  en  x. 
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Nous  reprenons  Tintégrale 


y  =  I     v{z)  e^'  dz. 


jNous  avons  plus  haut  transformé,  au  moyen  de  rintégralioo  par 

|)artics,  les  produits 


dx  '      *  *  '  *         dT*^ 


jLir  y       JT  ~',  ~  1        •  .  •  «       J7 


Considérons  maintenant  les  produits 

dy  d"*Y 

xP  V,     xn  -,  ■  I      . . . ,     xi*  -.--^  . 
dx  dx"^ 

Nous  nous  servirons  à  cet  effet  de  la  formule  d'intégratioQ  par 
parties  généralisée,  à  savoir 


dpy  ^        ,.  dP-^\       d{}  ^/-«V 
dzP  dzP-^         dz    dzP-^ 


On  a  ici 

xPy  —    I     vxPe^'dz, 

Nous  poserons  donc 

U  -  r,        V  =  c=^, 


cl  Ton  aura  alors 

-{-...  —  ( —  i)P- 

• 'a 

Scmblablcment,  pour  réduire 


o       /dv  \P  r^         dPv 


j'P    -•"■  =    I     ç z"* xP e^'  dz. 
dx'"       ,  L 


«  a 
on  posera 

el  Ton  a  ainsi 


dx'»  "•  .L  dsP 
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Soil  maintenant 

1*0    =  Co  Xl'  -r  .  .  . , 

P,   =  Ci  ar^H-..., 


I  ffi  - —  Kj/h^T"  •+- .  .  . 


el   considérons  dans  Téquation  différentielle  transformée  l'inté- 
grale définie  qui  y  figure.  Cette  intégrale  est 

La  quantité  entre  crochets  ne  dépend  pas  de  x.  En  l'égalant  à 
zéro,  nous  obtiendrons  une  équation  linéaire  et  homogène  en  v 
d'ordre  p,  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  de  degré  m 
en  z.  Ce  sera  l'équation 

(6)  (Co^'«-T-G,^'«-»H-...--C,„)^^-f-...^-o. 

Si  l'on  peut  choisir  une  fonction  v  satisfaisant  à  l'équation  pré- 
cédente, et  si  l'on  peut,  par  un  choix  convenable  de  a  et  p,  s'ar- 
ranger de  manière  que  les  termes  intégrés  soient  nuls,  on  aura 
une  solution  de  l'équation  proposée.  Les  termes  intégrés  sont  de 
la  forme 

L      "^  Ja  \A*  =  O,  I  ,  2,  ...,  m 

On  voit  donc  que  la  transformation  de  Laplace  ramène  l  in- 
tégration de  V équation  proposée  d'ordre  m  à  celle  d'une 
équation  d'ordre  p. 

17.  M.  Poincaré,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a  montré  comment 
on  pourrait  réaliser  toutes  les  conditions  exigées  pour  l'applica- 
lion  de  la  méthode,  et  comment,  de  plus,  on  peut  ainsi  étudier 
les  valeurs  des  intégrales  de  l'équation  proposée  pour  a:  très  grand 
et  s'en  allant  à  l'infini  dans  une  direction  déterminée,  que  nous 
pouvons  supposer  d'ailleurs,  sans  diminuer  la  généralité,  ctrc  la 
direction  positive  de  l'axe  réel. 

Nous  supposons  aussi  que  Co  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  que  1rs 
degrés  de  P,,  . . . ,  V„i  ri(^  surpassent  pas  celui  de  Po.  Enfin  ,  il 


L  . 
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n'existe  aucune  relation  particulière  d'égalité  entre  les  coefGcients 
(les  polynômes  I\ 

Désignons  par  a, ,  a2,  .  .  . ,  a;,,  les  racines  de  l'équalion 

Co5'"-+-  C,4î'«-»-4-...-4-G,«  =  0. 

Ce  sont  les  points  singuliers  de  l'équation  linéaire  (6)  donnaol  r. 
L'équation  (6)  a,  dans  le  voisinage  de  chacun  de  ses  points  sin- 
ulicrs,  m  —  i  intégrales  holomorphes  (  *  ),  et  l'on  a  une  /yt**"*  în- 


13 


légralc  de  la  forme 


(5  — ai)>.Oi(z), 


C3i  (.5)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a|. 

Comme  nous  l'avons  fait  dans  la  Section  précédente,  menons 
par  le  point  ai  une  parallèle  D  à  l'axe  réel  du  côté  des  Ç  néga- 
tifs (<:?=:$ -h ''^4 ).  Nous  allons  prendre  pour  i'  l'intégrale  non 
holomorphe  dans  le  voisinage  de  a|.  Quand  z  s'en  va  à  Tinfini 
dans  cette  direction,  nous  savons  (§  2  de  ce  Chapitre)  que  l'on 
peut  trouver  un  nombre  [jl  tel  que 

dv  d"*  ç 

tendent  vers  zéro,  quand  :;  s'éloigne  ainsi  à  l'inGni  et,  en  aug- 
mentant jjL  s'il  est  nécessaire,  il  en  sera  de  même  des  produits 

dv  d^  V 

dz  '         '      ^^"*  ' 

quel  que  soit  l'exposant  v. 

Kn  désignant,  comme  précédemment,  par  a  et  ^  le  point  à 
l'infini  sur  la  droite  D,  les  conditions  (-j)  seront  vériGées  si  x  est 
positif  et  suffisamment  grand.  On  formera  encore  le  lacet  consi- 


(*)  Nous  nous  appuyons  sur  ce  que  l'équation 

</•"  y            rf*"-»  y 
X  -7-^  -p.  -, '-T  H-.  ..4- D^  V  —  o, 

où  les  y?  sonl  holomorphes  dans  le  voisinage  de  j:--  0,  admet  m  —  i  intégrales 
holomorphes  autour  de  ce  point.  On  voit,  en  eiïet,  de  suite,  en  substituant  aoe 
série  entière  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  que  les  m  —  i  premiers  coeT- 
ficients  peuvent  être  pris  arbitrairement,  les  centres  se  déterminaDt  de  proche 
en  proche.  Quant  à  la  convergence^  elle  se  démontre  par  les  procédés  de  compa- 
raison dont  nous  avons  fait  tant  de  fois  usage. 
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déré  au  §  10,  et  nous  obtiendrons  ainsi  un  système  de  m  inté- 


grales 


y  Xi  j'ty    •  •  •  »   y  m 


correspondant  respectivement  aux  points  ai,  aj,  .«.,  a;,,.  Nous 
n'avons  maintenant  rien  à  changer  aux  raisonnements  développés 
dans  le  §  11,  et  nous  avons  donc  encore  la  conclusion  suivante  : 

Les  produits 

tendent  vers  des  limites  /i nies  et  différentes  de  zéro  (sauf  le 
cas  d'un  X  entier  et  positif)  quand  x  tend  vers  -h  oc. 

18.  Dans  un  second  Mémoire  sur  les  intégrales  irrégulières  des 
équations  différentielles  linéaires  (*),  M.  Poincaré  a  complété  le 
résultat  précédent  en  montrant  qu^on  pouvait  en  déduire  certaines 
expressions  asympto tiques.  Nous  avons  trouvé  au  §  11  que  le 
produit 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

\q  z*'t  e^-^  dz  -7-  . . . 


(S)  '        *''• 


-f.a:>^,+  i  I  XnZ>x^ne-^dz  -^  x^i-^^    I  KnZ^ie-^dz: 


les  intégrales  correspondent  au  lacet  L,  dont  les  deux  extrémités 
sont  à  rinfini  dans  la  direction  indiquée  et  qui  tourne  autour 
de  z  =  o. 

LMntégrale  le  long  de  L  se  compose  d'une  partie  rectiligne  et 
d^une  partie  circulaire  le  long  de  C.  Pour  la  partie  rectiligne, 
nous  savons  que  le  produit  de  l'intégrale  par  une  puissance  quel- 
conque de  X  tend  vers  zéro  quand  x  augmente  indéfîniment.  Bor- 
nons-nous donc  à  considérer 

Je  Jç.  Jç, 


(")  H.    Poincaré,   Sur  les   intégrales   irrégulières  des  équations  linéaires 
{Acia  mathematica,  i.  VIII). 
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llappclons-nous,  d'autre  pari,  que 
peut  s'écrire 


_^  (e2>."'—  I  )  rr().,  r-k  —  \)       f  /ti-^'^  e-y  dyl 

t.  '  rx  J 


Or,  le  produit  de  l'intégrale 


t-*-^  e~}  (iy 


par  une  puissance  quelconque  de  x  a  pour  limite  zéro  pour  x 
infini.  De  même  le  produit  du  dernier  terme  de  (S)  par  x"  a  zéro 
|)0ur  limite  quand  x  augmente  indéfiniment.  Pour  le  voir  repor- 
tons-nous encore  au  §  1 1   et  au  dernier  terme  de  la  somme  S 


Le  nombre  fi  est  maintenant  déterminé.  D'après  Texpression 
de  R„,  on  voit  de  suite  que  le  module  du  produit  de 


est,  à  un  facteur  numérique  prés  indépendant  de  jc,  moindre  que 

celui  de  l'expression 

I  fip"*-" 


X  i  '  -  rp 


Le  produit  étudié  lend  donc  bien  vers  zéro  pour  x  =  oc. 
11  en  résulte  que,  si  l'on  pose 

L    —    (   e^'-.^'  —  l)         Ayl    (/,--!)-;-   • --...-1 —^ 1, 

ir  produit 

trnd  fcrs  zth'o  pour  a:  = -^  ce.  C'est  ce  que  Ton  exprimera  en 
(lisant  que  le  produit 

est  représenté  ftsymptoliquemcnf  par  la  suite  ^, 


f 

.1 
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19.  Reprenons  l'expression  de  Tintégrale 

Il  résulte  du  paragraphe  précédent  que 

[  A,CXt-f-i)  A„(X| -1- i^ .  ..fXi -4- /i)        Êo  1 

£0  tendant  vers  zéro  avec  -  :  nous  avons  remplacé  r(X|  -|-  2),  . . ., 

r(X|  -h/i)  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  r(X|  -h  i).  Écrivons  ce 
développement  sous  la  forme 

En  étudiant  de  la  même  manière  l'intégrale 


dy\ 


=    /  zve^^dz^ 


dx       .,^ 


on  trouve  immédiatement  le  développement 


^y^       ^ax^-X-i  /n    ^  ^'_u      _L.  ^'^  ^  ^»  \ 

— î —  ■=■  e^i^X    ^1    ■  (  t\o  -+- h ...  H H I 

dx  \  X  27»        a:"/ 


El 


£i  tendant  vers  zéro  et  les  termes,  à  l'exception  de  —e^i^x'^t"*^ 


x^ 


provenant  de  la  diflerentiation  dej^i,  quand  on  néglige  -y-  On  a 
finalement,  en  allant  jusqu'à  la  dérivée  d'ordre  m, 


dx"^ 


—  e^t'or-^-^  (  To  -4- 


\  X  x^       a?'»/ 


£m  tendant  vers  zéro  avec  -,  et  les  termes,  à  l'exception  de  celui 

X  ' 

qui  contient  e,«,  provenant  de  la  dérivation  m''-'™'^  cle^i,  quand 

on.  néglige^. 

Substituons  ces  valeurs  de  y^  et  de  ses  dérivées  dans  le  premier 
membre 

d'^y       CjXP-h...  d"^-\Y  CpXP  -^,, . 

dx^       Cqxp  -^. . .  dx'"-^       '  *  *       CqXP  -t-. ..  "^ 
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de  l'équation  difTérentielle;  les  coefficients  des  puissances  succes- 
sives de  -  dans  le  résultat  de  cette  substitution  doivent  s*annuler, 

X 

puisque  n  est  un  entier  qui  peut  être  aussi  grand  qu'on  vent. 
Les  constantes  a^  \y  et  les  coefficients  P  sont  donc  ceux  qu'on 
obtient,  quand  on  cherche  à  écrire  que  l'équation  est  vérifiée  par 
une  série  de  la  forme 


e 


'"'-^•-(po-T-^- 5 -"•••) 


Or,  c'est  là  un  problème  que  nous  avons  déjà  cherché  à  ré- 
soudre (Chapilre  XI,  §  22);  nous  avons  trouvé  m  valeurs  de  ai. 
et  à  chacune  de  ces  valeurs  a  correspondu  un  développement  de 
la  forme  précédente.  L'expression  que  nous  venons  de  trouver 
pour  j'i  coïncide  donc  avec  un  de  ces  développements,  el  nous 
avons  vu  que  ceux-ci  sont  en  général  divergents.  Nous  arrivons 
donc  au  théorème  suivant,  dû  à  M.  Poincaré  (loc.  cii.)  : 

Les  m  dévcloppcmcnls  divergents  de  la  forme 


^XTj- 


représentent  as  vmpto  tique  ment  m  intégrales  de  Inéquation 
différentielle  y  quand  x  grandit  indéfiniment  en  étant  po- 
sitif. 

Nous  avons,  dans  tout  ce  qui  précède,  supposé  que  x  augmen* 
tait  indéfiniment  en  étant  réel  cl  positif.  D'après  ce  qui  a  été  dit 
an  55  3,  il  est  possible  d'étendre  celle  théorie  au  cas  où  x  s'éloigne 
à  l'infini  avec  un  argument  déterminé  quelconque;  mais  il  est 
important  de  remarquer  que  les  m  développements  divergents 
de  la  forme  précédenlc  ne  reprcsenleront  pas  asymptotiquement, 
pour  tout  argument,  les  mômes  intégrales.  Pour  certaines  valeur» 
de  cet  argument,  il  y  aura  passage  brusque  d'une  intégrale  u  une 
autre,  du  moins  en  général. 
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CHAPITRE  XV. 

SUR  QUELQUES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  LINÉAIRES 

INTÉGRABLES. 


I.  —  Équations  à  coefficients  constants. 

1.  Nous  allons  indiquer  dans  ce  Chapitre  quelques  classes  d'é- 
quations intégrables.  Drjà  nous  avons  trouvé,  en  appliquant  la 
méthode  de  Laplace  (Chap.  XIV,  §  15),  la  forme  des  intégrales 
des  équations  différentielles  à  coefficients  constants;  ce  type  est 
le  premier  dont  Euler  ait  donné  l'intégrale  générale. 

Reprenons  cette  question  pour  la  trailer  d'une  manière  plus 
élémentaire.  Soit  l'équation  à  coefficients  constants 

En  posant  j^  =  e^"^  et  faisant  la  substitution  dans  le  premier 
membre  de  cette  équation,  il  vient,  comme  résultat  de  la  substi- 
tution, 

oiï  /(z)  désigne  le  polynôme 

On  voit  donc  que,  pour  avoir  une  solution  e^-^  de  l'équation  pro- 
posée, il  suffit  que  z  soit  racine  de  l'équation  caractéristique 

/{z)  =  o. 

Supposons  d'abord  que  cette  équation  algébrique  de  degré  m 
ait  toutes  ses  racines  distinctes  :  on  obtiendra  m  solutions  dis- 
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tinctes  de  réqualion  proposée  en  prenant  pour  z  les  m  racines  de 
Téiiuation  caractéristique,  soit  a,,  a2,  ...,  dm-  Pour  s'en  assurer, 
il  suffit  de  considérer  le  déterminant  formé  par  ces  m  solutions 
ot  leurs  m  —  i  premières  dérivées,  (^e  déterminant,  en  désignant 
par  5  la  somme  des  racines  de  Téquation  caractéristique,  peut  s'é- 
crire 

I  I        ...         I 


^sx 


«i 


«î 


,'n-\ 


a 


//l-l 


•m 


m 


,rn-i 
•m 


^  e''n{0Li—  OLk). 


11  n'est  pas  nul,  puisque  toutes  les  racines  sont  distinctes,  et, 
dans  ce  cas,  la  solution  du  problème  est  complète. 


2.  Supposons  maintenant  que  l'équation /(s)  =  o  ait  une  ra- 
cine multiple  a  d'ordre/?;  nous  aurons  bien  encore  la  solution^"" 
mais  les  considérations  précédentes  ne  nous  donnent  que  cetti 
solution.  Cherchons  à  exprimer  y  à  l'aide  d'une  fonction  de  Is 
forme 

où  V  désigne  une  fonction  inconnue  de  ûc.  On  trouve  immédiate 
ment  que  le  résultat  de  la  substitution  dans  l'équation  proposé 
est 

dx 


««'[/{a)^' +/'(«) 


\  ,1, .  ,p  dxP 


,       •    -J  1 


el,  comme 


/(a)-/'(a)--...  =  /P-i(a) 


o, 


puisque  la  racine  a  est  d'ordre  /^,  on  voit  qu'on  satisfera  à  l'équ; 
lion  proposée  en  prenant  pour  i'  un  poljnôme  arbitraire  de  di 
gré  />  —  I , 

où  les  C  sont  des  constantes  arbitraires.   A  la  racine  multi 
<rordrey?,  correspondent  donc/)  intégrales  particulières,  et,  da 
tous  les  cas,  que  l'équation  caractéristique  ait  des  racines  simpl 
ou  des  racines  multiples,  on  trouve  ainsi  m  solutions  particuliè 
de  l'équation  linéaire.   Mais,  pour  que  la  solution  du  problè 
soit  complète,  il  importe  de  montrer  que  ces  m  solutions  forme 


i 
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bi^Ki  un  système  fondamental,  c'cst-à-dire  qu'il  ne  peut  exister  de 
laition  linéaire  et  homogène  enlre  ces  m  solutions  (*). 


-  Considérons  donc  les  racines  distinctes  a^  ol^,  ...,  ol„  ayant 
ilc^  degrés  de  multiplicité  quelconques;  nous  aurons  prouvé  que 
les  ^n  solutions  précédentes  sont  distinctes,  si  nous  démontrons 
ijvà''  M  1  ne  peut  pas  exister  une  relation  identique  de  la  forme 


où  Mr*|,  P2,  .  .  .,  P/i  désignent  des  polynômes  entiers  en  x,  sans 
C|ui^  3es  P  soient  identiquement  nuls.  La  démonstration  est  immé- 
<liai  ^^  dans  le  cas  /i  =  i  cl  n  =  2, 

^^i  n  =  i,  c'est-à-dire  si  l'équation  caractéristique  a  une  racine 
«nui  triple  d'ordre  m,  la  relation  linéaire  et  homogène  précédente 
pr^^MiM  J  la  forme 

c«.'(CoH-Ci.r-^...-hG,„-,jr'«-»)  =  o, 


4-e 


<re 


i  exige  Go  =  G|  =  .  .  .  =  C,„_i  =  o. 
71  =  2,  on  devrait  avoir 

i  est  impossible,  car  on  aurait  alors 

1^ 


ij 


P 


-f^     ^-»  Mie  fonction  rationnelle  ne  peut  être  égale  à  une  exponen- 
iic^Il^     ^qJ  Q^i  upe  fonction  périodique  et  admettant  un  point  es- 


î^enti^Iàrinfini. 

*■     *^  DUS  suffit  maintenant  de  démontrer  que  si  une  identité  de 
^^^Mr^wne  (A)  est  impossible  pour  n  —  i  exponentielles,  elle  est 
^^^*    impossible  pour /^  exponentielles. 
'*^    posant 

P,e«i'-h...-h  P„e«»-^  =  o 


r^ 


.  '   Ce  point  a  déjà  été  établi  d'une  manière  indirecte  (page  382)  à  propos  de 

^^^ode  de  La  pi  ace;   la    démonstration  du    paragraphe  suivant  est  plus  élé- 
^^ire  cl  plus  directe. 
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devient 

Pi  H- Pt  e?.' -H . . . -+- P« eP— i' =  o, 

et,  dans  cette  identité,  toutes  les  lettres  ^  sont  diOTérentes  de  zéro 
et  différentes  entre  elles.  Si  [jl  —  i  est  le  degré  de  P|,  différentions 
jx  fois  cette  identité,  le  terme  P|  disparaîtra  et  nous  devrons  avoir 
identiquement 

Dans  cette  identité,  le  nombre  des  ^  est  égal  à  /i  —  i,  les  coef- 
ficients des  exponentielles  sont  des  polynômes  en  x^  qui  devront 
être  identiquement  nuls,  puisque  le  théorème  est  supposé  établi 
pour  n  —  I  exponentielles.  Donc  Pj  est  un  polynôme  qui  doit  sa- 
tisfaire à  Téquation  différentielle  à  coefficients  constants 

dont  Inéquation  caractéristique  est  visiblement 

La  solution  générale  de  cette  équation  est 

Elle  ne  peut  se  réduire  a  un  polynôme,  puisque  ^i  est  différent 
de  zéro,  que  si  tous  les  G  sont  nuls.  Donc  P2  est  identiquement 
nul.  Il  en  est  de  même  des  autres  polynômes  et  le  théorème  est 
démontré. 

-4.  Au  lieu  d'une  seule  équation,  considérons  maintenant  un 
système  d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes  du  pre- 
mier ordre  à  coefficients  constants 

dy\ 

-^  =«ii7i  -^a\tyt  -^^'--^aimym, 

-^  =  ouyi  H-  «M  Jî  -f-. .  .4-  atm^m, 


fiytn 


i 
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C'est  le  cas  qui  se  présente  en  Mécanique  lorsqu'on  étudie  les  pe- 
tits mouvements  au  moyen  des  équations  de  Lagrange,  et  en  se 
bornant  au  premier  ordre. 

On  a  un  système  de  solutions  en  posant 

où  les  A  désignent  des  constantes  et  X  un  nombre  convenable- 
ment choisi. 

En  eflet,  en  substituant  dans  les  équations  proposées  et  sup- 
primant e^^,  il  vient 

Ai(aii— X)  H- Aiaij  -4-. .  .-h  A,„a,^  =0, 

Aiaji             -+- A,(aj2  — X)-h. .  .-h  A;,tas/„               =0, 
• ï 

Aiami  -+-A,a,„j  -h. .  .-h  A,„(a;n,„— X)  =  o, 

ce  qui  exige  que  X  satisfasse  à  l'équation  caractéristique  de  de- 
gré m 

an  — X         «ij  aim 

«11  «îî— X  afm 


/(X)  = 


^ml  ^mt         ^ 


mm 


=  O. 


Si  les  m  racines  de  celte  équation  sont  distinctes,  à  chacune 
d'elles  correspondra  un  système  de  valeurs  pour  A|,  A2,  . .  .,  A,;, 
et,  par  suite,  un  système  de  solutions  pour  j^,,  y^j  •  •  •  1  ym»  Aux 
m  racines  distinctes  correspondent  donc  m  systèmes  de  solutions 
particulières. 

S.  Supposons  maintenant  que  l'équation  /(X)  =  0  ait  des  ra- 
cines multiples.  Pour  traiter  ce  cas  de  la  manière  la  plus  rapide, 
nous  reviendrons  aux  expressions  de  y  1,^2,  .  .  . ,  y  m  par  des  inté- 
grales de  la  forme 

yi=  f  Vi(^)e^^dz 

prises  le  long  d'un  contour  fermé,  el  dans  lesquelles  les  v  sont 
des  fonctions  à  déterminer. 

Substituons  dans  les  équations  différentielles  :  nous  aurons  m 


396  CHAPITRE    IV. 

intégrales  qui  devront  être  nulles  : 


/ 


[^'l«ml  -i-  t'2«/wî  -+-.  .  .-H  ^'m(<7/»m—  z)]e-'dz  =  O. 


Ces  équations  seront  satisfaites  si  l'on  prend  pour  ç'i,  i'2î  •••»*'  "'^  w 

des  fonctions  telles  que  les  multiplicateurs  de  e^^  se  réduisent  à 

des  fonctions  holomorphes  de  z  à  l'intérieur  du  contour  le  lo 
duquel  on  intègre.  Nous  pourrons,  par  exemple,  déterminer  1 
fonctions  r  à  Taide  des  m  équations  linéaires  non  homogènes 

^'i(«ii  — -)  -h  Viai2  -4-.  .  .-?-  r,«rtim  —  P(^)» 

viau  -^t'î(«îî  — -5)-+-.  ..-+-i'm«î/«  =0, 


où  V{z)  désigne  une  fonction  holomorphe  arbitraire. 

Le  déterminant  des  coefiicients  de  ces  équations  est  précis 
ment  f{z)^  et,  si  l'on  désigne  par  '}i(^),  .  .  . ,  '^/«(s)  les  mine 
du  premier  ordre  correspondant  à  la  première  ligne,  on  tirera 
équations  précédentes 

MC-)—  f/>v~^'         •*•'        ^mK-*)^ j:'\ 

Il  reste  à  fixer  le  contour  d'intégration.  Soit  a  une  racine  mi 
tiple  d'ordre/?  de  l'équation  caractéristique 

/(^)=o: 

nous  considérons  un  contour  C  n'enveloppant  que  cette   raci 
Nous  avons  alors  à  calculer,  pour  obtenir  les  y,  les  résidus 
fonctions  t'.  On  trouve  ainsi  immédiatement,  pour  la  fonctio 
par  exemple,  que  ce  résidu  est  de  la  forme 

e«''-[A,R,(ar)4- A2Rî(x)-+-...-4-  ApRp(a7)], 
où  les  R  désignent  des  polynômes  déterminés  en  x  de  degré /?  —  r 
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On  pourra  donc  poser 

et  Ton  aura  pour  y. 21  •  "^ym  des  expressions  semblables^  avec  les 
mêmes  constantes  arbitraires  A,  mais  avec  d'autres  polynômes  R. 
On  voit  donc  ainsi  qu'à  une  racine  multiple  d'ordre  p  du  polj- 
nôme  caractéristique  correspondent  p  systèmes  de  solutions. 


II.  —  Sur  une  classe  d'équations  à  coefficients  rationnels 

et  à  intégrale  générale  uniforme. 

» 

6.  Nous  allons  considérer  maintenant  une  équation  à  coeffi- 
cients entiers, 

où  les  P  sont  des  polynômes  en  x^  dont  le  degré  est  au  plus  égal 
à  celui  du  premier  d'entre  eux  Pq. 

On  suppose  que  Vintégrale  générale  est  uniformey  et  que 
tous  les  points  singuliers  à  distance  finie  appartiennent  à  la 
classe  particulière  étudiée  par  M,  Fuclis  (Ch.  XI,  §  9).  Seul,  le 
point  à  l'infini  peut  présenter  une  singularité  essentielle. 

Halphen  a  donné,  au  sujet  des  équations  précédentes,  une  pro- 
position très  intéressante,  que  nous  allons  faire  connaître  (*). 
Remarquons  de  suite  que  si  l'on  pose 

y  =  -R(:r), 

R(:r)  étant  une  fonction  rationnelle,  l'équation  différentielle  en  z 
restera  de  même  forme,  c'est-à-dire  que  ses  coefficients  seront 
encore  des  polynômes,  le  premier  étant  de  degré  supérieur  ou 
égal  à  celui  des  autres.  Cela  étant,  on  peut  fixer  a  priori  les 
pôles  X\^  X2,  ...  de  toute  intégrale,  et  leurs  ordres  maxima  de 


(')  Ces  cqualioQS  ont  été  étudiées  par  Halphen  dans  une  Note  des  Comptes 
rendus  (t.  CI,  p.  1288;  i885);  il  les  regardait  connue  un  cas  limite  des  équations  à 
coeffîcicnls  doublement  périodiques  et  à  intégrale  générale  uniforme.  Nous  avons 
suivi  dans  le  texte  la  méthode  donnée  par  M.  Camille  Jordan  dans  le  Tome  III  dv 
son  Traite  (l'A na/yse  (page  21 3). 
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multiplicité,  que  nous  désignerons  par  [jL|,  {X2y   ...   Si  Ton   fait 
alors  la  transformée 


nous  aurons  une  équation 

dont  l'intégrale  générale  sera  une  fonction  holomorphe  dans  tout 
le  plan.  En  posant  maintenant  z  =  Ze''-^,  où  a  est  une  constante, 
on  aura  encore  une  équation  de  même  forme  dans  laquelle  le 
coefficient  de  Z  est 

On  peut  choisir  a  de  manière  que  dans  ce  coefficient  le  lermc^^i^ 
de  degré  le  plus  élevé  en  x  disparaisse. 
Écrivons  alors  Téquation  en  Z 

(  3  )  Ho  ^^  -i- ...-+-  R/„  Z  =  o. 

Le  polynôme  Uq  est  alors  d'un  certain  degré/?,  les  autres  poly- 
nômes R  sont  au  plus  de  degré />,  sauf  R^,  qui  est  au  plus  de  de- 
gré p  —  I .  On  aura 

Hi .   V        Q^/ 


77^  —  «0  -+-  i 


Ho  {x  —  ai) 

en  désignant  par  ai  les  diverses  racines  de  Ro»  L'équation  fonda 
mentale  déterminante  relative  à  ai  est 

r{r  —  i)  ...  (r  —  m  ~ir-  1  )  -f-  a/r(/*  —  i)  ...  (r  —  /iiH-2)-+-...  —  o. 

La  somme  de  ses  racines  est 

m(m  —  I  ) 

— i »•• 

Puisque  l'intégrale  générale  est  holomorphe  autour  de  ^  =  a/,  C-s^^i^^BCe^ 
racines  sont  nécessairement  entières,  non  négatives  et  inégal^HCL     les 
(sans  quoi  il  y  aurait  des  logarithmes  dans  les  développement^=^^=5r/ 
Leur  somme  est  donc  au  moins  égale  à 

m(m  —  i) 


I -h  2 -h. .  .-h  (w  —  i)     ou 


•À 
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£>oxmc  a/  est  un  entier  négatif  ou  nul  et,  par  suite, 

la    sommation  s'étendant  aux  différents  points  singuliers  a/. 

l^ci  posé,  supposons  que  R^  ne  soit  pas  nul  identiquement.  En 


posstnt  -T-  =^  ,  on  a 


«t.^     ^n  différentiant, 


^0    ,   ^_^    -f- . . .  -i-  R/n-l  Z' -h  Rot  Z  =  o. 


Ro£f„'  +  (R'.  +  R.)S^^---R™z  =  o. 

élimination  de  Z  entre  ces  deux  équations  donne 


<^y  r,r^J_^^[(r;-^r,)R,.-RoR',„]^^ 


. . .  =  o 


^^  <^^5  tte  équation  est  toujours  du  même  type.  Le  rapport  des  deux 
I^**^^K:"*niiers  coefficients  est  dans  cette  équation 

Ri  ^  R u  _  j^  ^ 

Ro  Ro  R/n 

I  R' 

e  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  v^-  est  égal  à/?,  et 

R'    .  * 

i  ~^  il  est  au  plus  égal  à  /?  —  i ,  puisque  R;^  est  au  plus  de  de- 


^1:^ 

a 


—  I.  Donc,  pour  Téquation  (4)  en  Z',  si  Ton  forme  la  somme 
logue  à  Sa/,  on  trouvera  une  somme  supérieure  à  celle  que  Ton 
^**CDuvée  pour  l'équation  (3)  en  Z. 

A  pourra  raisonner  sur  Téquation  (4)  comme  on  a  raisonné 
l'équation  (3),  pourvu  que  le  dernier  coefficient  ne  soit  pas 
f    et  l'on  continuera  ainsi  tant  que  Ton  ne  sera  pas  arrêté. 
^       ^--^r,  on  ne  peut  continuer  indéfiniment  ces  transformations,  car 
^omme  désignée  d'une  manière  générale  par  Sa  est  un  entier 
^^^tif,  qui  augmente  à  chaque  transformation.  Il  arrivera  donc 
ikioment  où  l'on  aura  une  équation  dont  le  dernier  coefficient 
identiquement  nul;  par  suite,  comme  ces  équations  corres- 
P^Odent  aux  dérivées  successives  de  Z,  il  y  aura  une  intégrale  de 
^^viation  (3)  dont  la  dérivée  d'un  certain  ordre  se  réduira  à  une 
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constante.  L'équation  (3)  admettra  donc  un  polynôme  comme 
intégrale  particulière  et,  par  suite,  en  revenant  à  réquation  (2). 
en  tenant  compte  du  facteur  exponentiel,  on  aura  une  intégrale 
de  la  forme 

Ci(x)  étant  un  polynôme. 

Et  nous  avons  enfin,  pour  Téqualion  donnée  (i),  une  intégrais 
de  la  forme 

S(.r)  étant  une  fonction  rationnelle, 

7.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  facilement  le  ihéorème 
d'Halphen,  d'après  lequel  un  système  fondamental  d'intégrales 
de  V équation  (1)  est^  sous  les  conditions  indiquées,  formé  par 
les  fonctions 

les  S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  les  a  étant  des  con- 
stantes qui  ne  sont  pas  nécessairement  distinctes. 

Admettons  que  le  théorème  soit  établi  pour  une  équation 
<rordre  m  —  i,  nous  allons  le  démontrer  pour  une  équation 
d'ordre  m.   Cette  équation  admet,  d'après  ce  qui  précède,  une 

intégrale  de  la  forme 

yx  —  e«.-rSi(j-); 

si  Ton  pose 

y  ^ y\  f  "^-^î 

l'équation  en  u  sera  d'ordre  m  —  1 ,  elle  appartiendra  au  même 
type,  et  son  intégrale  générale  sera  uniforme,  puisque 


"  =  iC^) 


Soit  donc  une  intégrale  de  Téquation  en  w,  de  la  forme 

S(a-)  étant  rationnelle;  il'correspondra,  pour  ^,  une  intégrale 

V  —  ri    /  e^->^  S»  x)dr. 
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Cette  fonction  j^  doit  être  uniforme;  or,  en  faisant  la  réduction 
d'une  intégrale 


/■ 


on  sait  qu^on  est  conduit  a  une  fonction  de  la  forme 

2  étant  rationnelle,  et  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 


X  —  a  J   X  — 


les  coefficients  A,  B,  ...  étant  des  constantes  ;  si  tous  ces  coeffi- 
<;ients  ne  sont  pas  nuls,  nous  aurons  des  termes  logarithmiques 
dans  les  développements  et,  par  suite,  l'intégrale  ne  sera  pas 
uniforme.  Aux  m  —  i  intégrales  de  l'équation  en  w,  formant  par 
lijpothèse  un  système  fondamental,  correspondent  par  consé- 
c[uent  m  —  i  intégrales  de  Téquation  en^  qui,  avec  ^<,  forme  un 
système  fondamental  de  cette  dernière  équation,  et  le  théorème 
est  démontré, 

8.  On  peut  adjoindre  bien  aisément  au  théorème  d'Halphen 
une  réciproque.  Considérons  une  équation  linéaire  dont  un  sys- 
tème fondamental  serait  formé  par  les  m  fonctions 

e«i-^Si(a:),     e^^-'Stix)^      .    .,     e"m-rS,„(a7), 

Jfis  S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  les  a  des  constantes  qui 
OT  sont  pas  nécessairement  distinctes.  11  est  évident  que  ces  fonc- 
tions, supposées  linéairement  indépendantes,  satisfont  à  une  équa- 
tion linéaire  d'ordre  m,  dont  les  coefficients  sont  rationnels.  En 
mettant  les  coefficients  sous  forme  entière,  ces  coefficients  devien- 
nent des  polynômes,  et  l'on  a  alors  une  équation  de  la  forme 

dx"i  *  dx"^-^  -^  ' 

les  P  étant  des  polynômes.  Il  faut  prouver,  et  ce  sera  la  réciproque 
du  théorème  d'Halphen,  que  le  degré  de  Po  est  supérieur  ou 
égal  aux  degrés  de  Pi,  .  . . ,  P^. 
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Le  théorème  est  immédiat  pour  m  =  i,  car  si 

y  =  e«t*Si(j?) 
on  aura 

dx  S',  Car) 

=  (t\  -4-  • 

y  *         Si(ar) 

Or,  si  Si(»r)  représente  la  fonction  rationnelle  y>  ■—- — - 
égal  à 

irv— uv' 
û'.v 

et  le  degré  du  numérateur  est  inférieur  à  celui  du  dénominate 
Si  Ton  suppose  maintenant  le  théorème  établi  pour  m  —  i  f o 
lions  de  la  forme  indiquée,  nous  allons  l'établir  pour  m  foncti 
de  même  sorte.  Considérons  les  m  fonctions 

obtenues  en  divisant  par  ^''«•^Si  {x)  les  termes  de  la  suite  dono 
Ces  m  fonctions  satisfont  à  une  équation  à  coefficients  entiers 

^.    ^'"^       r^    d'»-^z  ^        dz 

^    dx'»        ^    dx^    »  ^      ^  dx 


dz  _ 
dx 


on  aura  l'équation  d'ordre  m  —  i 


si 


Il  n'y  a  pas  de  terme  en  z,  puisque  l'équation  doit  être  vérL  'M—     h 
pour  z  =^  constante.  Or,  si  l'on  pose 


d^~^  u  d'^~^  u 

qui  admet  pour  intégrales 

ol  ces  expressions  sont  de  la  forme  indiquée.  Le  théorème  élB  ^^ 
vrai  pour  m  —  i   expressions,  le  degré  de  Q©  n'est  inférieur    ^ 
celui  d'aucun  des  autres  polynômes  Qi,  .  . .,  Qm-i- 
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Si  maintenant  dans  l'équation  (5),  qui  est  du  type  cherché, 
nous  posons 

Téquation  transformée  en  y  reste  du  même  tjpe,  comme  nous 
Favons  déjà  dit  plus  haut,  et  nous  avons  finalement  Téquation 
4:herchée  en  y^  où  le  premier  coefficient  est  d'un  degré  au  moins 
^gal  à  celui  d'un  quelconque  des  autres. 


III.  --  Des  équations  différentielles  à  intégrale  générale  uniforme 

pour  tout  point  d'une  surface  de  Riemann. 

Cas  de  /?  =  I  :  équations  à  coefûcients  doublement  périodiques. 

9.  Considérons  une  équation  dont  l'intégrale  générale  u  serait 
uniforme  et  régulière  dans  le  voisinage  de  tout  point  {x^y) 
<l'une  surface  de  Riemann  définie  par  une  équation  algébrique 
^{x^y)  =  o.  Les  coefficients  d'une  telle  équation,  quand  le  pre- 
jnier  d'entre  eux  est  supposé  égal  à  un,  sont  des  fonctions  du 
point  analytique  (x,  y)^  restant  non  seulement  uniformes  et 
régulières  dans  le  voisinage  de  tout  point  de  la  surface,  mais  res- 
tant de  plus  uniformes  sur  la  surface  entière  ;  ce  sont  donc  des 
fonctions  rationnelles  de  x  et  y.  Nous  avons  donc  une  équation 
de  la  forme 

OÙ  les  P  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y.  Cette  équa- 
tion n'est  pas  quelconque,  puisque  nous  supposons  que,  dans  le 
voisinage  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  l'intégrale  géné- 
rale est  uniforme.  L'intégrale  générale  n'est  d'ailleurs  pas  uni- 
forme sur  la  surface  tout  entière,  c'est-à-dire  que  si  l'on  part 
d'un  point  et  qu'on  y  revienne  après  avoir  décrit  un  contour 
fermé,  l'intégrale  pourra  ne  pas  reprendre  la  môme  valeur.  11  n'en 
serait  nécessairement  ainsi  que  si  le  genre  de  p  de  /(x^y)  =  o 
était  égal  à  zéro,  auquel  cas  la  surface  de  Riemann  se  réduit  à  un 
plan  simple. 

Traçons  sur  la  surface  de  Riemann  les  p  rétrosections  (T.  II, 
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p.  3^9  et  suiv.)  et  le  contour  total  K,  rendant  la  surface  simple- 
ment connexe,  formé  par  les  p  rélrosections  et  certaines  lignes 
les  joignant  deux  à  deux  à  la  manière  d'une  chaîne.  La  surface 
étant  rendue  simplement  connexe,  toule  intégrale  de  l'équation 
différentielle  devient  uniforme  si  le  point  {x^  y)  ne  traverse  pas 
le  contour  K.  Si  nous  prenons  deux  points  a  et  6  sur  une  rétro- 
section,  de  part  et  de  Tautre  de  la  coupure  C,  par  exemple  (se 
reporter  à  la  figure  de  la  page  89 1,  T.  lî),  et  que 


Ml,     l/j,      ...,      u 


m 


représente  un  système  fondamental  d'intégrales,  celles-ci,  quand 
on  passera  de  a  en  A,  sans  traverser  R,  se  retrouveront  avec  d'au- 
tres valeurs,  qui  seront  nécessairement  de  la  forme 

«Il  "l  —  «lï  Mj  -i- . . .  -+-  a^m  «/n  , 

«SI  M|  -f-  ÛEjs  Wj  -+-...  -4-  a^fft   U,n  . 

r 

<^/«l  Wl  -~  «//;î  Mj-i-.  .  .-f-  Clmtn  "/«, 

les  a  étant  des  constantes.  Une  certaine  substitution  linéaire  cor- 
respond donc  à  la  coupure  C;  il  en  sera  de  même,  pour  chacun» 
des  parties  des   rétroscctions,   et  l'on   a   ainsi    2/?  substitution 
linéaires.  Quant  aux  lignes  joignant  deux  à  deux  les  rétrosection 
il  ne  leur  correspond  pas  de  substitutions  nouvelles,  c'est-à-dir 
que  les  substitutions  correspondantes  sont  des  produits  des  sub  — 
stitutions  précédentes  et  de  leurs  inverses.  Ainsi,  par  exemple-  ^ 
supposons,  comme  dans  la  figure  de  la  page  3'j9  (T.  II),  que  la 
rélrosection  (CD)  soit  la  dernière  de  la  chaîne;   prenons  deux 
points  sur/?<7,  dont  l'un  est  sur  un  bord  de  cette  coupure  et  l'autre 
sur  l'autre  bord.  Désignons  par  S  et  X  les  substitutions  linéaires 
correspondant  respectivement  aux  coupures  C  et  D,  sur  lesquels 
on  aurait  marqué  un  bord  positif  et  un  bord  négatif,  ces  substitu- 
tions correspondant  au  passage  du  bord  positif  au  bord  négatif; 
la  substitution  correspondant  à  pq  s'obtiendra  en  faisant  le  pro- 
duit des  substitutions 

qui  correspond  à  la  rétrosection  (C,  D)  tout  entière.  Nous  avons 
donc,  pour  tout  chemin  tracé  dans  le  plan,   à  combiner  les   2p 


CLASSES   d'équations    LINÉAIRES   INTÉGRABLES.  4o5 

SU  Institutions 

(G)  Si,    2j,    Sj,    H],     ...,     S^,    S;,, 

coir^M'espondant  aux  p  rétrosections.  Il  y  a  enlre  ces  'ip  substitu- 
tion s  une  relation  facile  à  obtenir.  Si  l'on  décrit  le  chemin  R  tout 
entier,  la  substitution  correspondante  doit  être  la  substitution 
unî  l.^,  puisque  ce  contour  rend  la  surface  simplement  connexe. 
Soit  d'abord  p  z=  2;  en  partant  d'un  point  de  la  coupure /?5r  et 
en  y  revenant  après  avoir  décrit  le  contour  K,  nous  aurons  en  choi- 
sissant convenablement  les  sens  positif  et  négatif  sur  les  rétro- 
sections 

La  x^elation  a  une  forme  moins  simple,  si  p  est  supérieur  à  deux; 
Puerions />  =  3,  et  supposons  que  les  rétrosections  se  suivent  en 
^"aîne  dans  l'oadre  i,  2,  3.  On  aura,  en  dénommant  convenable- 
'^^G'ï  l  les  rétrosections  et  choisissant  convenablement  les  sens  po- 
*>tif  et  négatif, 

^^    il   ny  aura  aucune  difficulté  à  obtenir  la  relation  analogue  pour 
^   <|uelconque  (*). 

Les  substitutions  (6)  ne  sont  pas,  en  <^énéral,  écliangeables, 
^  ^st«-à-dire  que  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles  dé- 
P^»îd  de  l'ordre  des  facteurs.  C^est  cette  circonstance  qui  fait 
^^^^te  la  difficulté  de  la  théorie  des  équations  précédentes  et  ne 
^^^met  pas  d^ en  faire  une  théorie  simple;  aussi  nous  nous  bor- 
'^^l'Ons  au  seul  cas  où,  en  général,  les  substitutions  sont  échan- 
^^al>|es,  je  veux  dire  le  cas  de  p  r-  \ , 

'lO.   Soit  donc  maintenant/?  r-_i  i.  il  n'y  a  qu'une  seule  rétrosec- 

*^>i  et  deux  substitutions 

Si,     S,. 

*^  iles  sont  échangeables  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  substi- 
tution correspondant  à  la  rétrosection  est  la  substitution  unité. 

!>*)  A  la  fin  de  son  Mémoire  Sur  les  fonctions  à  multiplicateurs  {Acta  Ma- 
^^^niatica,  t.  XIII),  M.  Appell  consacre  quelques  pages  aux  équations  qui  nous 
**^Cupcnt  cl  indique  quelques  exemples. 


On  ''à  «in^i 

<J*où  Ton  déduit  îmmcditfleaKfDl 

c'est-à-dire  que  le  produit  de>  deui  subslitalions  £|  et  S|  est  indé- 
penddDt  de  Tordre  de>  facteurs. 

Nous  pouvons  donner  une  autre  forme  à  l'équation  différeDtielle 
qui  nous  occupe:  exprimuns  à  cet  effet  les  coordonnées  J  cl/ a 
Taide  di::  fonctious  donLlement  périodiques  d'un  paramètres.  Sitf 
désigne  l'intégrale  g»^nérale  de  l'équation,  la  fonction  w  de  5  sera 
uniforme  dans  tout  le  plan  de  la  variable  complexe  z^  puisqoelle 
était  uniforme  dans  le  voisinage  de  tout  point  (x,  y^  de  la  surface 
de  Riemann.  Nous  avons  donc  une  équation  de  la  forme 

les/?  12)  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  de5a«* 
|>ériodes  w  et  w',  et  l'intégrale  générale  étant  une  fonction  uni- 
forme n*a\ant,  à  distance  finie,  d'autres  points  singuliers  que 
des  pôles. 

Les  deux  substitutions  S|  et  S|,  considérées  plus  haut,  corres- 
pondent respectivement  au  changement  de  ^  en  ^  -r  <«>  et  5-h<^? 
et  dire  que  ces  substiliitions  sont  échangeables  revient  à  dire  que 
toute  int<>gralc  reprend  la  même  valeur  quand  on  change  5  en 
-3  -r  o>,  puis  dans  le  résultat  z  ea  z  -r-  w',  ou  bien  quand  on  change 
z  en  z  -\-  o/,  puis  dans  le  résultat  5  en  -5  -+-<«>,  ce  qui  est  évidenl 
puisque  rinlégrale  est  uniforme. 

11.  Dans  ses  mémorables  recherches  sur  quelques  applications 
des  fonctions  elliptiques  (  *),  M.  Hermite  avait  considéré  une  in- 
tégrale particulière  du  type  (E)  :  c'est  Téquation  de  Lamé 


(  •  )  Cii.  IIkiimite,  Sur  quelques  applications  des  /onctions  elliptiques  {Comp^' 
rcnduSf  années  1877  ^^  suivantes). 
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OÙ  snz  désigne  la  fonction  elliptique  de  module  Xr,  n  un  entier 
positif  et  h  une  constante  quelconque.  M.  Hermite  avait  montré, 
par  un  calcul  direct,  que  l'intégrale  de  cette  équation  pouvait  être 
obtenue  à  l'aide  des  transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  Le  résultat  qui  se  présente  pour  Téquation  de  Lamé 
n'est  pas  fortuit;  des  circonstances  analogues  se  présentent  pour 
toute  équation  différentielle  du  type  (E),  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  équations  linéaires  à  coefficients  doublement  périodiques  et  à 
intégrale  générale  uniforme  (*). 

Partons  donc  d'une  équation  (E)  à  intégrale  générale  uniforme, 
et  désignons  par 

un  système  fondamental  d'intégrales.  Les  fonctions 

seront  aussi  des  intégrales,  puisque  l'équation  linéaire  ne  change 
pas  quand  on  change  z  en  z  -\-  tù. 
On  aura  donc 

<pi(5-+-a>)  =  aii(pi(5)H-aitÇ2('5)-+-...-f-a„„çp,„(<5). 
• , 

les  a  étant  des  constantes.  D'après  le  théorème  fondamental  rela- 
tif à  la  réduction  des  substitutions  linéaires  [voir  p.  îiS^  de  ce 
Volume),  on  peut  trouver  une  combinaison  des  cp  à  coefficients 
constants 

qui  se  reproduise  à  un  facteur  constant  près,  quand  on  change  z 
en  ^ -f- (o.  En  général,  on  aura  m  combinaisons  de  celte  forme; 
mais,  dans  tous  les  cas  possibles,  on  en  aura  au  moins  une.  Soit/f 
une  telle  combinaison;  j'envisage  la  suite  des  fonctions 

/l(-),     f\{^-^^')i     /i(- -4-2(0'),       ..., 

qui  sont  toutes  des  intégrales  de  l'équation.  Entre  les  /i-t-  i  pre- 


(•)  E.  Picard  {Comptes  rendus,  21  juillet  1879,  19  janvier  et  iG  février  1880, 
et  Journal  de  Crelle,  Tome  XC).  Voir  aussi  le  Tome  II  du  Traité  des  /onctions 
elliptiques  cI'Halphen,  et  le  Tome  III  du  Traité  d'Analyse  de  M.  Jordan. 

P.  —  UI.  28 
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inières  de  ces  fonctions,  n  étant  inférieur  ou  égal  à  m,  existera 
une  relation  homogène  et  linéaire  à  coefficients  constants,  puisque 
l'équation  ne  peut  avoir  plus  de  m  intégrales  linéairement  indé- 
pendantes. En  prenant  pour  n  le  plus  petit  nombre  possible,  nous 
aurons 

f^{z  -4-  no/)  =  bi/t(z)  4-  bi/i(z  -  -  tù')-h. .  ,-^  bnfi[z  -4-  (n— i)a)'], 

hi  étant  différent  de  zéro,  puisque  autrement  on  aurait  une  rela- 
tion linéaire  entre  les  n  premières  fonctions  de  la  suite.  Posons 

(*1  /^o), 

/„_!(;; -H  co')=/„(s), 

/n{z  -f-  O)')  =  bifi{z)-h.,  .'^bnfn{s)' 

En  appliquant  encore  le  même  théorème  sur  les  substitutioDs 
linéaires,  on  voit  qu'il  existera  une  combinaison  linéaire 

se  reproduisant  à  un  facteur  constant  près,  quand  on  change  z 
en  5  + Cl)';  cette  combinaison  linéaire  ne  sera  certainement  pas 
identiquement  nulle,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  le  nombre  n. 
D'autre  part,  la  fonction  '^{z)  se  reproduit  aussi  comme yi,  à  un 
facteur  constant  près,  quand  on  change  5  en  ^ -|- co.  Nous  avons 
donc  pour  intégrale  une  fonction  o{z),  jouissant  de  la  propriété 
suivante 

u.  et  [x'  étant  deux  constantes.  M.  Hermite,  qui,  dans  le  travail 
cité,  a  fait  une  étude  approfondie  des  fonctions  uniformes  à  dis- 
continuités polaires  jouissant  de  la  propriété  précédente,  les  ap- 
pelle des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce^ 
en  réservant  le  nom  de  fonctions  doublement  périodiques  ordi- 
naires ou  de  première  espèce  aux  fonctions  de  cette  nature 
correspondant  à  jjl=  [jl'=i.  A.vec  cette  terminologie,  nous  pou- 
vons énoncer  le  théorème  suivant,  qui  est  fondamental  dans  celle 
théorie  : 
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Toute  équation  E  admet  toujours  pour  intégrale  une  fonc- 
tion doublement  périodique  de  seconde  espèce. 

Le  théorème  précédent  ne  souffre  aucune  exception  ;  si  Ton 
se  borne  au  cas  général,  on  pourra  aller  plus  loin.  Nous  avons 
trouvé  une  fonction  de  seconde  espèce  comme  intégrale  de  l'équa- 
tion différentielle,  or  la  méthode  qui  nous  y  a  conduit  donnera 
en  général  m  intégrales  de  cette  nature,  et  Ton  peut  dire  par 
suite  que  les  équations  E  ont  en  général  un  système  fonda- 
mental dUntégrales  qui  sont  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce. 

12.  On  peut  obtenir  facilement,  dans  tous  les  cas,  la  forme 
des  autres  intégrales  de  Téqualion  donnée.  Soit  ^i(^)  l'intégrale 
doublement  périodique  de  seconde  espèce  qu'admet  toujours 
l'équation;  en  posant 

on  aura  pour  Y  une  équation  d'ordre  m  —  i,  du  ijpe  E,  doni 
l'intégrale  générale  sera  aussi  uniforme,  puisque 


dz\^i{z)J 


Elle  admettra  donc  une  intégrale  '!^2{^)  doublement  périodique 
de  seconde  espèce,  et  l'on  continuera  ainsi  de  proche  en  proche, 
de  telle  sorte  qu'on  obtient  le  système  fondamental 

yi  =4'i(-)  j  ^i(^)dz  j  '^i{z)dz, 

ym=^liz)  I  ^t(z)dz  I   ...    /  '\>m(z)dz, 

'•î'ij  '^2)  •  -M  ^m  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce. 

13.  Si  l'on  veut  aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  d'introduire 
les  transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Je  ren- 
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l'on  aura  d'abord  les  Ao  nuls  et  l'intésn'alion  donne 


/ 


0    IJUI3    Ck  A  lIlLCgl 

^i{z)dz  =  ^  e^^4-  S[ A,/(5  -  a)  -H. .  .-h  AaD«-«/(z  —  a)] 


avec  la  relation 

S(A,  ~...-f- Aa /**-»)  eA«  =  o. 

L'intégrale  jKa  ainsi  obtenue  sera  encore  une  fonction  de  seconde 
espèce. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  le  cas  de  A  =  o  ;  on  a 

alors 

6,(z)  =  ao -h  2:[AoÇ(5  —  rt) -4-. . .-+- AaD«Ç(s  —  a)]. 

Tou^  les  Ao  devront  être  nuls,  pour  que  l'intégrale  soit  uni- 
forme, et  nous  aurons  par  suite  poury^  un  polynôme  du  premier 
degré,  par  rapport  à  -3  et  aux  Ç(3  —  a),  avec  des  coefficients  qui 
seront  des  fonctions  doublement  périodiques.  Comme  d'ailleurs 

la  différence 

Ç(-_a)-î(z) 

est  manifestement  une  fonction  doublement  périodique,  nous  pou- 
vons dire  que  r intégrale  y2  se  présente  sous  la  forme  fTun 
polynôme  du  premier  degré  en  z  et  Ç(^)  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  multi- 
plicateurs. 

15.  Considérons  maintenant  une  équation  E  du  troisième  ordre  ; 
nous  avons  les  trois  intégrales 


ri  =  'î'i 


yt  =  ^i  I  '\>idz,         ^s  =  4/1  /  ^idzj  ^idz. 


tj/,,  «j/2)  ^3  étant  des  fonctions  doublement  périodiques.  Nous  con- 
naissons la  force  analytique  des  deux  premières;  nous  avons  à 
rechercher  la  forme  dey^  supposée  uniforme. 
L'expression 


4*1  /  4^3  </5 


est  uniforme;  si  elle  est  doublement  périodique  (de  première  ou 
de  seconde  espèce),  nous  sommes  ramené  au  cas  précédent.  Dans 
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le  cas  contraire,  celte  expression  sera,  d'après  ce  qui  précède,  de 
la  forme  • 

(7)  P-^Q;(;;)-4-R-3, 

P,  Q,  R  étant  doublement  périodiques,  et  Ton  peut  admettre  que 
-3  =  0  n'est  pas  un  pôle  de  Q  et  R,  car,  s'il  en  était  autrement,  il 
suffirait  de  remplacer  z  par  a -f-  :;,  a  étant  une  constante  arbi- 
traire, pour  réaliser  la  circonstance  que  nous  venons  de  dire.  On 
peut  en  outre  supposer  que  tout  pôle  a  de  l'expression  (7)  est 
distinct  de  zéro.  Nous  avons  donc  à  chercher  la  nature  de  l'in- 
tégrale 


/> 


qui  est  une  fonction  uniforme.  Soit  a  un  pôle  de  (7),  et  désignons 
par/7,  y,  r  les  résidus  correspondants  de  P,  Q,  R.  On  devra  avoir 
nécessairement 

et  comme  a  4-  (o  sera  aussi  un  pôle,  on  aura  pareillement 

/>-i-^Ç(a)-i-r(aH-a>)  =  0. 
On  en  conclut  /*  =  o,  et  prenant  ensuite  le  pôle  a  -|-  co',  on  aura 

p^g[^(a)-h7i]  =  0; 

donc  p  =  o,  q  =z  o.  Les  résidus  des  fonctions  Q  et  R  sont  donc 
nuls  pour  tous  leurs  pôles,  et  l'on  peut,  par  suite,  écrire 

^=-dz'       ^-^--dT' 

Qi  et  R|  étant  uniformes.  L'intégrale  cherchée  devient  donc 


/[^-t=<--s=]-- 


elle  est  ramenée,  en  intégrant  par  parties,  à 


J[\'-Qxi:'{z)-R,]dz. 


Si  Q  et  R  sont  des  fonctions  de  seconde  espèce,  nous  pourrons 
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prendre  pour  Qi  et  Ri  des  fonctions  également  de  seconde  espèce, 
et  nous  aurons  par  conséquent  une  intégrale  du  type  déjà  étudié  : 
y^  est  encore  un  polynôme  du  premier  degré  en  z  et  ^{z)  à  coef- 
ficients doublement  périodiques. 

Si  P,  Q  et  K  sont  des  fonctions  de  première  espèce,  Qi  et  R| 
sont  de  la  forme 

a  et  b  étant  des  constantes  et  o{z)  une  fonction  doublement 
périodique  de  première  espèce.  Noire  intégrale  prend  alors  la 
forme 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes,  et  7(5)  une  fonction  de  pre- 
mière espèce.  L'intégration  par  parties  nous  donne  des  termes  en 

et  il  reste  une  intégrale  de  la  forme 


f[n(z)^H^)]d^, 


X  étant  une  constante  et  "^(z)  une  fonction  de  première  espèce, 
intégrale  qui  se  réduit  elle-même  à  un  polynôme  en  3  et  Ç( 3). 

En  résumé,  r intégrale  y^  se  mettra  sous  la  forme  (Tun 
polynôme  du  second  degré  en 

z     et     Ç(-3) 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  z  aux  mêmes  multiplicateurs. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  pour  /n  =  2  el 
m  =  3  est  général ,  et  il  a  été  démontré  pour  la  première  fois 
par  M.  G.  Floquel  dans  toute  sa  généralité  (*);  on  peut  l'énoncer 
ainsi  : 

Dans  tous  les  cas,   Vintégrale  générale  d'une  équation  E, 


C)  0.  Floouet  {Comptes  rendus,  t.  XCVIII,  p.  82).  On  pourra  aussi  consulter 
à  ce  sujet  le  Tome  II  du  Traité  des  Fonctions  elliptiques  cI'Halpuen  (page  54a). 
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^^o  ^^^i,re  m  ^pourra  se  mettre  sous  la  forme  d^  un  polynôme  en  z 
(  jz)  de  degré  m  —  i,  les  coejfficients  de  ce  polynôme  étant 
"k^nctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  multiplica- 
•-S" .  On  peut  l'établir  en  procédant  de  proche  en  proche,  comme 
s  l'avons  fait  pour  m  =  2  et  pour  m  :^  3  ;  mais  nous  ne  nous 
filerons  pas. 


•    Comn^e  exemple  d'équation   E,    nous   devons  reprendre 
*    ^^^XiQtîon,  déjà   citée,  de  Lamé  sous  la   forme  que  lui  donne 

ermite, 


ivx. 


I  voit  aisément  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
rme.  Les  périodes  sont  ici  2K  et  a/R',  et  il  n'y  a  pour  le 
fïîcient  dey  que  le  seul  pôle  iYJ  dans  le  parallélogramme  des 
ï^^'^^îodes.   Les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminante 
^*«^txve  au  point  iK'  sont 


—  n    et    n  -f-  I. 


1^ 


*après  les  théorèmes  généraux  de  M.  Fuchs,  il  y  aura  une 
raie  correspondant  à  la  plus  grande  racine,  c'est-à-dire  de 
rme 

^  C  -^  )  étant  holomorphe,  différent  de  zéro  pour  z  =  iKJ  et  ne  ren- 
antquedes  termes  d'ordre  pair.  Pour  la  seconde  intégrale  ^2^ 
urrait  y  avoir  un  logarithme,  puisque  la  différence  des  racines 
^    1^ équation  fondamentale  est  un  nombre  entier;  mais  il  est  aisé 
oir  qu'il  n'y  en  a  pas.  On  a,  en  effet,  l'équation  n'ayant  pas 


il 


cl 


^^rme  en  -,-> 

dz 


l'on  conclut 


d^  ri         d^yt 


rv    --0, 


rcd^ 


Cdz 


^  ^ant  constante.  Puisque  j^^  ne  renferme  que  des  termes  d'ordre 
,  l'intégration  ne  pourra  donner  aucun  logarithme.  L'inté- 
^  générale  de  l'équation  de  Lamé  est  donc  uniforme. 


/ 
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Indiquons,  sans  approfondir  ce  sujet  qui  nous  mènerait  trop 
loin,  la  marche  à  suivre  pour  trouver  Tintégrale.  Nous  savons  que 
Ton  peut  donner  à  Tinlégrale  la  forme 

Ao/(5  -  iK')  -r- . .  .-r-  A„_,  Dn-tf(z  -  iK' ) 
en  posant 

f(z)=  — n e>= , 

Q  et  X  étant  deux  constantes,  pour  le  moment  arbitraires.  En  sub- 
stituant cette  expression  dans  le  premier  membre  de  Téquation 
différentielle,  on  aura,  en  posant  z  =  iK!-h^  et  développant 
suivant  les  puissances  croissantes  de  £,  les  termes  à  exposants 
négatifs  en 

c-(/t4-3)  e-(/t-M)  c-l 

Le  premier  terme  disparaîtra  de  lui-même,  puisque  c'est  en 
Tannulant  qu^on  a  obtenu  Téquation  fondamentale  déterminante. 
il  restera  donc  fi  -f-  i  relations  homogènes  et  linéaires  en  A,  dont 
les  coefficients  dépendront  de  A  et  de  û.  On  est  donc  conduit 
à  deux  équations  en  X  et  Q;  et  ceux-ci  ajant  été  choisis,  on 
aura  les  rapports  des  A.  Nous  avons  écrit  que  le  premier  mem- 
bre de  Téquation  différentielle,  après  la  substitution,  est  une 
fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce,  qui  n'a  pas 
de  pôle;  il  se  réduit  donc  nécessairement  à  zéro  et  Ton  a  alors 
ime  intégrale.  On  démontre  ainsi,  pour  Téquation  de  Lamé, 
IVxistence  d'une  intégrale  fonction  doublement  périodique  de 
seconde  espèce,  et  Ton  a  en  même  temps  une  indication  des  cal- 
culs à  faire  pour  la  recherche  effective  de  cette  intégrale.  Soit 
F(w)  l'intégrale  précédente;  F(  —  z)  sera  aussi  une  intégrale, 
puisque  Téquation  ne  change  pas  quand  on  change  z  en  —  ^  ;  si  A 
est  arbitraire,  celle  seconde  intégrale  sera  distincte  de  la  pre- 
mière, et  Ton  a  alors  les  deux  intégrales  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce 

F(;;)     et     F(  —  z), 

qui  donneront  l'intégrale  générale  de  Téquation  de  Lamé. 
Soit,  par  exemple,  /i  =  i,  c'est-à-dire  Téquation 

-TT  ~  '  'iXr'sn*;:  -r-  h) y. 
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Ed  effectuant  les  calculs  qui  viennent  d'être  indiqués,  M.  Her- 
mite  trouve 

ik  étant  donnée  par  Téquation 

^(5)  désigne  une  des  fonctions  introduites  par  Jacobi  en  même 
emps  qne  H(z)  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Je  citerai  encore  Téqualion  de  troisième  ordre,  que  j'ai  indi- 
quée* {Comptes  rendus,  1880)  comme  premier  exemple  d'une 
équation  d'ordre  supérieur  au  second  intégrée  au  moyen  des  fonc- 
ions elliptiques 

g+(A-6A's„..)g-4-A.^=o, 

• 

h  et  A|  désignant  deux  constantes  quelconques,  dont  on  dé- 
montrera aisément  que  son  intégrale  générale  est  uniforme.  On 
trouvera  dans  les  Applications  des  fonctions  elliptiques,  de 
M.  Hermite  (§  XXXVIII),  d'autres  exemples,  dus  à  M.  Mitlag- 
Leffler,  d'équations  d'ordre  supérieur  au  second  rentrant  dans  la 
classe  qui  nous  occupe. 

17.  Je  terminerai  ce  Chapitre,  en  considérant  avec  Halphen 
une  classe  d'équations  à  coefficients  doublement  périodiques,  ne 
rentrant  pas  immédiatement  dans  la  classe  que  nous  venons  d'étu- 
dier, mais  pouvant  cependant  s'y  ramener  au  moyen  d'un  change- 
ment de  fonctions  (  '  ). 

Supposons  que  nous  ayons  une  équation  à  coefficients  double- 
ment périodiques 

dont  l'intégrale  générale   ne  soit  pas  uniforme,   mais  pour  la- 


(')  G.-H.  Halphen,  Mémoire  sur  la  réduction  des  équations  différentielles 
Unéaires  aux  formes  intégrables  (Tome  WV'III  d('S  Mémoires  des  Savants 
Etrangers). 
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quelle  le  rapport  de  deux  intégrales   quelconques   soit   uni- 
forme. 

Si  a«  est  un  point  singulier,  les  racines  de  Téquation  fonda- 
raenlale  déterminante  devront  être 


vj,     V, -^ei,     V, -4-e'i, 


les  e  étant  des  entiers  positifs  et,  de  plus,  aucun  développement 
ne  contiendra  de  logarithmes. 

La  somme  des  racines  de  Téquation  fondamentale  déterminante 
relative  à  aj,  c'est-à-dire 

sera  égale  à 

in(in  —  i) 
^ a., 

aj  désignant  le  résidu  de  p  pour  le  pôle  a^.  Donc,  si  les  points 
singuliers  sont  ai,  ^2,    ...,  ax,   dans   un    parallélogramme,    le 

produit 

/n(vi  -h. .  .-H  v^) 

sera  un  nombre  entier,  puisque  la  somme  des  résidus  de  p  pour 
les  pôles  ûTi,  . .  . ,  ax  est  nulle. 

Si  nous  rendons  le  parallélogramme  m  fois  plus  grand,  nous 
aurons  des  points  singuliers  m  fois  plus  nombreux,  et  alors  la 
somme  des  v,  qui  leur  correspondent,  sera  un  entier.  Plaçons- 
nous  donc  dans  cette  hypothèse  toujours  réalisable,  et,  conservant 
les  mêmes  notations  que  précédemment,  nous  aurons  cette  fois 

Sv  =  entier  =  k. 

Nous  poserons  maintenant 

r  =  Y/(^)- 

L'équation  transformée  en  Y  sera  à  coefficients  doublement 

f'iz) 
périodiques,  si  f^!'  est  doublement  périodique.   Or,  on  peut 

prendre 

/(^)  =  [H(^-aO]^.[H(5-aOr»...[H(^-ax)]VxH(zH, 

on  aura 
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qui  sera  doublement  périodique,  puisque  Sv  —  k=o.  D'autre 
part,  Y  deviendra  uniforme  ;  on  sera  donc  ramené,  pour  l'équa- 
tion en  Y,  à  une  équation  à  coefficients  doublement  périodiques 
et  à  intégrale  générale  uniforme.  On  ne  doit  pas  oublier  seule- 
ment qu'en  général  on  doit  considérer ,  pour  cette  équation 
transformée,  le  parallélogramme  des  périodes  comme  formé  de  m 
parallélogrammes  de  l'équation  primitive. 


.•v« 
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CHAPITRE  XVL 

THÉORIE  DES  SUBSTITUTIONS  ET  DES  ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES. 


I.  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  et  les  fonotions 

rationnelles  de  n  lettres. 

1.  Nous  nous  proposons  d'étudier,  dans  le  Chapitre  snivani 
les  analogies  entre   les  équations  algébriques  et   les   équatioi 
difTérentielles  linéaires.  Il  est  donc  indispensable  que  nous  repi 
nions  les  théories  algébriques,  qui  sont  les  analogues  de  celh 
que  nous  développerons  ensuite  pour  les  équations  linéaires;  c'e  '^' 

ce  que  je  vais  faire  le  plus  succinctement  possible  ('). 

Désignons  par 


(>)  La  bibliographie  sur  la  théorie  des  subslilutions  et  des  équations  al| 
briques  serait  bien  longue  à  établir.  Je  me  contenterai  de  citer  quelques  Trail 
généraux  sur  ce  sujet;  ce  sont  tout  d'abord  le  Traité  des  Substitution* et éq\ 
tions  algébriques  (PariS)  1870)  de  M.  Camille  Jordan,  dans  lequel  rémini 
Géomètre  expose  les  recherches  de  ses  devanciers  et  les  siennes  propres,  el 
Traité  des  Substitutions  de  M.  Netto  (Leipzig,  1882).  Dans  ces  derniers  tci 
ont  paru  en  France  deux  Livres  sur  ces  matières.  L'un  de  MM.  Borbl  et  Di 
expose  en  les  développant  les  leçons  de  M.  Tannery  à  l'École  Normale;  il  est  ii 
tulc  Introduction  à  l'étude  de  la  théorie  des  nombres  et  de  l'Algèbre  supérie- 
( Paris,  Nony,  1895);  les  auteurs  se  sont  surtout  préoccupés  du  point  de  Tue 
losophiquc  et  logique  dans  leur  très  intéressante  exposition  des  théories  al 
briques.  Le  second  Livre,  dû  à  M.  H.  Voot,  intitulé  Leçons  sur  la  résolution 
gébrique  des  équations  (Paris,  Nony,  1895),  est  rédigé  avec  beaucoup  de  ^^€f'o 
et  se  recommande  particulièrement  à  ceux  qui  veulent  étudier  ces  questions  f^^"'* 
la  première  fois. 
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1  lettres  représentant  n  grandeurs  indépendantes.  On  sait  qu'on 
eut  effectuer  sur  ces  lettres  des  permutations  en  nombre  i .  2  . . .  /i. 
les  permutations  sont  les  résultais  que  Ton  obtient  en  écrivant 
Bs  lettres  à  la  suite  les  unes  des  autres  de  toutes  les  manières 
ossibles. 
En  posant  N  =  i .  2 .  . .  /i,  désignons  par 

2o,     £1,     ....     £>•— I 

s  N  permutations  dont  nous  venons  de  parler.  L'opération,  par 
quelle  on  passe  d'une  permutation  à  une  autre,  est  dite  une  sub- 
'itiuion.  On  peut  représenter  une  substitution  en  écrivant  entre 
arenlhéses  la  permutation  de  laquelle  on  part  et,  au-dessus  de 
elle-ci,  la  permutation  nouvelle  qui  doit  la  remplacer.  Comme 
ordre  des  éléments  qui  se  correspondent  n'intervient  pas  dans 
3  résultat,  on  peut  supposer  que  chaque  substitution  remplace 
es  éléments  d'une  permutation  fixe;  par  exemple,  la  permutation 
■0  qui  représente  x^^  X2t  »  •  .,  ^«5  par  ceux  de  même  rang  d'une 
utre  quelconque  2/.  Nous  représenterons  ainsi  par 

(f.) 

i  substitution  qui  a  pour  etTet  de  remplacer  les  lettres  de  la  per- 
mutation So  par  les  lettres  de  la  permutation  S/.  On  désigne  sou- 
dât par  de  simples  lettres  S,  T,  ...  les  diverses  substitutions 
ie  l'on  a  à  envisager.  Il  y  a  intérêt  à  considérer,  dans  l'ensemble 
'S  substitutions,  la  substitution 


(V     ^ 


ïe  l'on  appelle  la  substitution  identique  ou  la  substitution 
^itc  ;  cette  substitution  indique  la  conservation  de  l'ordre  des 
ttres.  On  a  alors  N  substitutions  effectuées  sur  les  n  lettres; 
>us  désignerons  ces  substitutions  par 

)  Si,     Sj,     . . .,     Sx, 

première  substitution  Si  se  réduisant  à  la  substitution  unité. 

On  désigne  sous  le  nom  de  transposition  la  substitution  qui 

insiste  à  permuter  seulement  entre  elles  deux  des  lettres,  les 
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ji — 2   autres  restant  invariables.  Toute  substitution  peut  être  -^^^ 

regardée  comme  résultant  d'une  succession  de  transpositions.  On  mzx.  tx 

le  voit  de  suite  en  supposant  le  théorème  vrai  pour  n  —  i  lettres  -ei^aes 
et  l'étendant  à  n.  Soit,  en  effet, 

remplacées  respectivement  par 

Nous  pouvons  d'abord  faire  sur  la  première  permutation  une  in m=xo> 

version  entre  x^  et  ^«^  ce  qui  nous  donne 

^ût»    ^î»      •  •  •  j    •''i»     •  •  •  »     ^/if 

et  nous  n'avons  plus  à  faire  ensuite  qu'à  une  substitution  relatives» "^^'ve 
à  /i  —  I  lettres. 

Les  substitutions  les  plus  simples  sont  celles  qui  remplacent^  :M  ^t, 
dans  une  permutation,  chaque  élément  par  celui  qui  le  suit,  et  le»  if  le 
dernier  par  le  premier;  on  appelle  circulaire  une  telle  substila— mi^u- 
tion.  Toute  substitution  de  n  éléments  est  circulaire  ou  se  décom-.fl=Mnn- 
pose  en  substitutions  circulaires.  Soit,  en  effet,  x%  une  lettr»^:«'-re 
quelconque,  x^l  celle  qui  la  remplace  lorsqu'on  effectue  la  substi-i-:*li- 
tution,  soit  de  même  x^  la  lettre  qui  remplace  j^a»  ^^  ainsi  d»JE=»  de 
suite  jusqu'à  une  lettre  x\  qui  sera  remplacée  par  0:4 .  Nous  aurooMis:  mus 
ainsi,  dans  la  substitution,  un  premier  cycle;  une  lettre  nor^z>iOn 
rencontrée  donnera  naissance  à  un  autre  cycle  et  ainsi  de  saitc^.^  te, 
de  sorte  que  la  substitution  est  bien  décomposée  en  un  certai  mMsaîwt 
nombre  de  cycles  ou  substitutions  circulaires. 

2.  Si  l'on  effectue  sur  les  x  d'abord  la  substitution  S  et  ensuir  M"  site 

la  substitution  T,  on  aura  une  substitution  résultante,  qu^on  apy^M^pp- 

pelle  \e produit  des  deux  substitutions  S  et  T;  nous  la  design»  -^i^Bae- 

rons  par 

TS, 

en  indiquant  par  là  qu'on  fait  d'abord  la  substitution  S  et 

ensuite  la  substitution  T  ('). 


(*)  On  fait  souvent  rhypolhèsc  inverse;  nous-méme  l'avons  faite  dans  un  C  ^  *fea- 
pitre  précédent.  Nous  conserverons  jusqu'à  la  fin  de  ce  Volume  la  convent-J^^'oji 
faite  dans  le  texte. 
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Il  De  faut  pas  confondre  les  deux  substitutions 

TS    et    ST, 

qui  sont,  en  général,  distinctes.  Quand  elles  sont  identiques,  on 
dit  que  les  substitutions  S  et  T  sont  échangeables. 

On  appelle  substitution  inverse  d^une  substitution  S,  et  Ton 
désigne  par  S~*  la  substitution  représentant  (^opération  inverse  ; 

on  a 

SS-J  =  S-»S  =  1. 

Dans  le  cas  où  les  deux  substitutions  S  et  T  sont  échangeables, 
on  a,  comme  nous  venons  de  le  dire, 

TS  =  ST; 
on  en  déduit 

TSS-»  =  STS-» 
et,  par  suite, 

T  =  STS-». 

3.  Considérons  maintenant  une  fonction  rationnelle  de  n  va- 
riables indépendantes 

Quand  on  efiectue  sur 

•^1  >    ^1  *    •  •  •  »    ^rt 

toutes  les  substitutions  (i),  il  peut  arriver  que  la  fonction  ne 
change  pas.  On  sait  que  la  fonction  cp  est  dite  alors  une  fonction 
symétrique  de  Xi^x^i  ••>,  Xn  et  peut  s'exprimer  en  fonction 
rationnelle  des  fonctions  symétriques  élémentaires 

D^autre  part,  si  la  fonction  f  est  arbitraire,  on  obtiendra  N 
fonctions  distinctes,  quand  on  effectuera  toutes  les  permutations 
possibles  sur  les  x,  c'est-à-dire  les  substitutions  (i). 

Mais  il  peut  y  avoir  des  intermédiaires  entre  les  deux  cas 
extrêmes  dont  nous  venons  de  parler;  ainsi  pour  /i  =  4  '& 
fonction 

ç  =  n  a^i  -H  2^3  x^ 

ne  prend  que  trois  valeurs  pour  les  vingt-quatre  substitutions 
P.  —  III.  29 
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effectuées  sur  x^^  X2j  ^3,  x^.  Ces  trois  valears  sont  visiblement 
f  lui-même  et  les  deux  expressions 

Xijr^  -¥-  x^x^,    XiX^  -^  XfX^, 

Considérons  donc  Tensemble  de  toutes  les   substitutions  ({ai 
laisseraient  invariable  une  certaine  fonction  >p(.ri,  x^,  ..,,Xn)i 
et  désignons-les  par 
(G)  Si  =  I,    S»,     . . .,    Sr  ; 

la  substitution  unité  étant  évidemment  comprise  parmi  elles,  l^ 
substitutions  précédentes  forment  un  groupe,  c'est-à-dire  qw 
les  inverses  et  les  produits  de  deux  substitutions  quelconques  de 
la  suite  (G)  appartiennent  eux-mêmes  à  cette  suite.  Il  en  résulte 
qu'en  combinant  d'une  manière  quelconque,  par  multiplication, 
les  substitutions  de  (G),  on  aura  toujours  des  substitutions  delà 
même  suite.  On  appelle  degré  d'un  groupe  (G)  de  substitutions 
le  nombre  des  lettres  figurant  dans  ces  substitutions.  Vordre 
d'un  groupe  est  le  nombre  r  des  substitutions  de  ce  groupe. 

En  particulier,  à  une  fonction  symétrique  correspond  le  groupe 
général  des  i  .a. .  .n  substitutions  relatives  à  n  lettres.  Nous  ap- 
pellerons ce  groupe  le  groupe  symétrique. 

4.  Une  fonction  rationnelle  cp  nous  a  conduit  à  la  notion  capi- 
tale de  groupe  de  substitutions.  On  peut  inversement  concevoir 
a  priori  la  notion  de  groupe  de  substitutions,  c'est-à-dire  d'un 
ensemble  de  substitutions  telles  que  leurs  inverses  et  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  d'entre  elles  donnent  une  substitution 
de  cet  ensemble.  On  peut  établir  que,  pour  un  tel  groupe,  il  Y 
aura  toujours  des  fonctions  rationnelles  que  laisseront  iti^a- 
riables  les  substitutions  du  groupe,  tandis  que  toute  autre 
substitution  modifierait  ces  fonctions.  Considérons,  en  effet, 
l'expression 

^  =  «0  -H  «1  J^l  -h  «î  arj  -f- .  .  .  -h  Œ/i  Xrt  , 

les  a  étant  des  constantes  distinctes.  Il  est  clair  que  cette  fonction 
a  1,2...,  n  valeurs  quand  on  effectue  sur  les  x  toutes  les  penno* 
tations  possibles.  Soit  d'autre  part  G  un  groupe  de  substituUOD^ 
d'ordre  /*  ;  désignons  par 
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r  valeurs  que  prend  la  fonction  ^  pour  les  substitutions  de  ce 
mpe  (oj  ==  ?),  et  formons  le  produit 

C'est  une  fonction  rationnelle  ^^x^^x^^  ...,  :r,i  que  laissent 
irariable  les  substitutions  du  groupe,  puisque  ces  substitutions 
rmutent  seulement  les  différents  facteurs. 
D^autre  part,  toute  permutation  S,  qui  ne  fait  pas  partie  du 
oupe  G,  ne  laisse  pas  invariable  la  fonction  <^.  En  effet ,  en 
ectuant  sur  cp  une  telle  permutation,  on  obtient  une  exprès- 
m  ^\  différente  de  çp2j  •  •  •  >  <fr>  puisque  les  i  .2. . .  /i  permuta- 
ms  donnent  des  résultats  distincts.  Si  ^  restait  invariable  pour 
substitution  S,  op',  ne  pourrait  différer  de  ^29  •  -  •>  ?r  que  par 
i  facteur  constant.  Mais  si  Ton  avait 

I  aurait  nécessairement  â:=  i,  puisque  ao  n'est  pas  nul,  et,  par 
ite,  cp'f  serait  égal  à  ç^,  ce  que  nous  venons  de  dire  éU'e  impos- 
3le. 

5.  Supposons  qu'une  fonction  cp  prenne  p  valeurs  quand  on 
fectue  sur  les  x  toutes  les  permutations  possibles,  et  soient  ^j, 
j,  . . . ,  Op  ces  p  fonctions.  Toute  fonction  symétrique  ^  de 
,  ^2,  . . . ,  ©p  restera  invariable  quand  on  effectuera  sur  les  x 
le  permutation  quelconque,  puisqu'une  telle  permutation  ne 
îut  que  changer  l'ordre  de  ces  fonctions. 

La  fonction  <^  s'exprimera  donc  à  l'aide  des  fonctions  symé- 
iques  élémentaires.  Il  en  résulte  que  cp,,  ç^,  . . .,  cpp  peuvent 
re  regardés  comme  les  racines  d'une  équation  de  degré  p, 
ont  les  coefficients  sont  des  fonctions  symétriques  des  va- 
labiés;  nous  désignerons  cette  équation  par 

F(9)  =  o. 

6.  Étant  donné  un  groupe  G,  il  existe  une  infinité  de  fonctions 
itionnelles  de  j:i,  x^^  •  •  •  9  ^/ti  que  laissent  invariables  les  substi- 
itions  de  ce  groupe.  Nous  allons  démontrer,  relativement  à  ces 
onctions,  un  théorème  d'une  grande  importance.  Je  dis  que  : 
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Deux  fonctions  appartenant  au  même  groupe  s^ expriment 
rationnellement  V une  par  Vautre, 

Soit  r  Tordre  du  groupe  G,  dont  nous  représentons  les  substi- 
tutions par 

(a)  Si  =  I)    Si,     ...t    Sr« 

Soit  d^abord  cpi  une  des  fonctions  correspondant  à  ce  groupe  :  si 
a-  désigne  une  substitution  n'appartenant  pas  à  G,  la  fonction  ^ i 
se  changera  en  une  autre  fonction  ^^  quadd  on  effectuera  la 
substitution  a-.  Toutes  les  substitutions 

(3)  <ï,     crS„     ...,     aSr 

transformeront  cpi  en  ^29  ^t  ce  seront  les  seules,  car  si  S'  désigne 
une  telle  substitution,  la  substitution 

a--»  S' 

transformera  cpi  en  elle-même;  on  aura  donc 

ce  qui  revient  bien  à 

S'=crS/, 

comme  nous  voulions  le  faire  voir.  Cherchons  le  groupe  appar- 
tenant à  la  fonction  ^2-  Si  S'^  est  une  substitution  de  ce  groupe, 
la  substitution  t~*  S'' a*  transformera  cpi  en  elle-même.  Donc 

<r-»S'cr  =  S/, 

d'où  l'on  déduit  que  le  groupe  cherché  est  formé  des  substitutions 

On  désigne  ce  groupe  sous  le  nom  de  transformé  du  groupe  G 
par  la  substitution  a-.  Si  les  substitutions  (a)  et  (3)  ne  donnent 
pas  l'ensemble  du  groupe  des  permutations  de  n  lettres,  c'est- 
à-dire  si 

1.3. ..  n 


r 


>2, 


il  y  aura  une  substitution  ^  n'appartenant  pas  à    (a)    et   (3). 
Cette  substitution  transforme  cp,  en  cp,,  et  le  groupe  de   ^ 3  est 
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le  transformé  de  G  par  ct',  de  même  que  le  groupe  de  ^ 2  était  le 
transformé  de  G  par  a*.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que,  si  la 
fonction  9  prend  p  valeurs  pour  Tensemble  des  substitutions, 
on  partagera  cet  ensemble  en  p  groupes  de  r  substitutions,  tels 
que  (2),  (3),  ...  ;  on  a  évidemment 

1.2. . .  71  =  r^. 

Cela  posé,   soit   ^4  une  seconde  fonction  correspondant  au 
groupe  G  et  désignons  par 

les  p  valeurs  de  ^  correspondant  respectivement  aux  substitu- 
tions (2),  (3),  ....  Considérons  les  expressions 

?i  4^1  -♦-     ?î4'«-»--..-+-?p'i'p, 


Ces  expressions  sont  évidemment  symétriques  en  X\ ,  X2t  •  >  •^  x„j 
puisque  toute  permutation  effectuée  sur  les  x  ne  peut  que  chan- 
ger fi  en  cp)^  et  ^i  eu  ^f^.  Elles  s'exprimeront  donc  à  Taide  des 
fonctions  symétriques  élémentaires;  posons  donc 

'l'i-+-      4'îH-...-+-4'p  =  Pi, 


Pious  pouvons  tirer  de  ces  équations  du  premier  degré  les 
valeurs  de  ^4,  ^29  •••>  ^p*  Considérons  en  particulier  ^1;  son 
e:Kpression  sera  symétrique  par  rapport  à  ^ 2»  •  •  •  9  fpj  or,  ces  der- 
nières quantités  sont  racines  de  Téquation 

F(cp) 
— ^-^  =0, 

?  — ?i 

comme  il  résulte  du  §  S.  Cette  équation  a  ses  coefficients  ration- 
nels en  f  I  et  symétriques  par  rapport  aux  x.  Il  résulte  immédia- 
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tement  de  là  que  J/i  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  0|, 
comme  nous  voulions  Tétablir.  11  est  bien  entendu  que  dans  cette 
expression  rationnelle  figurent  comme  coefficients  de  f  i  des  fonc- 
tions symétriques  des  x. 

La  démonstration  précédente  permet  d'établir  un  théorème  plus 
général  que  celui  que  nous  venons  d'énoncer.  Les  deux  fonctions 
^  et  ^  n'ont  pas  besoin  d'appartenir  au  même  groupe.  Supposons 
seulement  que  ^  reste  invariable  pour  toutes  les  substitutions  du 
groupe  auquel  appartient  cp.  Il  arrivera  alors  que  les  fonctions 
désignées  par 

ne  seront  pas  toutes  distinctes,  car  il  y  aura  d'autres  permutations 
que  celles  du  groupe  G  n'altérant  pas  la  fonction  ^i.  Mais  cela 
importe  peu  pour  la  démonstration,  et  nous  avons  le  théorème 
général  suivant,  dû  à  Lagrange  : 

Si  deux  fonctions  rationnelles  de  plusieurs  variables  ^  et  ^ 
sont  telles  que  l'une  ^  reste  invariable  pour  toutes  tes  substi- 
tutions du  groupe  auquel  appartient  çp,  la  fonction  '^  s'exprime 
rationnellement  au  moyen  de  la  seconde  et  des  fonctions  symé- 
triques élémentaires, 

7.  Un  exemple  intéressant  de  fonctions,  ayant  plusieurs  valeurs 
pour  l'ensemble  des  permutations,  nous  est  fourni  par  les  fonc- 
tions entières  ayant  deux  valeurs.  Supposons  qu'une  telle  fonc- 
tion cp  existe  et  désignons  par 

?i    et    «p, 

ses  deux  valeurs.  Toute  substitution  S  du  groupe  qui  change  f  i 
en  elle-même  changera  aussi  (D2  eu  elle-même,  car  autrement  S~* 
changerait  fi  en  cp2,  tandis  que  manifestement  S~*  change, 
comme  S,  ^ i  en  elle-même.  Tl  y  a  donc  deux  genres  de  substitu- 
tions, les  unes  changeant  cpi  en  cp^  et  ^2  ^^  ?m  ^^^  autres  changeant 
Qi  et  (f2  ^^  elles-mêmes.  Envisageons  la  fonction 

ce  sera  une  fonction  ayant  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires. On  appelle  alternée  une   fonction  jouissant  de  cette  ^ 
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priété  de  n'avoir,  pour  Pensemble  des  permutations,  que  deux 
val^mxrs  égales  et  de  signes  contraires.  Le  carré  d\ine  fonction 
^It.^ wrwokée  est  une  fonction  symétrique. 

IMToute  substitution  pouvant  être  obtenue  en  faisant  une  succès- 
si€>mrM.      d'inversions  entre  deux  lettres,  il  est  clair  qu'il  j  aura  au 

s  une  inversion  changeant  le  signe  d'une  fonction  alternée  F. 
tte  inversion  est  entre  Xg^  et  J?p,  la  fonction  F  s'annulera  né- 
irement  pour  Xa  =  ^p  et  sera,  par  suite,  divisible  par  Xa  —  ^p. 
.'È.m^  ^j£  F^  est  divisible  par  {xa  —  ^p)^  et,  comme  il  est  symétrique, 
■^     st^^ara  divisible  par  tous  les  binômes  analogues.  Donc  F  est  di- 

^•'i^i  l^le  par  la  fonction  u  formée  de facteurs  linéaires 

u  =(ar,  — ar,)(j?,  — 373)  ...  (a?,  — ar^), 


V^l 


voit  d'ailleurs,  de  suite,  que  cette  fonction  u  n'a  que  deux 

rs  égales  et  de  signes  contraires.  La  fonction  alternée  F  sera 

*^^^  *  **  ^ble  par  une  puissance  m  de  «,  qui  sera  impaire,  car  autre- 

le  quotient 

_F 


E  encore  alterné  et,  par  suite,  divisible  par  u;  m  ne  serait 

ilors  la  plus  haute  puissance  de  a,  qui  divise  F.  Nous  pouvons 

écrire 

F  =  S.a, 

ni  symétrique. 

nous  revenons  alors  à  la  fonction  ^ ,  on  peut  écrire 

Ç,  —  <p,  =  2PiW, 

<pi-i-«p,  =  2pj, 

•  _^  t  Pj  étant  symétriques;  donc  toute  fonction  à  deux  valeurs 

la  forme 

r,-+-Ptw. 


<:^utes  ces  fonctions  se  ramènent  donc  à  u,  c'est-à-dire  à  la  ra- 

,     ^    carrée  du  discriminant  des  n  lettres  j:«,  X2,  . . .,  x„.  Il  est 

'3  d'ailleurs,  que  la  fonction  u  n'a  que  deux  valeurs,  puisque 


cl^i 
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toute  substitution  De  peut  que  permuter  Tordre  des  facteurs  li- 
néaires et  changer  leurs  signes. 

Le  groupe  de  substitutions  laissant  invariable  la  fonction  u 
s'appelle  le  groupe  alterné.  Soient 

Sj  =  I,     Sj,     , . .,     Sf 

les  substitutions  de  ce  groupe.  Pour  toutes  ces  substitutions,  la 
fonction  u  prend  une  même  valeur  u^ . 

Raisonnons  comme  au  §  6  :  il  y  a,  dans  le  groupe  général  des 
1 .2. . .  n  substitutions,  une  substitution  o-  qui  n'appartient  pas 
au  groupe  alterné,  sans  quoi  u  serait  symétrique.  Nous  avons 
alors  une  seconde  ligne 

9y  <ïSj,  ...»  ^   S/. 

de  substitutions  transformant  Ui  en  une  autre  fonction  u^f  et, 
comme  u  n'a  que  deux  valeurs,  les  2r  substitutions  précédentes 
donnent  toutes  les  substitutions  du  groupe  symétrique.  Donc 

1.2. . . n 

r  =  9 


I .2. . .  n 


et,  par  suite,  le  groupe  alterné  est  d^ ordre    *       — •  On  voit 

bien  facilement  qu'il  est  formé  des  substitutions  du  groupe  sy- 
métrique se  ramenant  à  un  nombre  pair  de  transpositions. 
Un  second  exemple  nous  sera  fourni  par  la  fonction 

déjà  considérée  au  §  3.  Cette  fonction  a  trois  valeurs  ;  il  j  aura 
donc  trois  lignes  dans  le  Tableau  des  substitutions  du  groupe  sy- 
métrique mis  sous  la  forme 

0|,  oj,       .  .  .  ,  brj 

Œ  O],      Œ  O);       •  *  •  «      V  ^D 

OÙ  les  substitutions  de  la  première  ligne  sont  celles  qui  laissent 
invariable  la  fonction.  On  aura  donc 

3r  =  i.a.3.4         ou         r  =  8. 

Le  groupe  des  S  est  donc  d'ordre  huit. 
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II.  —  De  la  réductibilité  des  fonctions  entières. 

8.  La  notion  de  réductibilité  des  fonctions  entières  joue  un  rôle 
capital  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Nous  devons 
nous  y  arrêter  un  moment. 

Définissons  d'abord  avec  précision,  comme  le  faisait  Kro- 
necker(*),  ce  qu'on  doit  entendre  par  domaine  de  rationalité. 
Étant  donnés  des  paramètres  R|,  R2,  B3,  • . .,  que  Ton  suppose 
indéterminés  et  indépendants  les  uns  des  autres,  nous  appellerons 
domaine  de  rationalité  l'ensemble  des  fonctions  rationnelles 
de  ces  paramètres,  les  coefficients  figurant  dans  ces  fonctions 
rationnelles  étant  des  nombres  entiers.  Le  domaine  le  plus  simple 
est  formé  par  les  nombres  rationnels;  il  ne  comprend  aucun  pa- 
ramètre. 

Le  premier  problème  qui  se  présente  est  de  reconnaître  si  une 
équation  à  coefficients  entiers 

/(^)=o 

admet  une  racine  commensurable  ;  c'est  là  une  question  classique 
sur  laquelle  je  n'ai  pas  à  insister  ici.  Prenons  maintenant  une 
équation 

(a)  /(x,R,,R„Ra,  ...)  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances  de  x  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  des  R  à  coefficients  eux-mêmes  commensurables, 
et  cherchons  si  cette  équation  en  x  peut  être  vérifiée  par  une 
fonction  appartenant  au  domaine  de  rationalité.  Ecrivons  l'équa- 
tion sous  la  forme 

ao(R],  Rf,  . .  ')x'^  -4-ai(Ri,Rî,  . .  .)^'"""*  -+-...=  o, 

les  a  étant  des  polynômes  en  R  à  coefficients  entiers.  En  posant 


(•)  Kronecker,  Grundzuge  einer  arithm.  Théorie  der  algebraischen  Grôs^ 
sen  {Festchrift  zum  Kummer's  Jubilœum,  1882). 
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nous  aurons  une  équation  en  y  de  même  forme,  mais  où  le  pre- 
mier coefficient  sera  l'unité. 

S'il  existe  une  racine  x  rationnelle  par  rapport  aux  R,  l'équa- 
tion en  y  aura  une  racine  entière,  et  nous  sommes  donc  ramené 
à  la  recherche  d'une  racine  de  l'équation 

qui  soit  une  fonction  entière  de  R| ,  R2,  . . . ,  formé  avec  des  nom- 
bres rationnels.  On  trouve  immédiatement  une  limite  supérieure 
du  degré  possible  de  y  par  rapport  à  chacun  des  paramètres  R|, 
B2,  •••,  comme  le  montre,  par  exemple,  la  théorie  des  asym- 
ptotes. On  fera  donc  la  substitution  à  y  dans  l'équation  d^un 
poljnôme  en  Ri,  R2,  . .  •  d'un  degré  déterminé,  les  coefïicientsA 
de  ce  poljnôme  étant  indéterminés.  En  égalant  à  zéro  tous  les 
termes  du  résultat  de  la  substitution,  on  aura  un  certain  nombre 
de  relations  algébriques  entre  les  coefficients  Â.  Il  ne  s^agira  plos 
que  de  voir  si  l'on  peut  y  satisfaire  par  des  nombres  commensu- 
rables. 

On  aura  d'abord  à  voir  si  les  équations  sont  compatibles  algé- 
briquement; s'il  en  est  ainsi,  la  résolution  de  ces  équations  se 
ramène,  par  des  calculs  où  n'entre  aucune^  irration  alité,  à  la  ré- 
solution d'une  équation  unique  à  coefficients  rationnels,  et  nous 
sommes  ainsi  conduit  de  nouveau  au  premier  problème. 

Supposons  enfin  que  nous  voulions  reconnaître  si  Téquation  (2) 
admet  un  diviseur  rationnel  de  degré  k.  Je  désigne  par 

les  m  racines  de  l'équation,  et  je  forme  l'expression 
(3)  y—p\h  —Pit^—,,.^pktk, 

en  désignant  par  p\t  pi^  . . . ,  ^^  les  fonctions  symétriques  élé- 
mentaires relatives  à  J^^a.i  ^a,>  •••?^af  Nous  représentons  par 
ai,  a2,  . . . ,  a^  k  nombres  distincts  de  la  suite  des  m  premiers 
nombres,  et  les  t  sont  des  paramètres  arbitraires.  En  prenant 
pour  les  a  toutes  les  combinaisons  possibles  des  m  premiers 
nombres  k  k  k^  et  formant  le  produit  des  expressions  (3),  nous 
aurons 

^{y'-'P\h—pttt—'"—Pktk)  =  ^{yi(\'.  -M^A, Ri,Rî...), 
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et  nous  avons  à  rechercher  si  l'équation 

F(7>  'i»  "">  'a«  Rii  Ri»  . . .  )  =  o 

admet  pour  y  une  racine  rationnelle  en  /  et  R  et  à  coefficients 
commensurables. 

Une  telle  racine,  que  nous  savons  trouver  d'après  ce  qui  pré- 
cède, devra  être  nécessairement  de  la  forme 

et,  si  elle  est  rationnelle,  c'est  que  les  fonctions  symétriques  p 
de  OTa, 9  ^a,)  •••  )  ^ai  appartiennent  au  domaine  de  rationalité 
(Ri,  R2,  ...).  L'équation  est  dite  alors  réductible,  et  nous 
pouvons  obtenir  les  différentes  équations  en  lesquelles  elle  se 
décompose. 

Une  équation  qui  n'est  pas  réductible  dans  un  domaine  donné 
de  rationalité  est  dite  irréductible  dans  ce  domaine. 

9.  Démontrons  de  suite  une  proposition  fort  simple,  mais  de 
grande  importance,  sur  les  équations  irréductibles.  Je  suppose 
que,  dans  un  certain  domaine  de  rationalité,  une  équation  algé- 
brique ait  une  racine  commune  avec  une  équation  irréductible  :  je 
vais  montrer  qu'e//e  admettra  toutes  les  racines  de  cette  seconde 

équation.  Soit  donc 

F(x,Ri,R,,  ...)  =  o 

la  première  équation,  et  représentons  par 

/(x,  R|,  Rj,  ...)  =  o, 

l'équation  irréductible  qui  a  par  hypothèse  une  racine  commune 
avec  F.  Nous  pouvons  former  le  plus  grand  commun  diviseur 
0(a:,  R|,  R2,  . ..)  entre  F  et/;  ses  coeflficienls  appartiendront  au 
même  domaine  de  rationalité.  Il  faut  nécessairement  que  6  et/ 
coïncident,  car  autrement/ ne  serait  pas  irréductible;  il  est  évi- 
dent alors  que  toutes  les  racines  de /appartiennent  à  F. 

10.  Nous  allons  généraliser  le  point  de  vue  auquel  nous  ve- 
nons de  nous  placer  pour  définir  l'irréductibilité  d'une  équa- 
tion, mais  auparavant  établissons  une  proposition  qui  nous  sera 
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plus  tard  très  utile.  Étant  donné  un  domaine  de  rationalité,  con- 
sidérons une  équation  de  degré  n 

f{x)  =  o, 

dont  nous  désignerons  les  racines  supposées  inégales  par 

^i>    ^1»    •  •  •  )    ^«j 
et  soit 

une  fonction  rationnelle  telle  que  les  i .  2  • . .  n  valeurs  numéri- 
ques qu'elle  prend,  quand  on  permute  les  racines  de  toutes  les 
manières  possibles,  soient  toutes  différentes,  nous  allons  démon- 
trer que  les  Xij  X2,  ' ",  Xn  s'expriment  en  fonctions  ration- 
nelles de  y  (*).  Ce  théorème  joue  un  grand  rôle  dans  la  théorie 
de  Galois,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  et  nous  allons  rapporter 
la  démonstration  qu'en  donne  l'illustre  géomètre.  Mais  nous  pou- 
vons observer  auparavant  que  le  théorème  est  en  quelque  sorte 
évident,  car  V  satisfait  à  une  équation  d'ordre  1 .2. . .  n  dont  les 
racines  sont  distinctes,  et  à  chaque  valeur  de  V  ne  correspond 
qu'une  seule  valeur  de  Xt ,  X2,  •  •  •  1  x,t^  puisque  pour  deux  per- 
mutations différentes  des  a;  on  a  deux  valeurs  différentes  de  V. 

Ne  nous  contentons  pas  cependant  de  cette  vue  rapide ,  et 
cherchons  comment  on  pourra  trouver  effectivement  les  expres- 
sions rationnelles  des  racines  en  fonction  de  V.  Désignons  par  V| 
la  valeur  de  V  pour  une  certaine  permutation,  soit  Xt,  X2^ . .  ',x„. 
Laissons  Xt  fixe  et  permutons  de  toutes  les  manières  possibles 
^2?  ^3>  •  •  «î  -2^/1»  nous  aurons  ainsi  les  [x  =  i  .2  • .  •  (n  —  i)  valeurs 

distinctes  de  V 

Vt,    V,,     ...,    V^. 

Les  coefficients  de  l'équation  donnant  ces  valeurs  de  V  seront 
symétriques  par  rapport  aux  racines  de  l'équation 

=  o. 


X  —  Xi 


(  *  )  Cette  proposition  se  trouTe  au  commencement  du  Mémoire  célèbre  de  Ga- 
lois,  dont  nous  allons  bientôt  nous  occuper.  Elle  est  citée  sans  démonstration 
par  Abel  dans  le  Mémoire  posthume  Sur  les  Fonctions  elliptiques. 


•■ 
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et  seront  par  suite  rationnels  en  Xt,  Désignons  cette  équation 
par 

(4)  F(V,arO  =  o, 

Fêtant  un  polynôme  en  V  et  Xt,  Il  en  résulte  que  Téquation 
en  X 

(5)  F(V„x)  =  o 

admet  certainement  a?!  pour  racine.  L'équation  (S)  en  x  et  Té- 
quation 

ont  donc  une  racine  commune  Xt,  Elles  ne  peuvent  en  avoir 
qu'une,  car  si  X2  était  racine  de  (5),  on  aurait 

F(Vi,x,)  =  o. 
Or  l'équation 

(6)  F(V,j-,)  =  o 

admet  pour  racines  les  valeurs  de  V  obtenues  en  transposant  Xt 
et  X2  dans  les  permutations  qui  correspondaient  aux  racines  de 
Féquation  (4)  ;  cette  dernière  équation  et  l'équation  (6)  n'ont 
donc  pas  de  racines  communes,  puisque  toutes  les  valeurs  de  V 
sont  distinctes.  Ainsi  l'équation  (5)  et  l'équation 

/(x)  =  o 

n'ont  qu'une  racine  commune,  et  nous  aurons  pour  cette  racine 
commune  Xi  une  fonction  rationnelle  de  Vf .  On  aura  de  même 
d'autres  fonctions  rationnelles  de  V|  pour  les  autres  racines  â?2y 
Xi,  ...^Xni  et  le  théorème  est  par  suite  démontré,  en  même 
temps  qu'on  a  une  marche  à  suivre  pour  trouver  explicitement 
ces  fractions  rationnelles. 

Deux  corollaires  du  théorème  précédent  joueront  dans  la  Sec- 
tion suivante  un  rôle  capital. 

Soit 

^''(V)  =  o 

Inéquation  donnant  les  i  •  a . . .  /i  valeurs  de  V.  Nous  venons  de  voir 
que  OTi,  X21  •••jXn  sont  fonctions  rationnelles  de  Vf.  Comme, 
d'autre  part,  une  autre  quelconque  des  valeurs  de  V  est  ration- 
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nielle  en  Xt,  x^,  . ..,  J?,i,  elle  sera  aussi  rationnelle  en  V|.  Donc, 
toutes  tes  racines  de  V équation  W  sont  fonctions  rationnelles 
de  Vune  quelconque  d'entre  elles. 

En  second  lieu,  supposons  que  Téquation  W  soit  réductible,  et 
prenons  l'un  de  ses  facteurs  irréductibles 

dont  nous  désignerons  les  racines  par 

Nous  avons  trouvé  plus  haut,  pour  les  racines  de  réquation 

f{x)  =  o, 

^i  =  Ri(V,),        x,=  R,(V,),         ...,        a:„  =  R„(V,), 

les  R  étant  rationnels.  Il  est  facile  de  voir  qu'elles  pourront  être 
représentées  aussi,  quoique  dans  un  ordre  différent,  par 

(7)  Ri(Va),    R,(Va),     ...,     R«(Va), 

V/i  étant  une  quelconque  des  racines  V|,  Vq,  ...,  Vy.  Eln  effet, 
l'équation  /admet  par  hypothèse  la  racine  Rj  (V,  )  ;  réquation 

/[R,(V)]  =  o 

est  donc  satisfaite  pour  V  =  Vj  ;  il  s'ensuit  qu'elle  doit  être  satis- 
faite pour  V2,  . . . ,  Vv  (§  9).  Les  termes  de  la  suite  (7)  sont  donc 
des  racines;  il  reste  à  prouver  qu'ils  sont  distincts.  En  effet,  si 
l'on  avait  par  exemple 

Ri(Va)-R,(Va)  =  o  (^5^1), 

l'équation 

Ri(V)-R,(V)  =  o 

étant  vérifiée  pour  V  =  V^  serait  vérifiée  pour  V  =  V|,  ce  qui 
n'est  pas. 

H.  Indiquons  encore  une  conséquence  de  la  proposition  pré- 
cédente :  Etant  données  un  nombre  quelconque  d^irration-- 
nelles  algébriques,  on  peut  toujours  les  exprimer  toutes  en 
fonction  d'une  même  irrationnelle.  Soient,  par  exemple,  deux 
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équations  algébriques  de  degré  |x  et  v 

on  pourra  exprimer  j^  et  z  en  fonctions  rationnelles  d'une  même 
racine  d'une  troisième  équation  algébrique  dont  les  coefficients 
appartiennent  au  même  domaine  de  rationalité.  En  effet,  les  ra- 
cines 

^i>  yit    •••»  ^|iî      ^1»   ^ii    •••!   -Sv 

sont  racines  d'une  même  équation  algébrique 

et,  comme  rien  ne  supposait  plus  haut  qiie/(x)  était  irréduc- 
tible, nous  pouvons  appliquer  le  théorème  précédent,  et  expri- 
mer ainsi  les  y  et  z  en  fonction  rationnelle  d'une  irrationnelle 
auxiliaire  V. 

12.  Nous  pouvons  maintenant  généraliser  le  point  de  vue  au- 
quel nous  nous  étions  d'abord  placé  pour  définir  l'irréductibilité 
d'une  équation.  Nous  avons  jusqu'ici  considéré  le  domaine  de 
rationalité  (R|,  R2,  •••).  Nous  pouvons  adjoindre  à  ce  domaine 
des  fonctions  algébriques  de  Ri,  R2,  ...,  c'est-à-dire  des  racines 
d'équations  algébriques 

o(a,  Ru  Rî,  ...)  =  o,        ^{v,  R|,  R„  ...)  =  o,       

Cela  posé,  une  équation  en  x 

/{x,  M,  i»,  ...,  R,,  R,,  ...)  =  0, 

lont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  à  coefficients 

ntiers  de  1/,  r,  . . . ,  R| ,  R2,  . .  • ,  sera  réductible,  si  elle  a  une  ra- 

ne  commune  avec  une  équation  de  même  forme  et  de  degré 

oindre.  D'après  le  paragraphe  précédent,  on  peut  supposer  que 

n  adjoint  une  seule  fonction  algébrique.  Nous  aurions  donc 

quation 

©(m,  r,,  Rt,  ...)  =  o, 

\  l'on  peut  supposer  irréductible  au  sens  des  paragraphes  pré- 
ents,  et  l'équation 

f{x,  a,  Ri,  R„  ...)  =  o, 
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qui  peut  d^aillears  ne  pas  renfermer  u.  Il  sera  facile  de  recon- 
naîlre  si  cette  équation  est  réductible  an  sens  généralisé  qae  nous 
adoptons  maintenant.  En  procédant  comme  an  §  8,  il  suffit  de  re- 
connaître si  Téquation  admet  ane  racine  fonction  rationnelle  de 
1/,  R, ,  R^.  ...  à  coefficients  entiers.  Or,  si  m  est  le d^ré  de  9  par 
rapport  à  u,  une  telle  racine  sera  de  la  forme 


=  A#—  A|if  — —  Aa-iif 


«-i 


les  A  étant  des  fonctions  rationnelles  des  R  à  coefficients  coin- 
mensurables.  En  substituant  cette  expression  dans  Téquation  /, 
nous  aurons  une  relation  de  la  forme 

^(Uf  A*, An,-].  R].  Hf. 1  =  o. 

On  ramènera  toutes  les  puissances  de  if  dans  ^  a  être  ta  plus 
de  degré  m  —  i  en  se  servant  de  Féqnation  s,  et  Ton  devra  alors 
avoir  une  identité,  ce  qui  donnera  m  équations  pour  déterminer 
les  A.  On  est  ainsi  ramené  au  problème,  déjà  étudié,  de  recon- 
naître si  des  équations  peuvent  être  Térifiées  par  des  fonctions 
rationnelles  à  coefficients  entiers  de  certains  paramètres  ({oi  J 
figurent. 

Comme  exemple  d'une  équation  devenue  réductible  par  Vad- 
jonction  d^une  irrationnelle,  il  suffira  de  prendre  Téquation 

X* —  -ix* —  3  =  o. 

Elle  est  irréductible  quand  le  domaine  de  rationalité  est  Ten- 
serable  des  nombres  entiers.  Elle  devient  au  contraire  réductible 
quand  on  adjoint  l'irrationnelle  u  définie  par 

II' — 3  =o, 

puisque  Téquation  peut   s'écrire 

d  où  il  résulte  que  x*  —  2x-  —  3  admet  le  facteur  x  —  u. 
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m.  —  Théorème  fondamental  de  Galois  ;  groupe  d'une  équation 

algébrique  (  *  ). 

i3.  Arrivons  maintenant  aux  principes  si  féconds  introduits 
par  Galois  daos  la  théorie  des  équations  algébriques.  Nous  com- 
mencerons par  la  notion  fondamentale  du  groupe  d'une  équa- 
tion algébrique.  Nous  partons  d'une  équation  de  degré  n 

/(.r)  =  o, 

dont  les  coefficients  appartiennent  à  un  certain  domaine  de  ratio- 
nalité, et  dont  les  racines  sont  inégales.  Soit,  comme  plus  haut, 
au  §  iO, 

une  fonction  rationnelle  des  racines,  dont  les  i.a...n  valeurs 
soDl  différentes  quand  on  permute  les  racines  de  toutes  les  ma- 
nières possibles.  On  pourra;  par  exemple,  prendre,  comme  l'in- 
dique Galois, 

les  a  étant  des  grandeurs  arbitraires  appartenant  au  domaine  de 
rationalité.  Désignons,  comme  plus  haut  (§  10),  par  ^{W)  un  fac- 
teur irréductible  de  degré  v  de  l'équation  donnant  les  i .  2 ...  /i  va- 
leurs de  Vet  soient  toujours  V|,  V„  ...,  Vy  les  racines  de  i^.  D'a- 
près ce  que  nous  avons  dit,  les  racines  peuvent  être  représentées 


(*)  Les  Œuvres  malhématiques  d'Evariste  Galois  ont  été  publiées  dans  le 
JourncU  de  Mathématiques  (i"  série,  tome  XI,  1846).  La  lettre  écrite  à  Auguste 
CheYalier  par  Galois,  la  veille  même  de  sa  mort  (29  mai  i832),  a  été  aussi  insérée 
dans  ce  Volume.  Le  numéro  de  septembre  i833  de  la  Hevue  encyclopédique  con- 
tient une  Notice  nécrologique  sur  Ëvariste  Galois,  où  Ton  trouvera  les  renseigne- 
ments les  plus  intéressants  sur  la  destinée  tragique  de  ce  géomètre,  d'un  incom- 
parable génie,  mort  à  vingt  ans. 

Galois  est  surtout  connu  pour  ses  célèbres  travaux  sur  les  équations  algébriques. 
Il  avait  fait  en  Analyse  des  découvertes  au  moins  aussi  éclatantes.  Comme  on  le 
Toit  dans  sa  lettre  à  Auguste  Chevalier,  il  avait  approfondi  l'étude  des  intégrales 
de  diCTérentielles  algébriques,  les  avait  classées,  comme  on  Ta  fait  depuis,  en  trois 

pèces  et  avait  trouvé  le  nombre  de  leurs  périodes. 

P.  —  IIL  3o 
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par  Tune  quelconque  des  llirnes  horizooules  du  Tableau  suivant: 


R;     \  .     .        R;     \- R-if^v'» 


Chacune  de  ce>  liâmes  représente  une  permutation  des  racines 
x^.  jTj x„.  J'ajoute  que  toutes  ces  permutations  sont  diffé- 
rente?, car.  autrement,  l'expression  rt,X| -r  ûjXj -f-. .  .-|-fl/»J^« 
devrait  ^tre  à  la  fois  égale  à  V,  et  à  Vj.  Nous  allons  montrer  qui 
ves  permutations  correspond  un  groupe  de  substitutions»  \a 
première  ligne  se  réduit  à 


X'.       X*. 


Désignons  par 

'i.  =  I      '^.  '^. 

les  substitutions  correspondant  au  passage  de  la  première  ligne  à 
elle-même  et  à  chacune  des  suivantes.  Nous  savons  (§  10)  que 

V.-O;     V,.. 

Oa  étant  une  fonction  rationnelle:  le  remplacement  de  V|  par 
Oa'A  1^  donne  la  substitution  Sa.  La  substitution  Sa  donne  donc 
la  permutation 

Si  nous  vouions  maintenant  ellVctuer  sur  celle  permutation  la 
substitution  Si^,  il  faudra  remplacer  V,  par6A(V,);  nous  aurons 
donc  la  porinulation 

mi\'\<  on  \oit  immédiatement  que 

";['»A(:V,V 

est  unr  racine  do  i'' V^,  car  cette  expression  n'est  autre  chose  que 
Oa^^a'-  Or,  puisqu'on  a 

•:10a.\v-I  =  o. 

Téqualion 
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a  une  racine  commune  avec  ^(V)  =  o.  Elle  admet  donc  toutes  les 
racines  de  celle  dernière  équation  et  en  particulier  Va.  La  suite  (8) 
fait  donc  partie  des  substitutions  de  notre  Tableau,  et  celles-ci 
forment  bien  un  groupe  qui  est  évidemment  d'ordre  v.  Galois  ap- 
pelle ce  groupe  le  groupe  de  r équation  pour  le  domaine  consi- 
déré de  rationalité.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  double 
propriété  caractéristique  de  ce  groupe,  que  nous  désignerons 
par  G. 

14.  Le  théorème  fondamental  peut  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Toute  fonction  rationnelle  des  racines  y  invariable  par  les 
substitutions  du  groupe  G,  appartient  au  domaine  de  ratio- 
nalité,  et  réciproquement  toute  fonction  rationnelle  des  ra-- 
cines  appartenant  au  domaine  de  rationalité  reste  invariable 
par  les  substitutions  du  groupe. 

Il  est  essentiel  de  remarquer,  avec  Galois,  qu'on  appelle  ici 
fonction  invariable  non  seulement  une  fonction  dont  la  forme 
algébrique  est  invariable  par  les  permutations  des  racines  entre 
elles,  mais  encore  toute  fonction  dont  la  valeur  numérique  ne 
varie  pas  par  ces  substitutions,  alors  même  que  sa  forme  algé- 
brique aurait  varié. 

Démontrons  d'abord  la  première  partie  du  théorème.  Toute 
fonction  des  racines  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F  =  X(V), 

Vêtant  une  racine  de  l'équation  <Ji(V)  =  o  considérée  au  para- 
graphe précédent,  et,  puisque  cette  fonction  a  la  même  valeur  nu- 
mérique  pour  toutes  les  substitutions  du  groupe  G,  on  aura 

X(VO  =  X(V,)=...=  X(Vv) 
et,  par  suite, 

F=i[X(V,)-i-X(V,)4-...-i-X(Vv)]; 

F  est  donc  une  fonction  symétrique  de  V|,  V2,  . . . ,  Vy;  elle  ap- 
partient donc  au  domaine  de  rationalité,  comme  les  coefficients 
de  l'équation  i^. 

Passons  à  la  seconde  partie.  Soit  F  une  fonction  rationnelle  des 
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racines  dont  la  valeur  numérique  appartient  au  domaine  de  ra- 
tionalité^ nous  pouvons  écrire 

X(V,)-i2  =  o, 

en  supposant  que  ce  soit  pour  la  disposition  des  racines  corres- 
pondant à  V  =  V|  que  la  fonction  prenne  la  valeur  û.  Mais,  puis- 
que Téquation 

X(V)-i2  =  o 

a  la  racine  commune  V{  avec  Téquation  ^(V)=o,  elle  admet 
toutes  les  racines  de  celte  dernière  équation  qui  est  irréductible, 
et  Ton  a,  par  suite, 

X(VO  =  X(V,)=...=  X(Vv). 

La  valeur  numérique  de  F  est  donc  invariable  par  les  sub- 
stitutions de  G. 

15.  Une  remarque  très  importante  est  à  faire  relativement  au 
groupe  d'une  équation. 

Nous  avons  d'abord  formé  Téquation 

n'ayant  que  des  racines  simples  et  donnant  les  i  .a. . .  n  valeurs 
de  V,  et  nous  avons  considéré  ensuite  un  facteur  irréductible  ^(V) 
de  cette  équation.  On  doit  nécessairement  se  demander  quelle 
conséquence  entraînerait  pour  le  groupe  de  l'équation  la  substi- 
tution d'un  facteur  irréductible  à  un  autre.  Soit 

M\V)  =  ^(V).ç(V)...x(V), 

les  diflerenls  facteurs  ^,  ©,  . . . ,  /^  étant  supposés  irréductibles  el 
le  facteur  if  d'ordre  v  étant  celui  qui  nous  a  conduit  au  groupe  G. 
Toutes  les  racines  de  W(V)  étant  fonctions  rationnelles  de  l'une 
quelconque  d'entre  elles,  une  racine  de  o(V)  est  fonction  ration- 
nelle d'une  racine  de  ^(V);  en  désignant  par  V»  une  racine  de  4, 
nous  avons  pour  une  des  racines  de  ^ 

0(V,). 
Or,  en  posant 

v;  =  o(v,)  (*  =  i,2,  ...,v), 
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Vi  désignant  les  diverses  racines  de  ^,  les  quantités  Vj  satisfont  à 
une  équation  d'ordre  v,  dont  les  coefficients  appartiendront  au 
domaine  de  rationalité,  et  qui  ayant  une  racine  commune  avec  ^ , 
à  savoir  B(V|),  admettra  toutes  les  racines  de  ce  dernier  polynôme. 
Donc  le  degré  de  (f  est  au  plus  égal  à  celui  de  <{/;  mais  un  raison- 
nement tout  semblable  montre  que  le  degré  de  ^  est  au  plus  égal 
à  celui  de  f.  Donc  tous  les  polynômes  ^)  ?>•••>  X  ^^'^^  ^^  même 
degré,  et  l'on  passe  de  l'un  à  l'autre  au  moyen  d'une  transforma- 
tion rationnelle. 

Nous  avons  vu  que,  si  l'on  substitue  dans  les  expressions 

R,(V),     R,(V),     ...,     R„(V) 

les  différentes  racines  Vi,  Vj, . . . ,  Vv  de  l'équation  ^j;,  on  obtient 
l'ensemble  des  permutations  correspondant  au  groupe  G,  la  pre- 
mière permutation  étant  précisément,  si  l'on  veut, 

(S)  ar,  =  Ri(VO,        :r,  =  R,(V,),     ...,     ar„  =  R„(V,). 

Si  l'on  considère  maintenant  les  racines 

du  facteur  ^,  la  suite 

R'i(V'i),   r;(v;),    ...,   K(y\), 

où  les  R'  représentent  des  fonctions  rationnelles,  donne  encore 
la  suite  des  racines  de  l'équation  f(x)  =  o.  Or 

V;  =  0(V/)  (*•=!, a,. ..,v): 

la  suite  précédente  peut  donc  s'écrire 

(S')  RUO(V,)],    r;[0(V,)],    ...,    R«[0(Vt)J. 

En  mettant  dans  la  suite  (£'),  à  la  place  de  Vf,  les  autres  ra- 
cines V2,  ...,  Vv,  on  obtiendra  le  groupe  G/  qu'aurait  donné  le 
facteur  f .  Soit  S  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  (S)  à  (S'), 
elle  fera  passer  x^  du  rang  h  au  rang  A:,  et  l'on  aura 

RA(V,)=Ri[e(VOL        d'où        R^(V,)  =  R'^[0(V,)]. 

On  en  conclut  que  la  même  substitution  S  fait  passer  d'une  ligne 
de  G  à  la  ligne  de  même  rang  dans  G';  donc,  si  g  et  g^  désignent 
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ces  deux  substitutions  correspondantes,  on  aura 

et  le  groupe  G'  est,  par  conséquent,  la  transformée  du  groupe  G 
par  la  substitution  S. 

Ainsi,  si  ^  a  /•  facteurs  irréductibles,  nous  pourrons  former  r 
groupes,  qui  seront  les  transformés  de  l'un  d'entre  eux  par  r —  i 
substitutions  convenables.  En  considérant  comme  équivalents 
deux  groupes  transformés  l'un  de  l'autre,  on  peut  dire  qu'à  une 
équation  ne  correspond  qu'un  groupe. 

16.  Le  groupe  d'une  équation  se  réduira,  en  général ^  au 
groupe  symétrique,  c'est-à-dire  à  l'ensemble  des  substitutions 
correspondant  aux  1.2...  n  permutations  de  n  lettres.  Ainsi 
considérons  l'équation  générale  d'ordre  n 

X"  -hpiT'*-^  -\-..,-hp„  =  o; 

j'entends  par  là  une  équation  pour  laquelle  le  domaine  de  ratio- 
nalité soit  défini  par  les  paramètres  (/?],  . .  .j  p„). 

Toute  fonction  rationnelle  des  racines  f  (J^i  1  ^29  •  •  •  ?  ^n)  restant 
invariable  par  les  substitutions  du  groupe  de  cette  équation  doit 
pouvoir  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de /7| ,  /?3,  . . .,/?«, 
et  l'on  a 

mais  on  peut  considérer  ici!/;i,  />2)  •••;  Pn  comme  fonction  de 
j?i,  ^r^, . . . ,  X/i  qu'on  prendra  comme  variables  indépendantes,  et 
alors  le  second  membre  étant  symétrique  en  X\^  ^2?  •  •  • ,  ^«,  il  en 
est  de  même  du  premier. 

17.  Lorsque  le  groupe  G  d'une  équation  n'est  pas  le  groupe 
symétrique,  cette  équation  est  une  équation  particulière.  Elle  est 
caractérisée  par  ce  fait  qu'il  existe  nécessairement  entre  les  ra- 
cines au  moins  une  relation  rationnelle,  cette  relation  n'ayant  pas 
lieu  pour  toute  substitution  faite  sur  ces  racines.  On  a,  en  eflet, 
d'après  ce  qui  précède,  en  désignant  toujours  par  ^(V)  le  facteur 
irréductible  considéré  plus  haut, 

'^{axX\  -f-  aix%-\-, .  .-h  anX,t)  =  o. 
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La  fonctioD  ^{aiXt  -h  «2-^2  +••  -^  ^n^/t)^  dont  la  valeur  numé- 
rique est  zéro,  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G, 
mais  elle  variera  pour  toute  autre  substitution ,  puisqu'à  celle-ci 
correspond  une  valeur  de  V,  qui  n'est  pas  racine  de  ^ÇV)»  La 
relation  précédente  est  donc  une  relation  rationnelle  entre  les 
racines,  et  cette  relation  cesse  d'être  vérifiée  quand  on  permute 
les  X  d'une  manière  quelconque. 
Inversement,  s'il  existe  une  relation 

entre  les  racines,  relation  qui  ne  soit  pas  vérifiée  pour  toute  per- 
mutation des  œ,  il  est  aisé  de  voir  que  le  groupe  de  l'équation  ne 
sera  pas  le  groupe  symétrique.  Si  l'on  remplace,  en  eSet,  les  a: 
par  leur  valeur  en  fonction  de  V,  l'équation  précédente,  en  tenant 
compte  de  l'équation  W(V),  se  réduira  à  une  équation 

^i  étant  au  plus  du  degré 

et  elle  ne  se  réduira  pas  à  une  identité,  car  autrement  la  relation  'f 
se  trouverait  vérifiée  pour  toute  substitution  faite  sur  les  Xj  ce 
que  nous  ne  supposons  pas.  La  résolvante  de  Galois 

admet  donc  un  facteur  rationnel  de  degré  inférieur  à  1 .2. .  •  /?, 
et  le  groupe  de  l'équation  n'est  pas  le  groupe  symétrique. 

18.  Terminons  cette  Section  par  quelques  remarques  relatives 
aux  fonctions  rationnelles  des  racines  d'une  équation.  Soit  une 
fonction  rationnelle  des  racines 

Supposons  qu'elle  garde  la  même  waleurnumérique  quand  on  fait 
sur  les  X  une  substitution 

(S)  (^»   '?    ••■    "'); 

\   Xi       Xf       .  .  .       X,i    J 

ceci  veut  dire  que  l'on  aura  l'égalité  numérique 
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égalité  qui  ne  subsisterait  pas  nécessairement  sî  les  x  étaient  des 
variables  indépendantes. 

Mais  cette  définition  n^est  bien  nette  que  sî  Ton  parle  d'une  fonc- 
tion »  parfaitement  déterminée.  On  pourrait  exprimer,  d'une 
manière  ou  d'une  autre,  par  exemple  au  moyen  des  relations 
entre  les  racines  quand  il  en  existe,  la  fonction^  (xi^^Tj,  • .  •,^ii) 
sous  une  autre  forme  ^(^i,  ^2?  •  •  -^  ^«)>  et  l'on  n^ aurait  pas 
nécessairement 

On  ne  peut  donc  pas,  d'une  manière  générale,  parler  d'une 
fonction  des  racines  restant  invariable  pour  une  substitution,  à 
moins  de  prendre  la  fonction  sous  une  forme  déterminée.  Cette 
restriction,  qui  pourrait  être  une  source  de  difficultés,  sera  heu- 
reusement inutile  si  la  substitution  (S)  appartient  au  groupe  de 
l'équation.  Si  Ton  a,  en  effet, 

on  a,  dans  le  premier  membre,  une  fonction  des  racines  dont  la 
valeur  zéro  appartient  au  domaine  et,  par  suite,  d'après  le  théo- 
rème fondamental,  on  aura  encore 

Si  donc  ^  est  numériquement  invariable  pour  la  substitution  S,  il 
en  sera  de  même  de  if.  On  pourra  donc  faire  abstraction  des 
expressions  multiples  que  peut  recevoir  une  fonction  ration- 
nelle  des  racines  si  les  substitutions  que  l*on  veut  effectuer 
appartiennent  au  groupe  de  V équation.  Cette  remarque,  que 
l'on  omet  généralement,  sera  d'une  grande  importance  dans  tout 
le  développement  de  la  théorie. 

Voici  maintenant  un  théorème  important  rappelant  celui  de 
Lagrange,  par  la  forme  de  l'énoncé.  Je  considère  une  fonction 

f{Xx,Xi,  ...,x„) 

rationnelle  des  racines  gardant  la  méine  valeur  numérique  pour 
les  substitutions  d'un  groupe  G^  faisant  partie  du  groupe  G  de 
l'équation,  et  pour  celles-là  seulement^  toute  autre  fonctionF 
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numériquement  invariable  pour  les  substitutions  de  G'  s^ex- 
primera  rationnellement  à  l'aide  de  la  première. 
Introduisons  toujours  Féqualion 

et  les  expressions  de  X|,  ^2,  . . .,  ^/*  ^  l'aide  de  V.  Le  groupe 
de  substitutions  G'  sur  les  x  correspond  à  un  échange  entre  cer- 
taines racines 

V„     V, Va  (a<v) 

de  l'équation  précédente. 

Quant  aux  fonctions  /(^o  Xj,  .  •  • ,  ^«)  et  F(j:i,  X2,  •  •  -,  x„)y 
nous  pouvons  les  mettre  sous  la  forme 

/(V;,    F(V). 

Or,  en  désignant  par  a  la  valeur  de  /  pour  V|,V2,  ...,Va, 

l'équation 

/(V)  =  a 

est  vérifiée  pour  V|,  V2,  . . .,  Va,  et  ce  sont  les  seules  racines 
qu'elle  ait  en  commun  avec  l'équation 

Or  l'équation  donnant  les  racines  communes  à  ces  deux  équa- 
tions s'obtient  en  cherchant  un  plus  grand  commun  diviseur, 
opération  qui  n'introduit  aucune  irrationalité.  Par  suite,  V|, 
V2,  . . . ,  Va  sont  racines  d'une  équation  de  la  forme 

X(V,a)  =  o, 

OÙ  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  a.   Or,  on  a 

aussi 

F(Vt)=F(VO=...=  F(Va); 

donc  nous  pouvons  écrire 

F=i[F(V,)4.F(V,)-f-...+  F(Va)], 
et  par  suite  F,  symétrique  en  V|,  V2,  . . .,  Va,  s'exprime  ration- 
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nellemenl  à  l'aide  de  a,  c'est-à-dire  de/;  c'est  ce  que  nous  vou- 
JioDS  démontrer  {*). 


IV.  —  Oroupes  simples  et  groupes  composés;  groupes 

transitifs. 

19.  Avant  de  montrer  l'importance  de  la  notion  de  groupe 
d'une  équation  algébrique,  approfondissons  davantage  les  géné- 
ralités déjà  étudiées  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre  sur 
les  groupes  de  substitutions. 

On  dit  qu'un  groupe  G  relatif  à  p  lettres  contient  un  autre 
groupe  r  s'il  renferme  toutes  les  substitutions  de  cet  autre  groupe. 
Le  second  groupe  F  est  appelé  sous-groupe  du  premier. 

Faisons  voir  d'abord  qu'an  sous-groupe  d'un  groupe  donné 
a  pour  ordre  un  dMseur  de  l^ ordre  du  groupe. 

Désignons  respectivement  par  m  et  [jl  les  ordres  des  groupes  G 
et  r,  et  soient 

(9)  Si,    Sj,    Ss,     ...,    Sji  (St=i) 

les  substitutions  de  F;  ces  substitutions  appartiennent  à  G  et  l'on 
a  par  hjpothèse  m  >>  a.  Il  y  aura  donc  une  substitution  T  de  G, 
qui  n'appartient  pas  à  la  suite  précédente  ;  les  substitutions 


(10)  TS,,    TS,,     ...,     TS 


l^ 


appartiendront  donc  à  G;  elles  sont  distinctes  et,  de  plus,  aucune 
n'appartient  à  la  suite  (9),  car  si  l'on  avait 


(*)  Nous  nous  sommes  placé  dans  cette  section,  comme  d'ailleurs  daos  tout  ce 

Chapitre)  au  point  de  vue  arithmétique,  qui  est  celui  de  Galois.  Ea  se  plaçant  an 

point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions,  et  prenant  en  particulier  une  équation 

algébrique  en  y^ 

f{y,x)  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  x^  on  peut  consi- 
dérer le  groupe  des  substitutions  relatives  aux  permutations  des  racines  quand  x 
part  d'un  point  pour  y  revenir  après  avoir  décrit  un  chemin  quelconque.  On  ob- 
tient alors  des  théorèmes  analogues  à  ceux  de  Galois;  on  pourra  consulter  à  ce 
sujet  une  Note  de  M.  Hermite  Sur  les  fonctions  algébriques  (Comptes  rendus, 
t.  XXXII,  i85i).  Dans  son  Traité,  M.  Jordan  appelle  le  groupe  dont  je  viens  de 
parler  le  groupe  de  monodromie. 
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on  en  conclurait 

c'esl-à-dire  que  T  appartiendrait  à  la  suite  (9)  qui,  par  hypothèse, 
forme  un  groupe.  De  là  résulte  que  l'on  a  /n  =  a  jjl  ou  m  >-  2|x. 
Dans  le  second  cas,  il  y  aura  une  substitution  T'  de  G  n'appar- 
tenant pas  aux  suites  (9)  et  (10),  et  nous  aurons  une  nouvelle 
suite 

(II)  T'S„    T'S,,     ...,    T'Sa 

de  substitutions  de  G  et,  par  suite,  m  sera  égal  ou  supérieur  à  3|jl. 
En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  partager  les  m  substitutions  de  G 
en  un  certain  nombre  /i  de  [jl  substitutions  données  par  les  suites 
(9),  (10),  (11),  ...  ;  nous  avons  donc  bien 

/?i  =  /i  {1 , 

comme  nous  l'avons  énoncé. 

Un  corollaire  immédiat  est  relatif  aux  substitutions  communes 
à  deux  groupes.  Ces  substitutions  forment  évidemment  un  groupe, 
et  Vordre  de  celui-ci,  d'après  le  théorème  précédent^  est  un 
diviseur  commun  aux  ordres  des  groupes  considérés, 

20.  Le  tableau  des  substitutions  de  G  mis  sous  la  forme 

Si,  Sj,     . . . ,  Sjt, 

T|Si,         Ti  Sj,     .,.,        TtSjjL,  (Si  =  i) 


•T/ï— lOi,     T/i_ioj,     ...j     I/j—iom, 


qui  se  présente  déjà  dans  les  Exercices  d'Analyse  de  Cauchy, 
est  extrêmement  important  dans  la  théorie  des  substitutions. 

Si  une  fonction  de  p  lettres  reste  invariable  pour  les  substitu- 
tions de  F  et  pour  celles-là  seulement,  cherchons  le  nombre  des 
valeurs  que  prendra  cette  fonction  pour  Tensemble  des  substitu- 
tions de  G.  Soit  donc  la  fonction 

qui  reste  invariable  pour  les  substitutions  S|,  S2,  . . . ,  S^;  toutes 

les  substitutions 

TiS, 


44o  CHAPITRE   XVI. 

par  l'une  quelconque  des  lignes  horizontales  du  Tableau  suivant  : 

Ri(V,),    R,(V,),     ...,     R«(V,). 
Ri(V,),    Rj(VO,    ...,    R,»(V,), 


Ri{Vv),    RîCVv),     ...,    R«(Vv). 


Chacune  de  ces  lignes  représente  une  permutation  des  racines 
X|,  X'i'i  •••,  Xn.  J'ajoute  que  toutes  ces  permutations  sont  difle- 
rentes,  car,  autrement,  l'expression  rtiOTi  4- tia^a -j-- •  •  H- ^'/i-r« 
devrait  être  à  la  fois  égale  à  V|  et  à  V2.  Nous  allons  montrer  qu^à 
ces  permutations  correspond  un  groupe  de  substitutions.  La 
première  ligne  se  réduit  à 

Désignons  par 


1^1  —  I  )    ^jj     •  •  •  t    ^ 


V 


les  substitutions  correspondant  au  passage  de  la  première  ligne  à 
elle-même  et  à  chacune  des  suivantes.  Nous  savons  (§  10)  que 

9yt  étant  une  fonction  rationnelle;  le  remplacement  de  Vj  par 
Oa(V«)  donne  la  substitution  S^t.  La  substitution  S;t  donne  donc 
la  permutation 

Ri[Oa(Vi)J,    R,[Oa(VoJ,     ...,    R40a-(VO]. 

Si  nous  voulons  maintenant  eflectuer  sur  cette  permutation  la 
substitution  Sa,  il  faudra  remplacer  V|  par  6a(V|);  nous  aurons 
donc  la  permutation 

^8)  Ri[0a(0/,)1,    Rï[Ox(0/i)],     ...,     R„[8a.(6a)]: 

mais  on  voit  immédiatement  que 

Oa[0,.(V,)] 

est  une  racine  de  <|'(  V),  car  cette  expression  n'est  autre  chose  que 
f}A(V/i).  Or,  puisqu'on  a 

6[0,.(VO]  =  o, 
Téqualion 

'!'[0*(V)]=o 


I 
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et  défini  ce  qu'on  entend  par  transformé  d'un  groupe  par  une 
substitution.  De  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  résulte  que  le 
groupe  correspondant  à  la  fonction 

est  le  groupe  transformé  de  F  par  la  substitution  Tx_i  (on  doit 
prendre  Tq  =  i). 

Sa.  Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  ces  sous-groupes 
correspondant  respectivement  aux  différentes  fonctions  o,,  cpg,  ... 
auraient  eux-mêmes  un  sous-groupe  commun  ;  soit  H  le  sous-groupe 
formé  par  toutes  les  substitutions  laissant  ^i,  f2j  •••)  ?/i  invariables. 
Si  h  désigne  une  substitution  de  H,  et  que  5  représente  une  substi- 
tution quelconque  de  G,  la  substitution 

transforme  9»  en  lui-même  quel  que  soit  a.  Car  tout  d'abord  la 
substitution  s"*  transformera  '^ ot  en  une  autre  fonction  cpp,  la  sub- 
stitution h  conserve  o^,  et  enfin  s  nous  ramène  à  'f  x.  Il  en  résulte 
que  le  groupe 

(12)  sUs-^, 

transformé  de  H  par  la  substitution  s  est  le  groupe  H  lui-même. 
D'une  manière  générale  on  dit  qu'un  groupe  H,  sous-groupe  d'un 
groupe  G,  est  un  sous-groupe  invariant  de  ce  groupe,  quand  la 
transformée  de  H  par  une  substitution  quelconque  de  G  est  iden- 
tique à  H. 

Un  groupe  G  qui  contient  un  sous-groupe  invariant  (non 
formé  de  la  seule  substitution  un)  est  dit  composé;  dans  le  cas 
contraire  le  groupe  est  dit  simple. 

â3.  Revenons  au  cas  général.  La  suite 

forme  l'ensemble  des  valeurs  que  prend  une  fonction  o  pour  l'en- 
semble des  substitutions  de  G.  A  chaque  substitution  du  groupe 
G  correspond  une  substitution  des  lettres  (p,  et  Tensemblc  de  ces 
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substilulions  des  ©  (orme  évidemment  un  groupe  g.  Deux  groi^K-^^^ 
correspondants  tels  que  G  et  ^  sont,  d^une  manière  générale,         «  As- 
signés par  M.    Camille  Jordan  sous  le   nom   de  groupes  ^  iso* 
morphes  ;    à  chaque  substitution    de  G  correspond   une  se^^  «eu|ç 
substitution  de  g^  mais  à  une  substitution  de  g  peuvent  cor«.-:«rrç5^ 
pondre  plusieurs  substitutions  de  G.  A  chaque  substitution  d»  Mzi^ 
correspond  le  même  nombre  de  substitutions  de  G,  à  savoiiH'  ^t  L 
nombre  de  ces  dernières  substitutions  qui  correspondent  à  ^ — i 
substitution  unité  des  cp  ;  si,  en  effet,  2  et  S'  sont  deux  substir  _7/^^ 
tions  de  G  correspondant  à  une  même   substitution  de  g^^     J^ 
substitution 

V  — 1  v 

de  G  correspondra  à  la  substitution  unité  des  ^  et  on  aura  S'=Sff 
en  désignant  par  i  une  substitution  de  G  correspondant  à  la  sub- 
stitution unité  des  9. 

Or  le  nombre  des  substitutions  n  est  précisément  égal  à  celui 
des  substitutions  qui  appartiennent  à  tous  les  sous-groupes  cor- 
respondant respectivement  aux  fonctions  o;  nous  venons  de  les 
considérer  à  la  fin  du  paragraphe  précédent,  et  nous  avons  dé- 
signé par  H  le  groupe  que  forme  leur  ensemble.  L'ordre  de  H 
sera  le  nombre  des  substitutions  de  G  qui  correspondent  à  une 
même  substitution  de  g. 

On  peut  désigner  par  le  symbole 

G|  r 

le  groupe  des  o  que  nous  venons  de  définir. 

Examinons  le  cas  où  F  est  un  sous-groupe  invariant  de  G^  le 
groupe  H  coïncidera  avec  F.  En  revenant  au  Tableau 

Ti     Si,     Tj      Sj,     ...,     T|     SpL» 


t/i— 1^1,        1 //—i  5;,        *.•)       T/i_iSm, 


on  voit  qu'à  chaque  substitution  des  cp  correspondent  dans  G  les 
jjL  substitutions  d*une  même  ligne  \  en  effet,  les  deux  substi- 
tutions 

T/Sa    et    T/Sp 
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doonenl  la  même  permutation  des  o,  à  savoir  celle  qui  correspond 
à  la  permutation  T|.  Le  groupe  g  des  ^  est  d'ordre  /î. 

Si  le  groupe  des  <p  admet  un  sous-groupe  g\  Tisomorphisme 
fera  correspondre  aux  substitutions  de  ce  dernier  dans  G  un 
sous-groupe  G/  formé  seulement  d'une  partie  des  substitutions 
de  G.  Ce  groupe  sera  formé  d'un  certain  nombre  de  lignes  du 
Tableau,  et  il  contiendra  la  première  qui  correspond  à  la  substi- 
tution unité. 

On  en  conclut  que  G'  contient  le  groupe  F,  qui  en  est  un  sous- 
groupe. 

Une  application  importante  du  résultat  précédent  concerne  le 
cas  où  le  groupe  F  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  de  G. 
Nous  entendons  par  sous-groupe  invariant  maximum  d^un 
groupe  G  un  sous-groupe  im^ariant  F  tel  qu'il  n'existe  au- 
cun groupe,  SOUS' groupe  invariant  de  G,  contenant  F  comme 
souS'groupe.  Dans  ce  cas,  le  groupe  g  des  o  doit  être  simple, 
car  autrement  il  contiendrait  un  sous-groupe  invariant  g'  au- 
quel correspondrait  un  sous-groupe  invariant  G',  qui  admettrait 
lui-même  le  sous-groupe  F,  et  celui-ci  ne  serait  pas  par  suite  un 
sous-groupe  invariant  maximum.  La  réciproque  est  évidente  :  si 
g  est  un  groupe  simple,  F  est  un  sous- groupe  invariant 
maximum. 

Si  nous  revenons  au  cas  général,  dans  lequel  F  n'est  pas  un 
sous-groupe  invariant,  on  montrera  de  la  même  manière  que,  si 
le  groupe  H  est  un  sous-groupe  invariant  maximum,  le  groupe  g 
est  simple. 

24.  Après  la  notion  de  groupes  simples  et  de  groupes  com- 
posés, introduisons  encore  une  autre  notion  jouant  dans  la  théorie 
un  rôle  capital.  On  dit  d'un  groupe  qu'il  est  transitif  (\\\^iià  il 
existe  au  moins  dans  ce  groupe  une  substitution  remplaçant  un 
élément  quelconque  Xol  par  un  autre  élément  x^  arbitrairement 
choisi.  Un  groupe  qui  n'est  pas  transitif  est  dit  intransitif. 

Reprenons;  par  exemple,  la  fonction  déjà  considérée  (§  7) 

Il  existe  un  groupe  de  huit  substitutions  la  transformant  en 
elle-même,  et  parmi  ces  substitutions  l'on  peut  en  trouver  qui 
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remplaceot  X|  par  une  quelconque  des  autres  lettres  x^  a?],  X4. 
Le  groupe  correspondant  à  cette  fonction  est  donc  transitif. 
Prenons  maintenant  la  fonction 

Parmi  les  substitutions  transformant  cette  fonction  en  elle- 
même,  il  n'y  en  aura  pas  remplaçant  X|  par  Xz  ou  x%  ;  le  groupe 
de  cette  fonction  est  intransitif  (*). 


V.  —  Composition  des  groupes;  Théorème  de  M.  Jordan. 

25.  La  composition  des  groupes  forme  un  Chapitre  important 
de  la  théorie  des  substitutions.  Soit  un  groupe  composé  G;  for- 
mons une  suite  de  groupes 

G»    Gi>    Gj,     ...,    G,,j     1 

dont  chacun  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  du  précé- 
dent, et  dont  le  dernier  est  formé   par  la  substitution   unité. 

Soient 

m,     mi,     mji     ...«     ntp,     i 

les  ordres  respectifs  de  ces  groupes.  Les  nombres 


m 

mi 

mp 

■    -  » 

—  } 

•  •  •  » 

nii 

m, 

I 

sont  des  entiers,  puisque  chaque  groupe  est  un  sous-groupe  du 
précédent.  On  les  appelle  les  facteurs  de  composition  du 
groupe  G. 

Il  peut  arriver  que  les  opérations  précédentes  puissent  se  faire 


(*)  Outre  la  notion  de  groupe  simple  ou  composé  et  de  groupe  transitif  ou  in- 
transitif,  une  autre  notion  est  encore  d'une  certaine  importance  dans  la  théorie 
(les  groupes;  c*esl  celle  de  la  primitivité.  Quoique  nous  n*ayons  pas  à  en  faire 
usage  dans  la  suite,  indiquons  cependant  une  définition.  Un  groupe  transitif  est 
dit  non  primitif,  lorsque  les  lettres  peuvent  y  être  réparties  en  systèmes  conte- 
nant le  même  nombre  de  lettres  et  telles  que,  dans  toutes  les  substitutions  du 
groupe,  les  lettres  de  chaque  système  soient  remplacées  par  les  lettres  d*an  même 
système.  Les  groupes  dans  lesquels  les  lettres  ne  sont  pas  susceptibles  d*étre  ré- 
parties en  de  tels  systèmes  sont  dits  primitifs. 
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de  difTérenles  manières.  A  chaque  série  de  groupes  correspondra 
alors  une  suite  de  facteurs  de  composition.  M.  Jordan  a  démon- 
tré (  *  )  que  les  facteurs  de  composition  sont  les  mêmes,  à  r ordre 
près,  et,  par  suite,  sont  en  même  nombre. 
Ainsi,  si  Ton  a  les  deux  suites  de  groupes 

G,    Gi,    Gj,     ...,    G,,,      I, 
G,    Gj,  ...,    G)/,     I, 

on  aura/7=/7',  et  les  quotients  des  m  relatifs  au  second  groupe 
seront  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  que  pour  le  premier. 

26.  Pour  démontrer  cet  important  théorème,  commençons  par 
un  lemme  préliminaire  (^).  Soient  G  et  G'  deux  groupes  permu- 
tables, c'est-à-dire  tels  que  Ton  ait 

G'GG'-»  =  G, 

en  entendant  par  là  que  la  transformée  du  groupe  G  par  une  sub- 
stitution quelconque  de  G' redonne  le  groupe  G,  et  inversement. 
Désignons  par  m  et  m' les  ordres  de  ces  deux  groupes.  Les  sub- 
stitutions communes  à  G  et  G'  forment  un  groupe  F  d*ordrc  |a,  et 
Ton  a 

En  employant  des  notations  analogues  à  celles  des  §§  19  et  20, 
nous  pouvons  mettre  les  substitutions  de  G  et  G'  sous  la  forme 
des  deux  Tableaux  : 

|Oj,        Ii02)        ....        *  1  ^j4  *1^I»        *  1  ■«'î»        •••1        *  1  ^|1  » 

Tjoiy      Tjoj,       .     .«      Tj  »!^ji        et         IjO|,       ^  1  ^ii       •••«       Ij^M. 


*«^l>       t/|bj,       ...1       -t  rt  ^jl  t;,/0|,       i^irOj)      •••>      ^/i'^a* 

nous  introduisons  seulement,  pour  la  sjmétric,  la  substitution 
Tf  =  Tj  =  I  ;  on  a  aussi  S|  =  i ,  comme  plus  haut. 
Montrons  que  les  substitutions 

TvT^S, 


(*)  C.  Jordan,  Traité  det  substitutions,  page  ^8. 

(*)  Noos  suivons  la  même  marche  que  M.  Netto  dans  son  Traité  des  substi- 
iutioru  (pages  87  et  suivantes). 

P.—  in.  3i 
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mm 


forment  un  groupe  d'ordre  contenant  les  deux  groupes 

G  et  G'  comme  sous-groupes  invariants^  et  que  le  groupe 
r(S|,  S2,  . ..,  Sjt)  est  un  sous-groupe  invariant  de  G  et  de  G. 

Démontrons  d'abord  la  dernière  partie  de  renoncé;  on  a 

La  dernière  de  ces  égalités  provient  de  ce  que  les  deux  groupes  G 
et  G'  sont  permutables,  car,  Ss-  appartenant  à  G',  sa  transformée 
par  la  substitution  T^  de  G  appartient  à  G';  d'autre  part,  celle 
transformée  de  S»'  par  T^,  formée  de  substitutions  de  G,  appa^ 
tient  à  G  :  elle  appartient  donc  à  G  et  à  G',  c'est  donc  une  sub- 
stitution Sot"' 

Pour  la  première  partie  du  lemme,  faisons  le  produit  de  deux 
substitutions  de  la  forme  indiquée;  en  désignant  par  la  lettre  S 
avec  un  indice  une  substitution  de  G,  on  aura  à  faire  le  produit 
des  deux  substitutions 

(»)  TySx    et    Ty.Sx'. 

Or,  le  produit  TySxTy^^  peut  s'écrire 

ryT;.2x^2x' 

si  Ton  observe  que  l'on  a 

Sxt;=t;.sx- 

comme  conséquence  de  la  relation  TyT*  SxTy.  =  Sx-,  qui  expritï^^ 
que  les  groupes  G  et  G'  sont  permutables.  Or,  d'autre  part, 

T'    rp'      rp'      c 
y   1  Y»  =    1  Y"Ogt'» 

Nous  avons  donc  le  produit  des  substitutions  (e)  sous  la  forn^^^^ 

il  est,  par  suite,  de  même  forme  que  chacune  des  substitutions (^  y* 
On  verrait,  par  des  transformations  analogues,  que  l'inverse d'u^'^ 
substitution  de  la  forme  (s)  et  le  quotient  de  deux  telles  substitu- 
tions est  encore  de  la  même  forme.   Ces  substitutions  forme /f^ 
donc  un  groupe  :  nous  rappellerons  le  groupe  A. 

Pour  évaluer  l'ordre  du  groupe  ainsi  obtenu,  et  montrer  qu'il 
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est  égal  au  nombre  des  T'  multiplié  par  le  nombre  des  S,  c'est- 
à-dire  /i'/i|x  ou ,  il  suffit  de  faire  voir  que  toutes  les  subsli- 

tutions  TyTpSa  sont  distinctes,  a,  p,  y  ayant  les  valeurs 

a  =  I,  2, . ..,  {1, 
P  =  f ,  2,  . . . ,  n , 

Si  l'on  avait,  en  effet, 

TyTpSot  =  T|.Tp'Sa', 
on  en  déduirait 

TYTiT;  =  Tp.Sa^S«*Tp*; 

le  premier  membre  représente  une  substitution  du  groupe  C,  le 
second  une  substitution  du  groupe  G  ;  ils  ne  peuvent  être  égaux 
que  si  leur  valeur  commune  représente  une  substitution  de  F, 
c'est-à-dire  une  substitution  S.  On  aurait  donc 

Ty-»T'y  =  S8 
ou 

Tr  =  TVS8, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  d'après  la  loi  même  de  formation  des 
deux  Tableaux,  que  si  y  =  ^  et  Sg  =  i .  On  en  déduit 

et,  par  suite,  ^  =:  P',  a  =  a'  pour  la  même  raison.  L'ordre  du 

groupe  A  est  donc • 

Le  groupe  A  admet  évidemment  comme  sous-groupe  les  groupes 
G  et  G';  il  faut  faire  voir  que  chacun  d'eux,  G,  par  exemple,  est 
un  sous-groupe  invariant.  Soit  Sa  ^^^  substitution  quelconque 
de  G,  et  TySp  une  substitution  quelconque  de  A.  La  transformée 
de  la  première  par  la  seconde  est 

Or,  G  et  G'  étant  permutables,  la  transformée  de  Sg  par  T^  donne 
encore  une  substitution  de  G,  et  le  théorème  est  établi. 

27.  Arrivons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Jordan.  En  partant  du  groupe  G,  nous  avons,  on  le  suppose. 


4- 
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les  deox  suites  définies  plus  haut 

(I)  G,    Gi,    Gj,    ..., 

i  II  )  G,    G I ,    G j ,     .... 

Les  deux  groupes  G|  et  G^  sont  permutables,  et  nous  allons 
leur  appliquer  le  théorème  que  nous  venons  d^établir  poar  les 
g^upes  appelés  G  et  G'  au  paragraphe  précédent.  Que  devient 
ici  le  groupe  A?  Il  doit  se  confondre  avec  G.  Tout  d'abord,  en 
eflet,  A  n'admet  que  des  substitutions  appartenant  à  G  ;  c'est  donc 
un  sous-groupe  de  G.  Ensuite  c'est  un  sous-groupe  invariant, 
comme  le  sont  G|  et  G',,  ce  que  vérifie  un  calcul  tout  analogue  à 
ceux  que  nous  avons  faits  plus  haut.  Si  donc  A  ne  se  confondait 
pas  avec  G,  ce  serait  uu  sous-groupe  invariant  de  G  admettant  G( 
etG'i  comme  sous-groupes,  ce  qui  est  impossible,  puisque  G(  elG'i 
sont  des  sous-groupes  maximum. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  désigne  par 

/II,     nii ,     mj ,     •  •  •  ) 
les  ordres  des  groupes  des  deux  suites,  on  aura 

m  =  •  7 

|JL  désignant  l'ordre  du  groupe  F  formé  par  les  substitutions  com- 
munes de  G|  et  de  G\. 

D'antre  part,  le  groupe  F  d'ordre  |x  est  un  sous-groupe  invariant 
de  G|  et  Gî,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  précédent;  nous 
allons  montrer  qu'il  est  maximum.  Supposons,  en  eflet,  qu'il 
existe  un  sous-groupe  H  invariant  de  G|  contenant  F. 

Nous  allons  montrer  que  le  groupe  H  est  permutable  à  G'^ .  Dé- 
signons respectivement  par  5,  s'  et  A,  avec  des  indices,  les 
substitutions  deG|,  de  G'^  et  de  H.  On  voit  de  suite,  en  groupant 
convenablement  les  termes,  que  la  substitution 

appartient  à  la  fois  à  G|  et  à  G',  et,  par  suite,  à  F.  Soit  Sx  cette 
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substilution.  On  en  conclut 

ce  qui  montre  que  H  et  G'^  sont  permutables. 

Appliquant  alors  le  même  théorème  à  ces  deux  groupes,  on 
pourrait  former  un  groupe  permutable  à  G  et  contenant  G'^  comme 
sous-groupe,  ce  qui  est  impossible,  puisque  G',  est  maximum.  Le 
groupe  H  n^existe  donc  pas,  et  F  est  un  sous-groupe  invariant 
maximum  de  G|  et  G',. 

Considérons  maintenant  une  suite  de  composition  du  groupe  F 


r,    Fi     ...,    I 


» 


les  deux  suites 

(III)  G,    Gi.    r,    r„    ...,    I, 

(IV)  G,   g;,  r,   r,,   ...,    i 

formeront  deux  suites  de  composition  du  groupe  G.  Pour  ces 
deux  suites  les  facteurs  de  composition  sont  les  mêmes;  la  chose 
est  évidente  à  partir  de  F,  puisque  les  termes  sont  identiques;  et, 
pour  les  deux  premiers  intervalles,  cela  résulte  de  la  relation  éta- 
blie ci-dessus 

nii         [1  m'i         [1  ' 


donc  l'ordre  seulement  des  deux  premiers  facteurs  est  interverti. 
Puisque  les  séries  (IH)  et  (IV)  ont  les  mêmes  facteurs  de  com- 
position, le  théorème  que  nous  avons  en  vue  sera  établi,  si  nous 
prouvons  que  (I)  et  (III),  d'une  part,  (II)  et  (IV),  d'autre  part, 
ont  les  mêmes  facteurs.  Mais,  pour  ces  deux  derniers  couples,  la 
démonstration  est  d'un  degré  moindre  de  difficulté,  car  tandis 
que  les  suites  (I)  et  (II)  n'avaient  qu'un  groupe  commun  (le  pre- 
mier), les  suites  (I)  et  (III)  ont  deux  groupes  communs  G  et  Gi  ; 
en  raisonnant  de  la  même  manière,  on  ramènera  la  démonstration 
à  celle  du  théorème  pour  le  cas  de  deux  suites  ayant  les  trois 
premiers  groupes  communs,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche  ; 
ce  qui  établit  le  théorème. 

28.  Dans  un  intéressant  Mémoire  (*),  M.  Holder  a  étendu  le 
(*)  0.  HôLDER,  Zuruck/ûhrung  einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung 
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théorème  de  M.  Jordan ,  en  établissant  que,  non  seulement  le:-  - 
facteurs   numériques  de  composition  forment  une  suite  inva — 
riable,  mais  que  les  groupes  considérés  plus  haut  (§  23),  dési^ — 
gnés  par 


G|Gi,    Gi  I  Gj, 


•  •  •  ) 


et  que  l'on  peut  appeler  les  groupes  facteurs  de  G,  forment  un^ 
suite  qui  est  seulement  permutée  lorsquCon  passe  d^une  suite 
de  composition  de  G  à  une  autre.  Nous  renverrons  pour  la  dé- 
monstration au  travail  de  M.  Hôlder. 

29.  Comme  exemple,  considérons  le  groupe  symétrique  et 
cherchons  à  le  décomposer  en  formant  la  suite  définie  ci-dessus. 
Nous  ferons  d'abord  une  remarque  générale  sur  la  transformée 
d'une  substitution  par  une  autre  substitution;  soit  S  une  substi- 
tution et 

TST-i 

sa  transformée  par  T.  Montrons  que  ces  deux  substitutions  sont 
composées  d'un  même  nombre  de  cycles  portant  respectivement 
sur  un  même  nombre  de  lettres,  ce  qu'on  exprime  souvent  en 
disant  qu'elles  sont  semblables.  En  effet,  soit 

S  =  (  a?i  a*!  a?3  ...)(  a:^  .,.)... , 
en  mettant  les  cycles  en  évidence,  et  soit  la  substitution 


\     X\  itj  U/3    •    •   •    Xfl  •    •    •    M//I      / 


En  effectuant  successivement  les  trois  substitutions  T~',  S,  T, 
l'élément  x^l  est  remplacé  par  X\^  puis  par  x^j  et  enGn  par^^; 
donc  la  substitution  TST~^  transforme  o^a  ^n  x^^  puis  xp  en  j?y, 
et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que 

TST-i  =  (Xfli.rpary  . .  .)(rx  .  . .  )  ...  ; 

ce  qui  établit  bien  l'assertion  posée  plus  haut.  Il  en  résulte  immé- 
diatement que  les  deux  substitutions  S  et  TST"*  peuvent  être 

auf  eine  Kette  von  Gleichungen  {Math.  Annalen,  t.  XXXIV,  1889).  Ce  Mémoire 
contient  une  remarquable  et  très  rigoureuse  exposition  des  principaux  problèmes 
concernant  le  groupe  d'une  équation. 
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oblenucs  en  faisant  un  même  nombre  de  transpositions,  puisque 
des  substitutions  circulaires  d'un  même  nombre  de  lettres  corres- 
pondent à  un  même  nombre  de  transpositions. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  montrer  que  le  groupe  alterné  est  un 
sous-groupe  invariant  du  groupe  symétrique,  car  la  transformée 
d'une  substitution  du  groupe  alterné  par  une  substitution  quel- 
conque renferme,  d'après  ce  qui  précède,  un  nombre  pair  de 
transpositions  et  appartient,  par  conséquent,  au  groupe  airerné. 
On  remarquera,  en  outre,  que  le  groupe  alterné  est  un  sous- 
groupe  invariant  maximum  du  groupe  symétrique,  puisque  l'ordre 
d'un  sous-groupe  du  groupe  symétrique   étant  un  diviseur  de 

I  •  2  • .  •  72,  ne  peut  être  supérieur  à    • 

Nous  allons  maintenant  établir  que,  si  n  est  supérieur  à  quatre ^ 
il  n'y  a  pas  d'autre  groupe  invariant  dans  le  groupe  symé- 
trique que  le  groupe  alterné.  Nous  emprunterons  la  démonstra- 
tion de  ce  théorème  au  Traité  de  M.  Jordan  (p.  63). 

Soit  F  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  symétrique.  Sup> 
posons  en  premier  lieu  que,  parmi  les  cycles  d^une  de  ses 
substitutions  S,  ii  en  existe  un  contenant  plus  de  deux  lettres; 
comme,  par  une  substitution  convenable  du  groupe  symétrique, 
cette  substitution  S  se  transforme  en  une  substitution  quelconque 
pourvu  que  cette  dernière  ait  ses  cycles  en  même  nombre  et  avec 
le  même  nombre  de  lettres  que  S,  nous  aurons  certainement  dans  F 
les  deux  substitutions 

Si    =   {XfxÛC^Xy   .  .  .    Xl)  (XeX^   .  .  .   )    .  .  .  , 

bj  =  (*'^S*^a*^y  •  •  •  •''ô  )  \  *^c ''^s  •  •  •  )  •  •  •  » 

les  cycles  non  écrits  étant  les  mêmes  dans  les  deux  substitutions. 
Prenant  maintenant  la  substitution 

S?  S,, 

elle  fera  aussi  partie  de  F;  mais  elle  se  réduit  visiblement  au  cycle 
portant  sur  trois  lettres  arbitraires 

(XaiX^x^), 

toutes  les  lettres  autres  que  Xa,  ^p,  ^8  n'étant  pas  modifiées. 
Supposons  en  second  lieu  que  tous  les  cycles  de  S  contiennent 


462  CHAPITRE    XVI. 

au  plus  deux  lettres,  nous  aurons  dans  F  les  deux  subslltulions 

S,  =  (a:^x^){xyxi)  ..,, 

les  cycles  non  écrits  étant  toujours  les  mêmes,  et,  par  suite,  leur 
produit  S^Si  est  égal  à 

toutes  les  lettres  autres  que  x^^  xi,  xp,  Xy  n'étant  pas  modifiées. 
Soit  maintenant  n>  ^  ]  \e  groupe  F  contiendra  de  même 

^  étant  une  lettre  arbitraire  différente  de  a,  ^,  y,  3.  On  a  enfin 

et  nous  avons  encore  dans  F  une  substitution  circulaire  d'ordre 
trois  portant  sur  trois  lettres  arbitraires. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'un  groupe,  contenant  tous  les  cjcles 
de  trois  lettres  arbitraires,  se  réduit  au  groupe  symétrique  ou  au 
groupe  alterné.  En  effet,  le  produit  T'T  des  deux  substitulions 

T  ={XiXiXi), 

T'=  (xixtx^) 
est  égal  au  produit 

{XiX,,){XiX^) 

de  deux  transpositions,  et  inversement  le  produit  de  deux  trans- 
positions est  égal  à  un  produit  de  substitution  circulaire  de  trois 
lettres.  Il  en  résulte  que  le  groupe  F  contient  nécessairement  le 
groupe  alterné;  si  donc  il  ne  coïncide  pas  avec  le  groupe  alterné, 
il  sera  nécessairement  le  groupe  symétrique. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  le  groupe  alterné  de 
n  éléments  est  simple  (n'^4)  et  que,  par  conséquent,  la  suite 
de  composition  du  groupe  symétrique  G  est 

G,    Gi,     I, 

G|  désignant  le  groupe  alterné.  J'indiquerai  de  ce  théorème  la 
démonstration  suivante,  qui  m'a  été  communiquée  par  M.  Simart. 
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Supposons  que  le  groupe  alterné  possède  un  sous-groupe  Inva- 
riant r.  On  peut  mettre  le  Tableau  des  substitutions  du  groupe 
symétrique  G  sous  la  forme 

1 
ï 

La  première  ligne  représente  le  groupe  alterné  G|  et  T  désigne 
une  substitution  arbitraire  de  G  n'appartenant  pas  à  G|,  par 
exemple  la  transposition  (XiX2)- 

Soient  S|,  Sj,  ...,  S(i  Tensemble  des  substitutions  formant 
dans  G|  le  groupe  invariant  F.  Le  groupe  transformé  de  F  par  T, 
soit  F',  appartient  à  G|  et  est  un  groupe  invariant  de  G|.  En  ef- 
fet, en  désignant  par  S  une  substitution  quelconque  de  G i,  on  re- 
marque d'abord  que  2T  =  TS',  puisque  ST  est  une  substitution 
de  G  n'appartenant  pas  à  G|,  et  l'on  en  déduit 

Sa)  Sp  désignant  des  substitutions  du  groupe  F. 

Supposons  que  ces  deux  groupes  F  et  F'  aient  des  substitutions 
communes  :  elles  forment  un  nouveau  groupe  F'^  invariant  de  G|, 
dont  la  transformée  par  T  est  identique  à  F'',  car  la  transformée 
de  F'  est  F,  comme  on  le  voit  immédiatement.  On  en  conclut 
que  F^  est  un  invariant  du  groupe  symétrique.  Mais  il  résulte  du 
théorème  précédent  que,  pour  n  >  4?  le  groupe  G  symétrique  n'a 
pas  d'autre  invariant  que  le  groupe  alterné  Gi.  Donc  les  groupes 
r  et  F' n'ont,  en  dehors  de  la  substitution  un,  aucune  substitu- 
tion commune.  D'ailleurs,  F  et  F'  sont  deux  groupes  invariants 
de  Gj,  permutables.  Appliquant  le  lemme  du  §26,  on  pourra 
former  avec  ces  deux  groupes  un  groupe  A  d'ordre  [x^,  invariant 
de  G|,  dont  le  terme  général  sera 

?  *  \?  =i.'2....a/ 

et  ce  groupe  A  sera  aussi  un  invariant  du  groupe  symétrique  G  : 
on  a,  en  effet, 

(ST)TSpT-»Sa(ST)->=2:SpT-iSaTS^»SpS-»  =  2TSyT-iSp2-». 
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Par  suite,  le  groupe  A  doit,  dans  le  cas  général,  coïncider  avec 

le  groupe  alterné  G|,  ce  qui  entraînerait  l'égalité  jx"  =  > 

qui  est  impossible,  comme  on  le  voit  facilement  en  s'appuyant  sur 
ce  théorème  :  Qu'entre  a  et  ia —  "x  il  y  au  moins  un  nombre 
premier, 

La  proposition  est  donc  établie. 

La  conclusion  précédente  ne  s'applique  pas  à  n  =4  ;  le  groupe 
symétrique  G  contient  alors  d'autres  groupes  invariants  que  le 
groupe  alterné  G|  ;  il  nous  suffira  d'en  indiquer  un.  Nous  avons 
considéré  (§  7)  le  groupe  F,  d'ordre  huit,  laissant  invariable  la 
fonction 

et  ce  groupe  F  nous  a  conduit  aux  trois  fonctions  f  i,  cp^,  Os  en 
posant 

O  j  =3:1X3-+-  Xi  Xi  . 

03  =  Xi  X4  H-  xj  rj . 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  22),  le  groupe  H,  laissant 
invariables  c),,  2)2,  ^3,  sera  un  groupe  invariant  dans  G.  Or,  ce 
groupe  H  contient  d'autres  substitutions  que  la  substitution  K/i; 
ii  est  formé  des  quatre  substitutions 

Si  =  i,       ^i=  {xxrt){x^x^),       S3  =  (x,jr3)(a?,xv),       S%^(XiX,,){xtX^), 

qui  laissent  toutes  quatre,  invariables  les  fonctions  f.  Le  groupe 
H  est  aussi  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  alterné  G|,  et  si, 
enfin,  nous  considérons  le  groupe  H'  formé  par  les  deux  substi- 
tutions 

Si  =1,  2,  =  (iF,iF,)(X3X0, 

ê 

ce  groupe  est  un  sous-groupe  de  H,  et  il  en  est  manifestement  un 
sous-groupe  invariant;  car  la  transformée  de  S2  p^  tine  substi- 
tution de  H,  par  exemple  S3,  est  égal  à  £3. 

Il  résulte  de  là  que,  si  nous  considérons  la  suite  des  groupes 

G,    Gi,    H,    H',     I, 

chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et  les 
ordres  de  ces  groupes  sont  respectivement 

•i4,    12,    4,    '^i     I. 
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Cette  suite  joue  uq  rôle  important  dans  la  résolution  de  Téqua- 
tien  du  quatrième  degré,  comme  nous  le  verrons  au  §  40. 

VI.  —  Réduction  du  groupe  d'une  équation  algébrique. 

30.  Les  propriétés  du  groupe  d'une  équation  sont  extrêmement 
importantes  pour  Tétudc  de  cette  équation.  Nous  partons  toujours 
d^un  domaine  donné  de  rationalité;  nous  considérons  une  équa- 
tion dont  les  coeffîcients  appartiennent  à  ce  domaine  et  nous 
commençons  par  quelques  théorèmes  et  remarques  préliminaires. 
Démontrons  d'abord  que  toute  équation  irréductible  a  son 
groupe  transitif  et  réciproquement. 

Je  suppose,  en  effet,  que  le  groupe  G  de  l'équation 

de  degré  n  ne  soit  pas  transitif;  il  existera  alors  au  moins  un 
groupe  de  racines  Xi,  X2,  •• .,  ^r^  en  nombre  inférieur  à  /2,  tel 
que  toutes  les  substitutions  de  G  les  laissent  invariables  ou  les 
permutent  entre  elles,  mais  non  avec  les  autres.  Les  substitutions 
de  G  n'altèrent  donc  pas  les  fonctions  symétriques  de  Xi ,  • . . ,  jr^  1 
donc  ces  fonctions  sont  rationnelles  et  /(x)  admet  le  diviseur 
de  degré  a  <  /i 

dont  les  coefficients  appartiennent  au  domaine  de  rationalité,  et 
l'équation  est  réductible. 

Réciproquement  supposons  G  transitif:  je  dis  que  l'équation 
est  irréductible.  En  effet,  si  elle  ne  l'était  pas,  nous  aurions  pour 
/(x)  un  diviseur  rationnel 

o(^x)=(x  —  Xi),,,(x  —  x^)  (a<n). 

Or  soit  arflu|.j  une  racine  de/{x)  autre  que  X|,  . . .,  Xa,  G  contient 
une  substitution  S  qui  remplace  or  1  par^o+i-  Cette  substitution 
transformera  donc  <f(x)  en  un  autre  produit  différent  de  celui-là, 
puisqu'il  contient  le  facteur  x  —  ^o+i-  Donnons  à  x  une  valeur 
arbitraire  du  domaine  de  rationalité  :  dans  ces  conditions,  (f(x) 
devrait  être  rationnellement  exprimable,  mais  cela  sera  impos- 
sible parce  qu'alors  il  devrait  rester  invariable  parles  substitutions 
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de  G,  ce  qui  n^a  pas  lieu,  puisque,  après  la  substitution  S,  ^ (x)se. 
transforme  en  un  autre  produit,  et  les  deux  produits  ne  peuvenl 
ôtre  égaux  pour  toute  valeur  de  x  du  domaine  de  rationalité,  ca 
cela  entraînerait  leur  égalité  manifestement  impossible  pour  tou 
valeur  de  x. 

31.  Nous  avons  rencontré  plus  haut  des  équations  irréductibl 
dont  les  racines  sont  fonctions  rationnelles  d'une  d'entre  elle 
Considérons  d'une  manière  générale  une  équation  de  cette  natu 
et  montrons  que  V ordre  de  son  groupe  est  égal  à  son  degr 

Soient,  en  elTet,  Xt,  X2,  . . . ,  :r,i  les  racines  de  l'équation  i 

ductible 

/{x)  =  o 

et  la  fonction  V  considérée  dans  la  théorie  de  Galois 

V  =  GfiTi  -4-  atXf  -4-. .  .-♦-  On^n' 

Puisque  X2,  ••.,  ^/i  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ^1,  00 
pourra  exprimer  V  en  fonction  rationnelle  de  Xt  ;  soit 

L'ordre  du  groupe  de  l'équation/  est  le  degré  de  réquation  ir- 
réductible dont  V  est  racine;  il  ne  peut  donc  être  supérieur  à  n, 
car  K(Xi  )  ne  peut  avoir  plus  de  n  valeurs.  Mais,  puisque  ce  groupe 
est  transitif,  il  faut  qu'il  contienne  au  moins  n  substitutions  pour 
que  Xi  puisse  être  remplacé  par  lui-même  et  chacune  des  autres 
lettres  X2,  . . . ,  x,,.  L^ ordre  du  groupe  est  donc  égal  à  n. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  exacte,  c'est-à-dire  que  si  le 
groupe  d^une  équation  est  transitif  et  si  son  ordre  est  égal 
à  son  degré,  toutes  les  racines  de  Inéquation  sont  fonctions 
rationnelles  d'une  quelconque  d'entre  elles.  En  effet,  d'abord 
l'équation  est  irréductible,  puisque  son  groupe  est  transitif.  En- 
suite, considérons  une  des  racines  ^1  et  adjoignons-la  au  domaine 
primitif  de  rationalité.  Le  groupe  de  l'équation  se  réduira,  après 
cette  adjonction,  aux  substitutions  laissant  Xi  invariable  ;  mais, 
puisque  le  nombre  des  substitutions  est  égal  à  n,  il  n'y  a  d'autre 
substitution  que  la  substitution  unité  laissant  x^  invariable,  car 
s'il  y  en  avait  0,  l'ordre  du  groupe  serait  égal  au  moins  à  p/i.  Donc 
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le  groupe  se  réduit  à  la  substitution  Unité.  L'équation  irréductible 
•i(V)  =  o  de  Galois  est  donc  du  premier  degré  et,  par  suite, 
Téquation  est  résolue.  Donc  Xo,  . . .,  :r„  sont  fonctions  ration- 
nelles de  Xi . 

Le  cas  où  le  nombre  n  est  premier  est  particulièrement 
simple.  Prenons  une  des  substitutions  du  groupe  qui  ne  soit  pas 
la  substitution  unité;  ses  diverses  puissances  forment  un  sous- 
groupe  du  groupe  considéré,  dont  Tordre  doit  être  un  diviseur 
de  n.  Ce  sous-groupe  est  par  suite  d'ordre  /i;  il  forme  donc  le 
groupe  total  qui  est  alors  formé  des  puissances  d'une  même  sub- 
stitution. Celle-ci  doit  se  réduire  à  une  substitution  circulaire, 
car,  si  elle  se  composait  de  plusieurs  cycles,  l'ensemble  de  ces 
puissances  formerait  un  groupe  dont  l'ordre  serait  le  plus  petit 
multiple  commun  des  nombres  de  lettres  des  différents  cycles  et, 
par  suite,  n  ne  serait  pas  premier.  Il  est  aisé  de  montrer  que 
l'équation  peut  être  résolue  par  radicaux.  Soit,  en  effet,  a  une 
racine  n**™*  de  l'unité;  on  voit  immédiatement  qu'en  adjoignant 
a  au  domaine  de  rationalité  l'expression 

(  jTj  H-  a  ar,  -^- . . .  H-  ««->  iCrt  )« 

est  rationnellement  exprimable,  car  elle  reste  invariable  quand 
on  effectue  sur Xi,  X2^  . . .,  Xn  une  permutation  circulaire.  11  en 
résulte  que  les  n  expressions 

OÙ  l'on  donne  k  cl  les  n  valeurs  racines  de  l'équation  ar"  =  i ,  peu- 
vent s'exprimer  par  des  racines  /i*^""  de  quantités  connues,  et 
l'équation  est  par  suite  soluble  par  radicaux.  En  dehors  des  ra- 
cines /i»*™e»  de  l'unité,  il  suffit  d'introduire  dans  cette  résolution 
un  seul  radical;  je  dis,  en  effet,  que  si  ^  et  a  désignent  deux  ra- 
cines n*^"«»  de  l'unité  distinctes  de  l'unité,  on  pourra  exprimer 

rationnellement  au  moyen  de 

Va  =  Xi-h  OLX^-h..  .-h  a»->ir«. 

On  sait,  en  effet,  que  p  peut  se  mettre  sous  la  forme  a?,  q  étant 


Tp_iSi,     Tp_iSj,     ,..,     Tp_iS;.. 
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UD  entier;  considérons  alors  le  produit 

Il    ne  change   pas    quand    on  fait  la   permutation   circulât— ^^ 
(X|,  xi^  . . .,  ^/i),  comme  on  le  reconnaît  de  suite.  Ce  produ  ^^^^^ 
s'exprime  donc  rationnellement  et,  par  suite,  Vp  s'exprime  i"  -«ra- 
tionnellement  à  l'aide  de  Val  nous  n'avons  donc  qu'un  seul  rafc^  Ai- 
cal  n*^"*'  dans  l'expression  des  racines,  indépendamment  des  rt^TMra- 
cines  n'^'™*''  de  l'unité. 

32.  Nous  avons  montré,  au  §  18,  que  l'on  pouvait  prendre  uih:  Hine 
fonction  rationnelle  des  racines  d'une  équation  sous  une  fornKr!^ine 
ou  sous  une  autre,  du  moment  que  les  substitutions  à  effectu  ^  ner 
appartiennent  au  groupe  de  l'équation  ;  c'est  une  remarque  q"g-zqui 
nous  permet,  sous  la  condition  indiquée,  de  raisonner  sur  LK.  les 
fonctions  rationnelles  des  racines  comme  si  ces  racines  étaient  <M"  aies 
variables  indépendantes;  soit  une  fonction  rationnelle 

«p(ar|,ar,,  . ,  ,,Xn) 

des  racines  de  l'équaliony*(a:)  =  o,  et  supposons  que,  pourl't  ^  rn- 
semble  des  substitutions  du  groupe  G  de  cette  équation,  la  foi^Kr  no- 
tion cp  prenne  p  valeurs  numériques  (*)  distinctes  que  nous  df^  J^si- 
gnerons  par 

Ol>      ^ii      ...»      ?p« 

Si  p  est  moindre  que  l'ordre  v  du  groupe  G,  il  y  aura  un  certc  ain 
nombre  r  de  substitutions  transformant  f  i  en  lui-même.  En  i^^vai- 
sonnant  alors  comme  nous  l'avons  fait  au  §  20,  on  mettra  l'ensem  ble 
des  substitutions  de  G  sous  la  forme 

Ol,  Oj,  .   .  .  ,  S;., 

Tj     Si     Tj     Sj,     ...,    T|     Spj 


(')  Il  ne  s'agira  plus,  par  la  suite,  que  des  valeurs  numériques  des  foDCl'^ns 
des  racines,  et  quand  nous  parlerons  d'une  fonction  transformée  en  une  aotiv 
par  une  substitution,  il  sera   toujours  question  de  la  valeur  numérique  de  k 
fonction. 
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Les  substitutions  de  la  première  ligne  forment  un  groupe  qui 
transforme  ^ i  en  elle-même.  Le  groupe  de  substitutions 

TiSxT7>  (X  =  i,2,...,r) 

transformera  ^2  en  elle-même;  tous  les  raisonnements  sont  les 
mêmes  qu'aux  §§  20,  21,  22,  23,  et  les  mêmes  considérations 
trouvent  leur  place,  quoiqu'il  s'agisse  ici  de  valeurs  numé- 
riques des  /onctions,  tandis  qu'on  considérait  plus  haut  des 
fonctions  variables  indépendantes. 

Nous  avons  déjà  dit  que  ^i,  ^3,  . . . ,  Op  satisfont  à  une  équa- 
tion d'ordre  p  à  coefficients  rationnellement  exprimables.  Cette 
équation  est  irréductible,  car  autrement  on  aurait  un  facteur 

qui  serait  rationnel,  en  prenant  poury  une  quantité  quelconque 
du  domaine  de  rationalité.  Ce  facteur  devrait  rester  invariable 
pour  toute  substitution  du  groupe,  ce  qui  est  impossible  puisque, 
par  une  substitution  du  groupe,  on  peut  changer  o^  par  exemple 
en  oj^^  k'  étant  supérieur  à  k.  Nous  désignerons  par 

l'équation  ajant  pour  racines  ^1 ,  cpo,  .  . . ,  'f  p.  On  peut  dire  que  son 
degré  est  égal  au  quotient  de  l'ordre  du  groupe  Q  par  l'ordre 
du  groupe  laissant  <pi  invariable. 

33.  Ces  remarques  faites,  arrivons  au  problème  de  la  réduction 
du  groupe  d'une  équation. 

Quand  on  a  formé  la  résolvante  de  Galois 

U-(V)  =  o 

ety  pour  un  domaine  donné  de  rationalité,  pris  un  facteur  irré- 
ductible 

^(V)  =  o, 

la  série  des  opérations  eflfectuables  est  terminée.  Les  opérations 
ae  pourront  être  poussées  plus  loin  que  si  M  adjonction  de  cer- 
taines grandeurs  non  rationnellement  exprimables  dans  le  do- 
maine primitif  rend  réductible  le  polynôme  ^(V). 
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Supposons  d^abord  que  Ton  adjoigne  une  fonction  ration- 
nelle 

des  racines.  On  remarque  loutd^abord  que  les  subslitutionsdeG, 
n'altérant  pas  la  valeur  numérique  de  cpi,  forment  évidemmentan 
groupe  r,  et  Ton  va  montrer  que  l'adjonction  de  la  valeur dez^ 
réduira  le  groupe  de  r  équation  précédente  à  F. 

En  effet,  après  l'adjonclion  de  cpi,  le  groupe  de  l'équation  ne 
peut  contenir  que  des  substitutions  du  groupe  initial  n'altérant 
pas  cpi  -,  donc  ce  groupe  ne  peut  être  que  F  ou  un  groupe  cootena 
dans  F.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  substitutions  de  F 
feront  partie  du  groupe  cherché  -,  car  toute  fonction  des  racines 
exprimable  rationnellement  après  l'adjonction  de  cpi  sera  de  la 

forme 

P(?i)» 
P  étant  rationnelle. 

Elle  restera  donc  invariable  pour  toutes  les  substitutions  qui 
laissent  cpi  invariable.  Inversement,  toutes  les  fonctions  des  x  in- 
variables par  les  substitutions  de  F  s'expriment  rationnellenaent 
à  l'aide  de  '^i ,  d'après  le  théorème  de  Lagrange  étendu  aux  valeurs 
numériques  (§  18).  Le  théorème  est  donc  établi. 

Plus  généralement,  si  Von  adjoint  plusieurs  fonctions  des  ra- 
cines, le  groupe  de  l'équation  sera  réduit  au  groupe  des  sub- 
stitutions contenues  dans  G  et  n^ altérant  pas  les  différentes 
fonctions. 

34.  Supposons  maintenant  que  l'on  adjoigne  au  domaine  pri- 
mitif de  rationalité  les  racines  de  l'équation  considérée  ci-dessus 

S(o)  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  valeurs  des  p  fonctions  ration- 
nelles 0| ,  '^21  •  •  •  î  'f  p-  Le  groupe  de  l'équation  se  réduira  au  groupe 
des  substitutions  contenues  dans  G  et  n'altérant  pas  ces  différentes 
fonctions. 

Ceci  posé,  les  sous-groupes  correspondant  aux  différentes  fonc- 
tions cp,  considérés  au  §  32,  peuvent  n'avoir  d'autre  substitution 
commune  que  la  substitution  unité.  Le  groupe  H,  considéré  àla 
fin  du  §  22  et  qui  représente  le  plus  grand  sous-groupe  laissant 
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invariables  ^i,  '^2>  •  •  •?  'ipi  se  réduit  alors  à  la  substitution  unité, 
et  par  suite  Tadjonction  des  racines  de  Téquation  S  réduit  alors 
à  Tunité  le  groupe  de  l'équation.  Celle-ci  se  trouve  par  consé- 
quent résolue,  et  Ton  est  assuré  de  pouvoir  exprimer  les  racines 
de  Téquatlon  /(^x)  =  o  rationnellement  au  moyen  des  racines  de 
Téquation  S.  On  n'aura  d'ailleurs  aucune  difficulté  pour  recon- 
naître si  l'on  se  trouve  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  car  on  pourra, 
comme  on  sait,  chercher  d'une  manière  régulière  le  groupe  de 
Féquation  en  adjoignant  o^,  cp,,  . . .,  Op,  et  l'on  pourra  constater 
sî  ce  groupe  se  réduit  à  la  substitution  unité,  c'est-à-dire  si  la  ré- 
solvante de  Galois  admet  un  facteur  rationnel  en  V  du  premier 
degré.  Le  cas  que  nous  venons  d'étudier  n'amène  en  définitive 
aucune  simplification  dans  la  résolution  de  Téquation;  la  résolu- 
tion des  équations /(x)  et  S(cp)  sont  alors  deux,  problèmes  abso- 
lument identiques.  On  remarquera  que  ce  cas  se  présentera  tou- 
jours quand  le  groupe  G  est  simple. 

Il  en  est  tout  autrement  si  le  groupe  H  ne  se  réduit  pas  à  la  sub- 
stitution unité.  Après  l'adjonction  de  '^i,  ^2j  •  •  •)  ?p  '^  groupe  de 
Téquation  ne  se  trouve  pas  réduit  à  la  substitution  unité,  puisqu'il 
se  réduit  à  H.  Soient  m  l'ordre  de  G  et  rrii  l'ordre  de  H.  Cherchons 
l'ordre  du  groupe  de  l'équation 

S(?)  =  o. 

Ou  trouvera  le  groupe  de  S  en  posant 

\V=  Wi9i  -+-  i/jÇj  -+-. .  .-^  wpOp» 

les  u  étant  des  constantes  arbitraires  appartenant  au  domaine  de 
rationalité;  le  degré  d'un  facteur  irréductible  de  l'équation  don- 
nant W  sera  l'ordre  du  groupe  de  S.  Mais,  d'autre  part,  W  peut 
être  regardé  comme  une  fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équa- 
tion y(j;)  =  o,  laquelle  fonction,  non  altérée  par  les  substitutions 
de  H,  l'est  évidemment  par  toute  autre  substitution  de  G.  Elle 
dépend  donc,  d'après  le  §  32,  d'une  équation  dont  le  degré  est 
égal  au  rapport  des  ordres  de  G  et  de  H.  Nous  pouvons  donc  dire 

que  V équation  S  a  un  groupe  d'ordre  — ;  nous  savons  d'ailleurs 

(§  22)  que  H  est  un  sous-groupe  invariant  de  G. 

Ainsi,  par  l'adjonction  des  racines  de  l'équation  auxiliaire  S, 
P.  -  III.  3a 
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dont  le  groupe  est  d'ordre  — ,  nous  abaissons  l'ordre  du  groupe 

de  l'équation  donnée  /  k  m^;  le  problème  de  la  résolution  de 
r équation  f  est  donc  ramené  à  deux  problèmes  d^un  carac- 
tère  plus  simple,  puisque  les  ordres  des  groupes  des  équations 
qu^on  a  maintenant  à  considérer  sont  moindres  que  m, 

33.  Nous  avons  déjà  considéré,  au  §  23,  le  groupe  de  l'équa- 
tion S  ;  les  notations  étaient  seulement  un  peu  différentes.  Ce 
groupe,  relatif  aux  cp,  y  était  désigné  par  la  lettre  g]  nous  avons   ; 
vu  en  particulier  que,  si  II  est  un  sous-groupe  invariant  maximum, 
le  groupe  g  est  simple.  Par  suite,  le  groupe  relatif  à  l'équation  S   • 
sera,  dans  ce  cas,  un  groupe  simple. 

Ceci  nous  suggère  une  marche  à  suivre,  pour  réduire  à  des -s 
problèmes  plus  simples  la  question  de  la  résolution  d'une  équa — 
tion /(a:)  =  o.    Désignons  toujours  par  G  le   groupe   de   cette -=- 
équation  pour  un  domaine  donné  de  rationalité;  nous  avons  dit,^ 
au  paragraphe  précédent,  que  la  considération  d'une  équation. 
résolvante  comme  S  ne  simplifie  rien  quand  G  est  un  groupe 
simple,  car  les  résolutions  des  équations  y  et  S  constituent  deux 
problèmes  identiques.  Mais  supposons  que  le  groupe  G  soit  com- 
posé, et  désignons  par  G|  un  sous-groupe  invariant  maximum 
de  G;  on  peut  former  une  fonction  rationnelle  cp  des  racines  de/ 
restant  invariable  par  les  substitutions  de  G|  et  par  ces  substitu- 
tions seulement.  Cette  fonction  dépendra  d'une  équation  dont  le 

degré  sera  le  quotient  —  ,  en  désignant  par  m  l'ordre  de  G  et  par 

m^  l'ordre  de  G|  ;  soit 

cette  équation.  Son  ordre  sera  égala  son  degré,  d'après  la  règle  du 
paragraphe  précédent,  et  son  groupe  sera  simple.  L'adjonction  des 
racines  de  cette  équation  réduit  à  G|  le  groupe  de  l'équation  f. 

Nous  pouvons  continuer  de  la  même  manière  en  partant  de 
Gi,  si  ce  groupe  n'est  pas  simple.  Reprenons  donc  la  suite  des 
groupes 

(j,       (jj,       Gj,        .••)       ^i>y       Ij 

considérée  au  §  23,  et  soient 

m,     //11,     /;ij,     ...,     /«;„     ï 
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3S  ordres  respectifs  de  ces  groupes  ;  nous  sommes  alors  conduit  au 
héorème  suivant  : 

La  résolution  de  l'équation  proposée  dépe  ndra  de  la  réso- 
ution  d^équations  successives 


--1)       — 2>        •  •  •  >       ^ 


l>-^\ 


hacune  de  ces  équations  est  irréductible  dans  le  domaine 
primitif  auquel  on  adjoint  les  racines  des  équations  précé- 
dentés  et  son  groupe  est  simple;  V ordre  de  ce  groupe  est  égal 
:i  son  degré,  et  ces  degrés  sont  respectivement 

m        m, 

Le  groupe  de  V équation  primitive  f,  après  adjonction  des 
racines  des  équations  S,  se  réduit  successivement  à 

On  voit  l'importance  que  prend  alors  le  théorème  de  M.  Jordan, 
démontré  dans  la  Section  V.  Les  degrés  des  équations  que  nous 
venons  de  signaler  sont  indépendants  de  la  façon  dont  on  formera 
la  suite  de  composition.  Le  théorème  de  M.  Hôlder  (§  28)  nous 
montre  de  })lus  que,  non  seulement  les  ordres  des  groupes  auxi- 
liaires, mais  ces  groupes  eux-mêmes  restent  les  mêmes,  à  Tordre 
près. 

36.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  qu'on  adjoignait  une 
fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation.  Galois  suppose 
d'abord  dans  son  Mémoire  que  l'on  adjoigne  une  racine  r  d'une 
équation  auxiliaire  irréductible  F(/-)  =  o.  Il  est  aisé  de  montrer 
que  le  point  de  vue  auquel  nous  nous  sommes  placé  est  au  fond 
identique  à  celui  de  Galois. 

Cherchons  d'abord  la  nature  des  modifications  que  pourra  ame- 
ner l'adjonction  de  r.  Le  facteur  irréductible  '}(V)  peut  alors 
devenir  réductible  ;  s'il  en  est  ainsi,  on  aura  un  facteur 

Il  n*y  a  pas,  dans  cette  réduction,  à  distinguer  une  racine  d'une 
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aulre  pour  Téquation  donnant  r,  et  Ton  aura  ainsi  dans  ^(V)  ua 
nombre  de  facteurs  égal  à  />,  si  />  désigne  le  degré  de  Téqua- 
tlon  en  r. 

D'après  cela,  si  Ton  représente  par  rt,  r2j  • . .,  r^  les  racines^^^  .§ 
de  Téquation  F(r)  =  o,  le  polynôme  •}(¥)  sera  divisible  par  cha- 
cune des  fonctions 


i^)  X(V,  r,  ),     /(V, /•,),     ...,     7.(V,  r^). 

Le  produit  de  ces  fonctions  est  une  fonction  entière  de  V  don«:^ 
les  coefficients  appartiennent  au  domaine  primitif  de  rationalité^^^^  .1. 

1   f     *  1  ¥~t  /'\T  \        T  *  J1^/  * 


f  de  rationalité^^^ 
désignons-le  par  n(V).  Les  racines  de  Téquation 

n(\;  =  o 


appartiennent  toutes  à  ^,  et  elles  lui  appartiennent  nécessairT»^,Ye. 
ment  avec  le  même  degré  de  multiplicité  puisque  '}(V)  est  irr:»--^  j.^^. 
ductible.  On  aura  donc  nécessairement 

n(V)  =  ['KV)j^ 

en  supposant,  comme  il  est  évidemment  permis,  que,  dans  ^  et,:^  ^st'}, 
ie  premier  coefficient  est  égal  à  Tunité. 

Les  racines  de  Féquation  t|/  sont  toutes  exprimables  en  fov<=^*ooc- 
tions  rationnelles  d'une  d'entre  elles.  Soit  Va  une  racine  ^ae  de 
l'équation 

et  0(Va)  une  seconde  racine  de  la  même  équation,  0  étant  rati»  M  .^ion- 
nelle.  Je  dis  que,  si  Vp  est  une  racine  de 

X(V,  rî)=  o, 
il  en  sera  de  môme  de  8(Vp).  En  effet,  l'équation 

est  satisfaite  pour  la  racine  Va  de  l'équation  /(^i  ''1)  =  o;  ^^'e 
admettra  donc  toutes  les  racines  de  cette  dernière.  Ainsi  donc 

X[0(V),/-,1, 

mise  sous  forme  entière,  est  divisible  par  x(  V,  Ti  )  ;  la  division  se 
faisant  exactement,  le  dernier  reste,  qui  est  un  polynôme  en V 
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donl  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  ri,  sera  nul 
identiquement.  Ces  coefficients,  étant  nuls  pour  Ti,  devront  s'an- 
nuler aussi  pour  r^  et  les  autres  racines  de  F(r),  qui  est  irréduc- 
tible; ce  qui  établit  la  remarque  énoncée. 

Il  en  résulte  que,  si  deux  polynômes  de  la  suite  (o")  ont  une 
racine  commune,  ils  ont  toutes  leurs  racines  communes;  par 
suite,  d'après  l'identité 

ii(V)  =  [4;(V)]7, 

il  j  aura  seulement  -  facteurs  distincts  dans  la  suite  ((t).  A  l'ad- 
jonction de  chacune  des  racines  de  l'équation  F  correspondra  pour 
Téquation  un  groupe  provenant  du  facteur  de  la  suite  (o*)  se  rappor- 
tant à  cette  racine.  Le  nombre  de  ces  groupes  ne  sera  pas  égal  à/>, 

mais  seulement  à  -,  et  leur  ordre  sera  égal  au  quotient  par  —  de 

l'ordre  du  groupe  initial.  Puisque  toutes  les  racines  de  l'équation  i 
sont  fonctions  rationnelles  d'une  d'entre  elles,  ces  groupes  sont 
manifestement  les  transformés  de  l'un  d'eux  par  une  substitution 
rationnelle.  Si  le  degré  p  est  un  nombre  premier  et  que  l'ordre  du 
groupe  soit  abaissé,  on  remarquera  que  q  est  nécessairement  égal 
à  un  ;  les  polynômes  de  la  suite  (o*)  seront  alors  distincts,  et  l'ordre 
du  groupe  de  Téquation  sera  divisé  par/7,  quand  on  adjoint  une 
racine. 

Dans  le  cas  où  l'on  adjoindra  toutes  les  racines  de  l'équation 
en  r,  le  groupe  de  Téquation  proposée  se  réduit  aux  substitutions 

communes  aux  —  groupes  dont  nous  venons  de  parler. 

Supposons  que  l'adjonction  d'une  racine  r<  d'une  équation 
irréductible  F (r)  =  o  réduise  le  groupe  d'une  équation  /(ûc)  =  o 
de  G  à  G',;  je  dis  qu'on  peut  opérer  une  réduction  identique  en 
se  donnant  la  valeur  d'une  fonction  rationnelle  convenable  des 
racines.  On  peut,  en  effet,  former  une  fonction  rationnelle  des 
racines  dont  la  valeur  numérique  reste  invariable  pour  les  substi- 
tutions de  G',  et  pour  celles-là  seulement.  Cette  fonction  ration- 
lelle  Oi(Xi,  X2j  . .  .,^/ï)  sera  racine  d'une  équation  irréductible 

l'un  certain  degré  p,  soit 

S((p)  =  o, 

jui  aura  pour  racines  '^,,  'i).j,  . . .,  cpp.  L'adjonction  de  la  racine 9| 
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de  l'équation  S  produit  sur  le  groupe  G  le  même  effet  que  celle 
de  la  racine  ri  ;  elle  ramène  le  groupe  de  G  à  G',. 

On  peut  aller  plus  loin  et  montrer  que  V adjonction  des  diffé- 
rentes racines  de  F (r)  =z  o  peut  être  remplacée  par  l' adjonc- 
tion des  différentes  racines  deS{(f)  =  o.  Tout  d'abord  ©1  restant 
invariable  par  les  substitutions  de  G',  s'exprimera  rationnellement 
à  l'aide  de  /'i  ;  écrivons  donc 

L'équation 

S[0(/')l  =  o, 

admettant  la  racine  /'i,  admettra  les  racines 

de  l'équation  irréductible  F.  Les  quantités 

0(/'i),     0(r,),     ...,     ^(rp) 
sont  donc  contenues  dans  la  suite 

Or  l'équation  ayant  pour  racines  cp  =  0(ri)  est  à  coefficients  ra- 
tionnellement exprimables  dans  le  domaine  initial  de  rationalité; 

désignons-la  par 

P(o)  =  o. 

Toutes  ses  racines  appartiennent  à  l'équation  irréductible 

S(?)  =  o. 

Il  faut  donc  qu'elle  les  ait  toutes  et  avec  le  même  degré  de  multi- 
plicité, et,  par  suite. 

Le  nombre  p  sera  donc  un  multiple  de  p  ;  [x  des  valeurs  0(r,) 
sont  égales  à  (p,,  [x  autres  h  cpj,  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  posé,  soit  0 (/'a)  =  'fa?  et  désignons  parG'^iCt  G^  les  groupes 
auxquels  se  réduit  le  groupe  de  l'équation,  lorsqu'on  adjoint  res- 
pectivement Ta  et  cpjx.  Si  G',  désigne,  comme  plus  haut,  le  groupe 
correspondant  à  l'adjonction  de  r,,  nous  avons  dit  que  G',  et  G'^^ 
sont  de  même  ordre.  Il  en  est  de  même  de  G»  et  de  G', .  Comme  ç» 
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esl  rationnellement  exprimable  après  l'adjonction  de/*a,  le  groupe 
G^^  contient  toutes  les  substitutions  de  G,  et,  par  suite,  ces  groupes 
sont  identiques. 

Le  théorème  est  donc  démontré.  Le  nombre  [jl  est  égal  à  ren- 
tier q  rencontré  dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe. 

37.  D'après  ce  qui  précède,  l'adjonction  des  racines  de  l'équa- 
tion F(r)  =  o  ramène  le  groupe  de  l'équation  au  groupe  commun 
aux  groupes 

qui  correspondent  respectivement  aux  fonctions  cp,,  (p^,  . . .,  Çp. 
Le  degré />  de  l'équation  F,  qui  est  égale  à  (jlo,  est  un  multiple 
de  p,  et  les  racines  de  cette  équation  se  partagent  en  p  groupes 
de  [X  racines,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut. 

Arrêtons-nous  sur  un  cas  particulier  très  important  pour  la  suite. 
Je  suppose  l'équation  F  telle  qu'une  quelconque  de  ses  racines 
s'exprime  rationnellement  à  l'aide  d'une  d'entre  elles.  Quand  on 
adjoindra  cette  racine,  il  se  trouvera  alors  qu'on  adjoindra  toutes 
les  autres;  il  en  résulte  que  les  groupes  G',,  G^,  . .  • ,  Gp  corres- 
pondant à  l'adjonction  des  diverses  racines  coïncident.  Le  groupe 
G  de  l'équation,  après  adjonction  des  racines  de  F,  se  trouve  donc 
ramené  au  groupe  G',  ;  le  groupe  G  d'ordre  m  a  donc  été  abaissé 


m 


à  un  groupe  d'ordre  —  .  Il  est  clair  que  G',  est  un  sous-groupe 

invariant  de  G. 

Particularisons  davantage  encore  en  supposant  de  plus  que/? 
soit  un  nombre  premier  et  que  l'ordre  du  groupe  soit  abaissé. 
Puisque  p  =  [xp ,  il  faudra  nécessairement  que  [x  =  i  et,  par  suite, 

C ordre  du  groupe  de  V équation  sera  abaissé  de  m  à  —  • 


VII.  ~  Des  équations  résolubles  algébriquement. 

38.  Les  généralités  qui  précèdent  sur  la  réduction  du  groupe 
d'une  équation  sont,  à  la  forme  près,  entièrement  dues  à  Galois, 
en  faisant  seulement  exception  pour  l'importante  remarque  qui 
découle  des  théorèmes  de  M.  Jordan  et  de  M.  Holder.   La  plus 
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belle  application  qu'ait  faite  Galois  de  sa  théorie  est  relative  au: 
équations  résolubles  algébriquement.  On  dit  qu'une  équation  es^t: 
résoluble  algébriquement  ou  par  radicaux,  quand  on  peut  y  satis — 
faire  en  substituant  à  x  une  expression  formée  au  moyen  des  élé — 
ments  appartenant  au  domaine  de  rationalité  et  des  signes  des 
opérations  suivantes  de  l'Algèbre  :  addition,  soustraction,  mulli- 
plication,  division,  élévation  à  une  puissance  entière,  extraction 
de  racines  d'indice  entier,  ces  opérations  étant  en  nombre  limité. 
Suivons  toujours  Galois.  Pour  résoudre  une  équation,  il  faut 
successivement  abaisser  son  groupe,  jusqu'à  le  réduire  à  la  seule 
substitution  unité.  Dans  le  cas  d'une  équation  résoluble  algébri- 
quement, la   réduction  se  fera   par  l'adjonction  successive   des 
racines  d'équations  binômes  que  l'on  peut  supposer  de  degré  pre- 
mier. Envisageons  une  telle  équation 

Six)  =  o 

avec  un  certain  domaine  de  rationalité,  et  soit  alors  G  son  groupe. 
Soit/?  le  plus  petit  nombre  premier  tel  que  l'adjonction  des  ra- 
cines de  l'équation 

rP  =  A, 

réduise  le  groupe  de  l'équation;  A  est  supposé  appartenir  au  do- 
maine initial,  auquel  on  a  pu  adjoindre  des  racines  d'équations 
de  la  forme 

les  q  étant  inférieurs  à  /?,  et  B/  appartenant  au  domaine  iniliaK 
auquel  on  a  pu  adjoindre  les  racines  des  équations  correspondant 
aux  indices  i,  2,  ...,  i — 1  précédents. 

On  peut,  par  conséquent,  supposer  que,  parmi  les  quantités 
précédemment  adjointes,  se  trouve  une  racine  /?'^"*'  de  l'unité, 
car  cette  expression  s'obtient  par  des  extractions  de  racines  de 
degré  inférieur  à  /?,  et  son  adjonction  n'altérera  pas  le  groupe 
de  l'équation  (*),  d'après  l'hypothèse  faite  sur  p. 


(»)  Nous  nous  appuyons  ici  sur  cette  proposition  de  Gauss  :  que  la  résolution  de 
l'équation  binùme  xP—i  =  o(p  premier)  peut  être  effectuée  à  l'aide  de  radicaux 
dont  rindice  est  un  diviseur  de  ^  — ». 
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L'équation  //'  =  A  va  jouer  le  rôle  de  Téqualion  F  du  paragraphe 

f>récédent,  et  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  particulier  où  les 

racines  de  F  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  l'une  d'elles. 

Donc  l'adjonction  des  racines  de  notre  équation  binôme  réduit 

le  groupe  G  d'ordre  m  à  un  groupe  G|  d'ordre  —,  et  ce  groupe 

G|  est  un  sous-groupe  invariant  de  G. 

Cet  ordre  ayant  été  abaissé  une  première  fois  par  l'adjonction 
des  racines  d'une  équation  binôme,  oq  peut  raisonner  sur  le  nou- 
veau groupe  comme  sur  le  précédent  ;  une  nouvelle  réduction 
sera  opérée  par  Tadjonction  des  racines  d'une  nouvelle  équation 
binôme,  et  finalement  on  aura  une  succession  de  groupes 

G,    Gi,     . . .,     I, 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  groupe 
précédent,  et  le  quotient  des  ordres  de  chaque  groupe  et  du 
groupe  suivant  étant  un  nombre  premier. 

Ce  premier  résultat  suffit  déjà  à  nous  faire  voir  que  l'équation 
générale  de  degré  /i  (/î>  4)  u'est  pas  résoluble  par  radicaux.  En 
effet,  le  groupe  G  est  ici  le  groupe  symétrique,  qui  ne  renferme 
qu'un  seul  sous-groupe  invariant,  le  groupe  alterné  G|  (uo«V§29). 
La  suite  précédente  ne  pourra  donc  être  que 

G,    Gi,     I. 

Or  G  est  d'ordre  i  .2. . .  n  et  Gi  d'ordre    ;  le  quotient 

des  ordres  des  deux  premiers  groupes  est  égal  à  deux,  qui 
est  bien  un  nombre  premier,  mais  le  quotient  des  ordres  des  deux 

autres  est  ,  qui  n'est  pas  premier.  Nous  en  concluons  que 

l'équation  générale  d^ ordre  /i(/i  >>  4)  n^est  pas  résoluble  al- 
gébriquement; c'est  le  théorème  démontré  pour  la  première  fois, 
d'une  manière  rigoureuse,  par  Abel(*),  qui  se  plaçait,  bien  en- 
tendu, à  un  tout  autre  point  de  vue  que  Galois. 

39.  Nous  avons  vu  que,  si  une  équation  est  résoluble  algébri- 


(*)  Voir  les   Œuvres  complètes   d'Abcl  ;    une  autre  démonstration  du  même 
théorème  a  été  donnée  par  Wantzel. 
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quement,  on  aura  une  succession  de  groupes 

G,    Gi,     ...,    G,,     I, 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et 
quotient  des  ordres  de  chaque  groupe  et  du  groupe  suivant  et 
un  nombre  premier.  Celte  condition,  nécessaire  pour  la  ré 
lubilité  algébrique  de  Véquation,  est  aussi  suffirSante,  com 
nous  allons  Tétahlir. 

II  suffira  de  montrer  qu'on  peut  réduire  le  groupe  de  l'équati 
de  G  à  G,  par  l'adjonction  des  racines  d'une  équation  résolu 
par  radicaux.  Soient  m  l'ordre  du  groupe  G  et  7W|  Tordre  de 

le  quotient —  étant  un  nombre  premier/?.  En  désignant  pa 

une  fonction  des  racines  correspondant  au  groupe  G|,  nous 
mons  l'équation  désignée  par 

S(o)=o 

dans  un  paragraphe  précédent,  et  sur  laquelle  nous  nous  somcr^K  mes 

longtemps  arrêté.  Cette  équation  est  de  degré  —  ou  />,  et  l'or-  — 3-dre 

de  son  groupe  sera  (§  34)  égal  aussi  à  /?,  puisqu'ici  le  group^!^  e  H 
est  égal  à  Gi,  ce  dernier  étant  un  sous-groupe  invariant  de  G. 

L'équation  S  est  donc  une  équation  irréductible  de  degré  premi'     -ier, 
et  l'ordre  de  son  groupe  est  égal  à  son  degré  ;  or  nous  avons  va, 

à  la  fin  du  §  31,  qu'une  équation  satisfaisant  à  ces  conditions  —est 
résoluble  par  radicaux.  D'autre  part,  l'adjonction  des  racines d^^BcS 
ramène  le  groupe  de  l'équation  proposée  de  G  à  Gi  ;  par  su  itc, 
cette  réduction  peut  se  faire  par  l'adjonction  de  radicaux,  et^n^»  c° 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  le  group 
Téquation  peut  être  réduit  à  l'unité  et  l'équation,  par  suite,  rés 
en  adjoignant  successivement  des  radicaux,  ce  qui  démontr*^^^  ^* 
proposition  énoncée. 

iO.  Nous  pouvons  vérifier,  à  l'aide  du  théorème  précédent,  ^  V^^ 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  sont  résoluW  ^^^^ 
par  radicaux.  Pour  le  cas  du  troisième  degré,  la  suite 

G,    Gj,     I, 

G  étant  le  groupe  symétrique  et  G|  le  groupe  alterné,  est  telle=-    goe 


de 
lue 
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chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et 
l'ordre  de  G  étant  six  et  celui  deG|  trois,  les  quotients  des  ordres 
des  groupes  sont  des  nombres  premiers. 
Pour  le  quatrième  degré,  prenons  la  suite 

^»     G|,     H,     H',     I, 

jue  nous  avons  considérée  au  §29;  les  ordres  de  ces  groupes  étant 

-especlivement 

ai,     i:x,     4,     ^-»     ' 

es  quotients  de  chaque  nombre  par  le  suivant  sont  des  nombres 
ïremiers,  et  Téquation  est  bien  résoluble  algébriquement. 

41.  Les  applications  du  théorème  général  relatif  à  la  condition 
lécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  soit  résoluble  algé- 
>rîquement  sont  particulièrement  simples  dans  le  cas  où  Véqua- 
ion  est  de  degré  premier. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  l'élude  de  ce  cas,  qui  a  été 
ipprofondi  par  Galois,  et  nous  renverrons,  pour  les  équations  de 
legré  composé,  aux  Mémoires  de  M.  Jordan  et  de  Rronecker. 

Commençons  par  un  Icmme  préliminaire.  Soit 

ine  équation  irréductible  de  degré  premier  /i.  Je  suppose  qu'elle 
levienne  réductible  par  Tadjonction  des  racines  d'une  équation 
rréduclible  de  degré  premier  p 

elle  que  ses  racines  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  Tune 
l'entre  elles.  En  raisonnant  sur  l'équation  f{x)^  comme  nous 
ivons  raisonné  au  §  36  sur  l'équation  <{'(V),  on  montrera  que  les 

0  racines  de  l'équation  F  se  partagent  en  -  groupes  de  q  racines 

;orrespondant  à  une  même  valeur  d'une  certaine  fonction  ration- 
lelle  8  ( /•)  des  racines.  Puisque/?  est  premier,  on  devra  avoir  7=1, 
;t  par  suite,  en  désignant  par 
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le  facteur  irréductible  correspondant  à  radjonctîon  de  r,  on  aura 

Les  facteurs  du  premier  membre  sont  distincts  et  du  même 
degré.  Donc,  puisque  le  degré  n  def(x)  est  supposé  premier,  le 
polynôme  '/(j^,  r)  est  nécessairement  du  premier  degré,  et  l'on  a 

P  =  n. 

De  plus,  ^équation  se  trouve  résolue  par  V adjonction  des  ra- 
cines de  F.  Ainsi,  une  équation  irréductible  de  degré  premier 
reste  irréductible  tant  que  les  adjonctions  ne  réduisent  pas  son 
groupe  à  Tunité.  Avant  l'adjonction  des  racines  de  F,  qui  va  ré- 
soudre Téquation,  son  groupe  est  d'un  ordre  v  qu'il  est  facile  de 
trouver.  D'après  le  §  37  ,  celte  adjonction  réduit  le-  groupe  à 

l'ordre  -  et,  puisque  ce  groupe  est  l'unité,  on  a 

Nous  pouvons  donc  dire  qu'avant  la  dernière  adjonction,  l'équa- 
tion y(x)  a  son  ordre  égal  à  son  degré  et,  par  suite,  puisque  n  est 
premier,  son  groupe  est  formé  des  puissances  d'une  substilution 
circulaire  (§  31). 

Appliquons  ceci  à  la  réduction  du  groupe  d'une  équation 
f{x)  =  o  de  degré  premier  /i,  résoluble  algébriquement.  Après 
des  adjonctions  successives  de  radicaux,  nous  arriverons  à  l'avant- 
dernier  groupe  G,  (§  39).  Il  résulte  du  lemme  précédent  que 
l'équation  reste  irréductible  tant  qu'elle  n'est  pas  résolue,  et  nous 
pouvons  appliquer  la  conclusion  précédente  :  le  groupe  G,  est 
d'ordre  n  et  est  formé  des  puissances  d'une  substitution  circulaire 
de  n  lettres.  Or,  le  groupe  initial  G  contient  évidemment  G/ 
comme  sous-groupe.  Le  groupe  initial  relatif  aux  n  racines 
de  notre  équation  contient  donc  une  substitution  circulaire 
d^ ordre  n, 

42.  Nous  allons  rechercher  les  groupes  relatifs  à  n  lettres  (/i 
étant  toujours  premier)  jouissant  de  la  propriété  précédente. 
Mais  il  nous  faut  auparavant  dire  un  mot  de  la  représentation 
analytique  des  substitutions. 
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Désignons  par 
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XO,  XXy 


^n-\ 


n  lellres.  Si  l'on  a  un  polynôme  y(  3)  à  coefficients  entiers,  et  que 
pour  ^  =  o,  I ,  . . . ,  /i  —  I  ce  polynôme  prenne  n  valeurs  non  con- 
g^rues  suivant  le  module  n,  c'est-à-dire  n  valeurs  telles  que  la  diffé- 
reace  de  deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soit  pas  multiple  de  /i, 
OQ  pourra  considérer  la  substitution 

oomme  définissant  une  substitution  des  n  lettres,  en  convenant 
<jue 


X- 


«si  remplacé  par 


(5  =  O,  I  ,2.  .  .,  /l  —  1) 


^/.Z) 


l'indice  f{z)  étant  pris  suivant  le  module  /i,  c'est-à-dire  étant 
remplacé  par  le  reste  que  donne  sa  division  par  n.  Toute  substi- 
tution 

(^a^      ^bi       •  •  •  >      '^k      \ 
XQy      Xi,       •  '  '  y      ^n—i  / 

peut  être  obtenue  de  cette  manière  ;  il  suffit  de  poser 


/{z)  =  -a 


zn  —  z 

z 

b 

z'^—z 

z     —  T 

-    — . . .  —  /i 


3« —  z 

z   —  a 


~~  •  •  •  ~~  K 


Z'^—Z 

z  —  n-T-  I 


en  désignant,  d'une  manière  générale,  par 


Z  —  a 


le  quotient  de  la  division  de  5"  —  z  par  z 
ment  que 


—  a.  On  voit  facile- 


On  a,  en  effet, 


et,  par  suite. 


fi^)^h 


(mod.  n). 


z'^  —  z  —  {z  —  'i)'\{z)-T-%'^  — 


r.n 


z  —  a 


=  ^(.  <s). 


Soit  3  72^  a,  on  aura 


—  a. 
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Or,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  a"  —  a  et  ,3"  —  ^  sont  mul- 
tiples de  n  ;  donc  'i(p)  sera  multiple  de  n.  Par  suite,  dansy(w), 
tous  les  termes,  sauf  celui  qui  renferme  :;  —  a  en  dénominateur^ 
seront  multiples  de  n  pour  c  =  a.  Il  reste  à  trouver  la  vaileur  de 

z  —  a 

pour  z  =•  T..  Or,  on  a 

,13/1-1  _  ,  =  ^(5)  ^  (  -  _  i)^'(z)  ; 
donc 

et  la  congruencey(a)  ^  A(mod.  n)  en  résulte  immédiatement. 

On  doit  à  M.  Hermite  d'importants  théorèmes  sur  la  représen- 
tation analytique  des  substitutions  {Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  y  t.  LVII,  ei  Annales  de  Tortolini).  Nous  y 
renverrons  le  lecteur,  n'ayant  ici  besoin  que  de  la  notion  précé- 
dente pour  trouver,  avec  Galois,  la  forme  de  la  fonction  y(5) 
correspondant  à  une  substitution  appartenant  au  groupe  d'une 
équation  résoluble. 

43.  Nous  avons  dit  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  G, 
sont  les  puissances  d'une  substitution  circulaire  et,  par  consé- 
quent, de  la  forme 

(  j  -f-  p,  z)\ 

soit  donc  2  une  telle  substitution ,  p  étant  un  des  nombres 
I,  2,  . .  . ,  /t  —  I.  Si  maintenant  T  désigne  l'une  quelconque  des 
substitutions  du  groupe  Gj_i  précédant  immédiatement  G,  la 
substitution 

appartient  encore  à  G,.  A  la  substitution  T  correspond  une  cer- 
taine fonction /( -3),  telle  que  nous  pouvons  écrire 

'l  =  [f{z),z\ 
et  l'on  a  de  même 

X  =  (v4-?,  ;;),         r  =  (c-ha,  z). 

Exprimons  que 

TS  =  ST. 


SUBSTITUTIONS   ET    ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES.  ^S5 

Or 

TX  =  [/(;:  4-  p),  z]         et        S'T  =  [f{z)  -^  a,  ;;]. 

On  aura,  par  conséquent,  lacongruence  suivant  le  module  n 

a  ne  dépendant  pas  de  ^  ;   en  changeant  successivement  z  en 

5  H-  P,  ^  -f-  2  ^,  .  .  . ,  ^  -f-  ).  p,  on  a 

/(;5-hX?)=/t^)-hXa. 

Si  nous  prenons  ^  =  i  et  que  nous  posions  ^  =  o,  /(o)  =  6, 

on  aura 

f{\)^b-\-\a. 

Ainsi  la  fonction /(s)  est  une  fonction  linéaire  az-^-b.  Le 
groupe  G,_|  ne  peut  donc  renfermer  que  des  substitutions  de  la 

forme 

{az  -h  b,  z), 

et  a  sera  différent  de  Tunité,  si  la  substitution  T  n'appartient  pas 
au  groupe  G,.  Le  groupe  G,_i  contient  des  substitutions  d'ordre 
/i,  à  savoir  les  substitutions  de  G,;  il  est  aisé  de  voir  qu'il  ne 
contient  pas  d'autres  substitutions  d'ordre  n,  ce  qui  revient  à 
dire  que  la  substitution  ci-dessus  est  d'ordre  inférieur  à  n  quand 
a  est  différent  de  un  ou  n'est  pas  congru  à  un  (mod.  n).  En 
effet,  la  puissance  h  de  cette  substitution  est  obtenue  en  rempla- 
çant z  par 

On  aura  l'ordre  de  la  substitution  en  prenant  le  plus  petit  entier  A, 

tel  que 

a'^  EHTE  I  (mod.  w), 

/>(a^*-i -+-. .  .-h  I  )  z=  o  (mod.n), 

• 

a  étant  différent  de  un;  la  seconde  condition  sera  vérifiée  quand 
la  première  le  sera,  et  ceci  arrivera  pour  li=.  n  —  i  ou  un  de  ses 
diviseurs. 

Cherchons  maintenant  la  nature  des  substitutions  du  groupe 
G/_2-  Il  est  clair  que  G,  est  un  sous-groupe  de  G,_,;  montrons 
qu'il  en  est  un  sous-groupe  invariant.  Si  ï'  désigne  une  substitu- 
tion de  (js-tt  et  S  une  substitution  de  G,,  et  par  suite  de  G,_i,  la 
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transformée  de  S  par  T'  appartiendra  à  G,_|,  puisque  Os-i  est 
invariant  dans  G^.a-  Mais,  S  étant  d'ordre  /i,  sa, transformée  parT 
est  aussi  d'ordre  n  et  elle  appartient  par  suite  à  G^,  ce  qui  montre 
bien  que  G^  est  invariant  dans  Gj_2>  Par  suite,  les  substitutions 
de  G,_2  sont  de  môme  forme  que  celles  de  G^.i ,  et  l'on  continuera 
ainsi  de  suite  jusqu'à  G.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant, 
dû  à  Galois  : 

Quand  une  équation  irréductible  de  degré  premier  est  ré- 
soluble algébriquement,  toutes  les  substitutions  de  son  groupe 

sont  de  la  forme 

(az  -h  by  z), 

44.  La  réciproque  du  théorème  précédent  est  exacte,  c'est- 
à-dire  que,  si  le  groupe  d'une  équation  Hrréductible  de  degré 
premier  ne  renferme,  en  dehors  des  substitutions  du  système 
circulaire  (5,  :;  +  1),  que  des  substitutions  de  la  forme 

{az-h  ù,  5), 

l'équation  est  résoluble  algébriquement. 

Remarquons  d'abord  que  toute  substitution  du  groupe  précé- 
dent sera  le  produit  d'une  puissance  de  la  substitution 

par  une  puissance  d'une  substitution 

(2')  {rz,z). 

Si  /•  est  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  /i,  c'esl- 
à-dire  si  les  puissances 

sont  congrues  dans  un  ordre  quelconque  à 

I,    2,     ...,    /i  — 1, 

le  groupe  formé  à  l'aide  des  substitutions  (S)  et  (S')  combinées 
entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  sera  formé  des 
n(n  —  1)  substitutions 

(az  -¥-  by  Z)y 
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OÙ  ron  donne  à  a  les  valeurs  i ,  2,  . . . ,  /i  —  i   et  à  6  les  valeurs 


o,   I,  2,  • .  • ,  /t  —  I . 


Si  r  n'est  pas  une  racine  primitive  pour  le  nombre  /i,  les  puis- 
sances de  r  écrites  ci-dessus  ne  représenteront  pas  les  n  —  i  pre- 
miers nombres,  mais  seulement  un  nombre  d  de  nombres  congrus 
différents,  suivant  le  module  /i,  et  le  groupe  sera  seulement  alors 
d'ordre  nd. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  allons  supposer  que  le  groupe  G 
de  Téquation  soit  le  groupe  d'ordre  n{n  —  1),  c^est-à-dire  que  /• 
est  racine  primitive;  mais  un  raisonnement  analogue  s*appliquera 
aux  autres  cas.  Désignons  par  a  une  racine  de  l'équation 


=  o 

J7  — I 


et  formons  les  expressions 


Xi  =  (jTo -+- aa:i -h  a*a:,    h- . . .  h- a"-*  a:/,_t   )'*, 

X,  =  [x^-\-  aj:r-+-a«j',r-+-...-+-a"-*^(rt-i)r]'', 
•  ••••. .••• • •,,,.,...., 

Les  quantités  X  se  permutent  évidemment  circulairement  quand 
on  fait  la  substitution  £'.  On  peut,  d'autre  part,  les  écrire  sous 
une  autre  forme;  prenons  par  exemple  XpL+i, 

Si  l'on  pose 

hr'?-  ==  k  (  iiiocJ.  /i  ),         o  <  A-  ;:  71  —  I  , 

on  aura 

/t/^a^^  A7./1-1.         d'où         /|-=  Ar"-»-!*. 

Nous  pourrons  alors  écrire 

Or,  a'"""'"**  représente  une  certaine  racine  Jï  de  Téquation  x"  =  1 , 
et,  par  suite,  Xj^,,.,  a  la  forme 

Après  cette  transformation,  il  est  facile  de  voir  que  les  fonc- 
tions X  ne  changent  pas  par  la  substitution  S,  c'est-à-dire  quand 
P.  —  III.  33 
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on  fait  sur  les  x  une  substitution  circulaire 

Ainsi  les  fonctions 

■^1»     ^t»     Xj,     ...,     X/t_| 

sont  invariables  par  la  substitution  de  S,  et  elles  sont  déplacées 
circulairement  par  la  substitution  S'. 

Les  fonctions  X  sont  les  /i  ; —  i  valeurs  que  prend  une  fonctioD 
rationnelle  des  racines,  pour  les  substitutions  du  groupe  G;  elles 
satisfont  donc  à  une  équation  d^ordre  n  —  i  dont  les  coefficients 
sont  rationnels  dans  le  domaine  primitif.  Les  racines  /i*^""  de 
Tunité  ne  figurent  pas  dans  cescoefiicients,  puisque  toute  fonction 
symétrique  des  X  est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  i  racines  de 


=  o. 


X  —  I 

Soit 

F(X)  =  o 

cette  équation  ;  son  groupe  est  formé  des  n  —  i  puissances  de  la 
substitution  circulaire  effectuée  sur  les  X.  Une  telle  équation  est 
résoluble  par  radicaux,  car  si  nous  désignons  par 

les  racines  de  F,  l'expression 

( Xi  -i-  XX,  -h. .  .-T-  x«-«x„_i)«-», 

où  X  désigne  une  racine  n  —  i"™*-'  de  Tunité,  restant  invariable 
par  les  substitutions  du  groupe,  s^exprime  rationnellement  à 
l'aide  de  ).  qu'on  doit  supposer  adjoint.  En  donnant  à  X  ses  n  —  i 
valeurs,  on  aura  donc  les  X  pour  radicaux,  et  enfin 

s'exprimera  par  suite  aussi  au  moyen  de  radicaux.  En  donnant  à 
a  ses  n  —  i  valeurs  et  en  prenant  la  somme  des  racines,  on  aura 
n  équations  donnant  Xq,  X|,  •..,  Xfi_i  exprimés  algébrique- 
ment;  c'est  le  théorème  que  nous  voulions  établir. 

'43.  Dans  les  deux  paragraphes  précédents,  nous  avons  trouvé 
la  condition  nécessaire  et  suIlSsante  pour  qu'une  équation  irré- 
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ductible  de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux,  à  savoir 
que  le  groupe  de  l'équation  ne  doit  contenir  que  des  substitutions 

de  la  forme 

(az-h  b,  z). 

Galois  a  encore  donné  une  autre  forme  à  cette  condition;  nous 
terminerons  ce  Chapitre  en  montrant  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  est  que  les  racines  soient  toutes  exprimables  en 
fonction  rationnelle  de  deux  quelconques  d'entre  elles. 

D'abord  la  condition  est  nécessaire,  car,  si  Téquation  est  réso- 
luble par  radicaux,  toutes  les  substitutions  de  son  groupe  sont  de 
la  forme  ci-dessus.  Or  une  telle  substitution,  qui  ne  se  réduit  pas 
a  Tunité,  déplace  les  n  indices  si  a  =  i,  et  elle  déplace  n  —  i  in- 
dices si  a  est  différent  de  un.  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  adjoint 
deux  racines  x^  et  x^^  le  groupe  [de  l'équation  ne  contiendra 
plus  que  la  substitution  unité,  car  x^^  et  x^  devant  rester  inva- 
riables par  les  substitutions  du  groupe,  celles-ci  ne  peuvent  dé- 
placer j?a  etorp.  Donc  toutes  les  racines  sont  fonctions  rationnelles 
de  Xfi  et  x^. 

Passons  à  la  réciproque  (*).  Nous  supposons  que  toutes  les  ra- 
cines d'une  équation  irréductible  de  degré  premier  s'expriment 
rationnellement  à  Taide  de  deux  quelconques  d'entre  elles  ^  il  faut 
montrer  que  l'équation  est  résoluble  par  radicaux.  Soit  G  le  groupe 
de  l'équation  et  (jl  son  ordre;  quand  on  adjoint  une  racine  Ta  de 
l'équation  elle-même,  le  groupe  G  se  réduit  à  un  groupe  ?«  dont 

l'ordre  est  -  (§  36).  A  chaque  racine  j:»  correspond  un  groupe  \\^ 

et,  d'après  les  théorèmes  généraux  étudiés  précédemment,  les 
substitutions  du  groupe  G  se  décomposent  en  un  Tableau  de  n 
lignes  dont  la  première  sera,  si  l'on  veut,  le  groupe  Fo,  et  les  au- 
tres lignes  seront  les  produits  des  substitutions  de  Fo  par  des 
substitutions 

I  I,        1  2>        •  •  •  »        *  «— 1» 

Les  groupes  Fa  sont  les  transformées  de  Fo  par  les  substitutions 


(«)  La  démonstration  de  celte  réciproque  est  seulement  indiquée  très  succinc- 
tement dans  le  Mémoire  de  Galois;  nous  suivons  ici  le  commentaire  qu'en  donne 
M.  Serret  dans  son  Algèbre  supérieure.  On  trouvera  aussi  dans  cet  Ouvrage  une 
analyse  de  M.  Hermite  donnant  une  démonstration  directe  du   même  théorème. 
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précédentes;  on  doit  remarquer  que  deux  groupes  F  n'ont  d'autre 
substitution  commune  que  la  substitution  unité,  car  autrement  il 
y  aurait  une  substitution  laissant  deux  racines  invariables.  Après 
avoir  adjoint  x^  et  réduit  le  groupe  à  Fa,  adjoignons  maintenant 
jTp,  c'est-à-dire  une  racine  de 


X  ""■  Xt 


ou  d^un  diviseur  rationnel  de  ce  quotient,  s'il  n'est  pas  irréductible. 
Le  groupe  \^  de  l'équation  deviendra  un  nouveau  groupe  dont 
Tordre  est  égal  au  quotient  de  l'ordre  de  f^  par  un  diviseur  du 
degré  de  l'équation  précédente.  L'ordre  du  groupe  après  l'adjonc- 
tion de  Xy^  et  de  x^  sera  donc 

m^n  —  I 


n .  m 


et,  puisque  l'équation  est  résolue,  on  a 

^  =z=  m.n. 

Évaluons  le  nombre  des  substitutions  de  G  qui  déplacent  tous 

les  indices.  En  ne  comptant  pas  la  substitution  unité,  les  groupes 

F  renferment 

(m  —  \)n 

substitutions;  te  nombre  des  substitutions  qui  ne  déplacent  pas 
toutes  les  lettres  n  est  donc 

{m  —  I  )  /i  -h  I . 
Il  y  a  donc  dans  G 

mn  —  (m  —  \)n  —  i     ou     /i  —  i 

substitutions  qui  déplacent  tous  les  indices;  nous  allons  voir  aisé- 
ment que  ces  n  —  i  substitutions  sont  circulaires  et  puissances  les 
unes  des  autres.  Soit  T  une  telle  substitution;  décomposons-la  en 
cycles  ;  aucun  de  ces  cycles  ne  sera  formé  d'une  seule  lettre,  et  ils 
ne  contiendront  pas  tous  le  même  nombre  de  lettres,  puisque  n 
est  premier.  Si  la  substitution  ne  se  composait  pas  d'un  seul  cycle, 
il  y  aurait  un  cycle  d'ordre  minimum  ô,  et  la  substitution  T^  lais- 
serait S  lettres  en  place  (5  >  i)  sans  se  réduire  à  la  substitution 
unité;  or,  le  groupe  G  de  l'équation  ne  peut  manifestement  con- 
tenir une  telle  substitution,  puisque  par  l'adjonction  de  S  racines 
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le  groupe  ne  sérail  pas  réduit  à  l^unité.  Les  n  —  i  subslitutions 
trouvées  plus  haut  sont  donc  les  n  —  i  premières  puissances  d'une 
substitution  circulaire. 

Cela  étant,  distribuons  les  indices  dans  les  racines  de  manière 
que  les  n  —  i  substitutions  de  G,  qui  déplacent  tous  les  indices, 
soient  les  puissances  de  la  substitution  circulaire 

■ 

et  soit  S  une  substitution  quelconque,  que  nous  représentons  par 

S  =  [/(;:),  z]. 

La  transformée  de  ï  par  S  est  encore  une  substitution  circu- 
laire et  déplace,  par  suite,  tous  les  indices;  elle  doit  donc  être 
une  puissance  de  T 

En  écrivant  que 

STS-ï  =  T'        ou        ST  =  T'S, 

on  aura,  en  raisonnant  comme  au  §  43, 

a  et  p  étant  des  entiers  et,  par  suite,  le  groupe  ne  renfermant 
que  des  substitutions  linéaires,  Inéquation  est  résoluble  par 
radicaux. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ces  questions;  le 
lecteur,  désireux  d'approfondir  ces  théories,  pourra  consulter  le 
Traité  de  M.  Jordan  et  les  travaux  de  Kronecker.  Une  partie  de 
ceux-ci  sont  très  bien  exposés  dans  le  Livre  de  M.  Vogt  (voir, 
en  particulier,  le  Chapitre  XII).  On  lira  aussi  avec  grand  intérêt, 
dans  l'Ouvrage  de  MM.  Borel  et  Drach,  le  Chapitre  VI,  sur  les 
groupes  résolubles. 
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CHAPITRE  XVII. 

ANALOGIES  ENTRE  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES  ET  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


I.  —  Généralités  sur  les  groupes  continus  (  *  ). 

1.  Bien  que  nous  ne  puissions  faire  ici  une  exposition  com- 
plète des  résultats  fondamentaux  de  M.  Sophus  Lie  dans  la  théorie 
des  groupes  continus  de  transformation,  il  est  indispensable  ce- 
pendant que  nous  fassions  quelques  remarques  générales  sur  cette 
notion  de  groupes  continus,  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  la 
Science  de  notre  époque.  Considérons  les  n  équations 

)•: ' 

\  yn  =  /n(yij yty  ...,.K/t,  ai,  aj,  ...,«;.), 

les  /  dépendant  de  /•  paramètres  «i ,  a^i  • . . ,  «r»  Ces  /?.  équations 
définissent  une  transformation  entre  les  y  et  les  y\  et  Ton  sup- 
pose, bien  entendu,  que  le  déterminant  fonctionnel  des /"par  rap- 
port aux  y  n'est  pas  identiquement  nul.  De  plus,  on  suppose  que 
les  /•  paramètres  a  ont  été  réduits  au  moindre  nombre,  c'est-à-dire 
qu'il  n'est  pas  possible  de  trouver  /'  fonctions 

Al,    Aj,     ...,    \r'  {^'<ir) 


(')  Pour  CCS  généralités  on  se  reportera  aux  trois  Volumes  de  M.  Sophus  Lie 
Sur  les  Groupes  de  transformations  ;  on  trouvera  aussi  une  exposition  très 
condensée  et  très  nette  des  théorènnes  fondamentaux  dans  les  Leçons  de  M.  Lie, 
rédigées  par  M.  ScheflTers  (1893  ),  aux  pages  366  et  suivantes.    * 


/  _  •» 
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de  ai,  a2i  ••.,  ^r?  telles  que  Ton  ait 

fi{yuy\^  "-jym  ^i,  aj,  ...,  a^.)  =  F|(^i,^t,  ...,^«,  Al,  Aj,  —  \r') 

{i=\,'i,  ...»  /i), 

circonstance  qui  amènerait  la  réduction  du  nombre  des  paramètres. 
Si  cette  circonstance  se  produisait,  on  aurait  évidemment  une  re- 
lation de  la  forme 

Xtv^tï^î»  "'*^f^^  -^/î(«i»«2,  •'•'>ar)  -^  ^-.•• 

^*^  1  df- 

/  -t-y.r(^i»«i,  '"'^''^  ôa    ^^  (1  =  1,2,  ...,n), 

et  la  réciproque  est  immédiate,  c'est-à-dire  que,  si  les /satisfont 
tous  à  une  relation  de  cette  forme,  il  y  aura  au  plus  r  —  i  para- 
mètres distincts. 

Ceci  posé,  les  équations  (i)  définissent  un  groupe  de  trans- 
formations  à  r  paramètres  si,  ayant  successivement 

y'i  =fi(y\^yiy  -", yn^ «i>^i, ..-» «r), 
y"i=fi^y\^y'ii  "-yy'in^u^i,  ...,^/-)  (t  =  i,9., ...,  n), 

les  a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires  y  on  a 

yl^Myuyt^  ...,r'MCi,c„  ...,cr), 

les  c  ne  dépendant  que  des  a  et  des  b.  On  a  donc 

Faisons  de  suite  la  remarque  que  les  c  considérés  comme  fonc- 
tions des  bj  par  exemple,  seront  des  fonctions  indépendantes.  On 
a,  en  effet, 

En  différentiant  par  rapport  aux  b  successivement,  on  voit  que 
l'on  aurait,  si  le  déterminant  fonctionnel  des  ^  par  rapport  aux  b 
était  nul,  une  relation  de  la  forme 

^1  (^l>  •  •  •  >  ^r»  ^ly  •  •  •  j  ^r)  "7t h.  .  .  -t-  A/.(  rti,  ,  ,  ,  y  (tft   '*\y  ,  »  . ,  Uf.)  -jj—  ^  O, 

quel  que  soit  i,  et,  en  donnant  aux  a  des  valeurs  fixes  arbitraire- 
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ment  choisies,  on  aurait  une  relation  de  la  forme  (a),  et,  par  suite, 
les  paramètres  ne  seraient  pas  réduits  au  moindre  nombre. 

Nous  n'allons  considérer  que  les  groupes  de  transformalions 
comprenant  la  substitution  identique,  c'est-à-dire  que  nous  sup- 
posons que,  pour  certaines  valeurs  or",  •••>  ^î  de  ai,  ...,  ar,  on 
ait 

2.  Dans  le  cas  où  il  n'j  a  qu'un  seul  paramètre,  le  problème 
de  la  recherche  des  groupes  est  extrêmement  simple.  Il  nous  suf- 
fira de  prendre  deux  variables;  la  recherche  serait  la  même  pour 
un  nombre  quelconque  de  variables.  Considérons  donc  le  groupe 
à  un  paramètre  a 

D'après  la  notion  même  de  groupe  nous  aurons 

c  étant  une  fonction  de  a  et  6,  soit 

Des  lettres  a,  6,  c  deux  sont  indépendantes,  et  la  troisième  est 
fonction  des  deux  premières.  Nous  allons,  pour  un  moment,  re- 
garder b  comme  fonction  de  a  et  c.  En  diflférentiant  par  rapport 
à  a  les  deux  membres  des  équations  (:>.),  on  a 

ôx'  da        dy'  da        db  da  ~~    ' 

do   dx'        d(f  dy       d:p  dh 
dx'  da        dy  da        db  da  ~~ 

On  tire  de  là,  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à 

dx'    ,  dy 
da        da 


àx'       „      ,      ,   ,    db 
da  -^^^'^'^^da 
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Or,  de  l'équation  c  =  ^{a,  0)^  on  lîrc  la  valeur  de  -j->  soit 
y^(Of  b).  Nous  avonc  donc 

g  =*(y,y,^)x(a,6). 

Les  équations  étant  écrites  sous  cette  forme,  nous  pouvons  re- 
garder a  et  6  comme  indépendants,  et  nous  avons  un  système 
d'équations  auxquelles  satisfont  x*  et  y'  considérées  comme  fonc- 
tions de  a.  Donnons  à  b  une  valeur  fixe  d'ailleurs  arbitrairement 
choisie;  les  deux  équations  pourront  s'écrire 

g.'=0(a)$(r',y), 

~  =(ï(a)r,(T\y). 

Si  Ton  fait  enfin  un  changement  de  paramètre,  en  introduisant 
au  lieu  de  a  un  paramètre  t  lié  à  a  par  la  relation 

^(a)da  =  dt, 
nous  aurons  le  système 

et,  pour  une  certaine  valeur  de 'a,  on  a,  par  hypothèse, 

X'  =  X,         y=z  y. 

On  peut  supposer  que  cela  a  lieu  pour  ^  ==  o.  Donc  notre  groupe 
s'obtiendra  en  considérant  le  système  d'équations  diflTérentielles 
ordinaires 

dx' 


^=r,  (*',/), 


dt 
et  en  cherchanl  la  solution  {x',y)  se  réduisant  à  {x,y)  pour 
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/  =  o.  Cette  solution  donnera  les  deux  fonctions 

qui  correspondront  au  groupe  cherché. 

La  réciproque  est  exacte,  c'est-à-dire  que  deux  équations 

dx' 


dt 


=  ç(^',y), 


prises  arbitrairement,  peuvent  être  regardées  comme  définissant 
un  groupe  à  un  paramètre.  Ceci  résulte  de  ce  que  Ç  et  tj  ne  dé- 
pendent que  de  x'etj^.  Concevons,  en  effet,  qu'on  ait  trouvé  l'in- 
tégrale de  ce  système  telle  que  x^  z=,x^  y  ^=  y  pour  ^  =  o,  et  soit 

x'  —  f{x,yA), 

y'=^{x,y,t) 

celte  intégrale  ^ye  dis  que  ces  équations  définissent  un  groupe. 
Ecrivons 

^'  =  f(^,y,ti), 

y'=^(x,y,tx). 

Les  expressions  précédentes  se  réduisent  à  a:  et  y  pour  f,  =  o. 
D'autre  part,  les  équations 

^''  =  /(^\y',t-ti), 
y=o{x',y,e  —  ti) 

définissent  les  intégrales  x'^  ely"  se  réduisant  à  :r',  y  pour  /  =  t^. 
II  en  résuite  que  x'' ^  y"  représentent  les  intégrales  se  réduisant  à 
{x^  y)  pour  ^  =  o.  Donc 

ce  qui  revient  à  dire  que,  des  égalités 

^'  =  f(^,y,fi),      ^'' = f{^\  y\  ti), 

y'=o(x,y,ti),       y''^^{x\y',tt)y 
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on  déduit 

et  l'on  a  donc  bien  un  groupe. 

Pour  un  accroissement  infiniment  petit  o^,  donné  à  t  à  partir  de 
/  =  o,  x' et  ^prennent  à  partir  de  x  ely  des  accroissements  doni 
les  parties  principales  ox  et  5v  sont  évidemment 

rj.r  —  ri  X.  y)  o/, 

aussi  appelle-t-on 

;  rjt      «il      r,  0/ 

la  transformation  infinitésimale  dn  groupe,  et,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, un  groupe  à  un  paramètre  est  défini  par  une  transformation 
infinitésimale. 

Nous  avons  considéré  le  cas  de  deux  lettres;  il  est  clair  qu'un 
groupe  à  un  paramètre  pour  n  lettres  peut  être  défini  par  le  sys- 
tème 

-=  ÇiC.'*!»  Xi^   •  '  •  y  Xn)j 


dl 

dr, 
tlt 


—  îî(»^l  »  •''i»  •  •  •  î  ^n  )• 


OÙ  les  ç  sont  des  fonctions  de  j^i.  .ro,  .  . .,  x„^  d'ailleurs  quel- 
conques. 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de 
paramètres.  En  nous  bornant  d'abord  uniquement,  pour  avoir 
(les  notations  plus  simples,  à  deux  variables,  nous  envisageons  le 
groupe 

à  /•  paramètres.  Écrivons,  comme  plus  haut, 
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OÙ  Ton  a 

avec  l'idenlitë  de  même  forme  pour  o. 

Nous  considérons  encore  les  c  et  les  a  comme  des  arbitraires, 
les  b  étant  des  fonctions  de  ces  quantités.  En  différentiant  Tiden- 
tité  (3)  par  rapport  à  a^,  il  vient 

âf  dx'        df    ày'         Of   dby^  df   db,. 

ox   da/t       Oy    da^        Ob\  dan  àO^  va  h 

et  pareillement 

d^    dx'         do    ày'         do    dût  do    dbr  , , 

dx   da/i       dy   dan        db-,  Oa/,  dbr  àa/i 

On  tire  de  ces  deux  équations,  en  calculant  les  dérivées  par- 
tielles des  b  par  rapport  aux  a,  au  moyen  des  relations  Cm  =  ^L*, 

k  =  r 

dx*        ^^^ 

^^  =    y.  ^'^a(<^1»    •••»«/•>  ^1>    ...»  br)    Pa(^',  y  y  bif    .  .  .,  6r) 

(4)  <   ,  ,      *  =  '• 
dy       ^^^ 

J^  =    yy<kh{<^U    ...,  Or,  ^1,    .  ..,  ^r)   Q.k(^\  J''i  bi,    .  .  .,  br) 
A=l 

(A  =  r,  2,  . . .,  r). 

Le  déterminant  formé  avec  les  "k^h  n'est  pas  identiquement  nuU 
car  autrement  on  aurait  une  relation  de  la  forme 

et  la  même  relation  pour  j^;  par  suite,  les  paramètres  ne  seraient 
pas  réduits  au  moindre  nombre.  Comme  les  c  ne  figurent  pas 
dans  les  identités  (4)^  celles-ci  sont  vérifiées  quels  que  soient  a 
et  b.  Donnons  aux  b  des  valeurs  arbitraires  mais  fixes;  les  équa- 
tions précédentes  deviendront 

k  =  r 

(5)  \  ^21  (A  =  i,a,  ...,r). 


^  =^6a7«(«i,  ...»  a,.)  rik{x',y) 
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Nous  avons  là  un  sjsleme  de  2/'  relations  auxquelles  satisfont 
jf  ei  y  considérés  comme  fonctions  de  ai ,  • .  • ,  ^r* 

Nous  avons  déjà  dit  que  le  déterminant  |  O^a  |  n'était  pas  identi- 
quement nul;  il  en  résulte  que  Ton  pourra  écrire 


ôx' 

J 


h  =  \ 

h  =  r 


h  =  \ 


et  le  déterminant  |  a^A  |  ne  sera  pas  identiquement  nul.  Nous  pou 
vuns  conclure  de  là  que  les  deux  relations 


A-  =  /•  k  —  r 


^ekUi^'i  y')  =  o»  ^ekr\k{x'yy)  =  o, 

où  les  e  seraient  des  constantes  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  ne 
peuvent  avoir  lieu  simultanément.  Elles  entraîneraient  en  eOet 
les  relations 

A=l h-\ 

et  la  relation  analogue  en  remplaçant  x^  par  j^'.  Mais,  les  para- 
mètres étant  réduits  au  moindre  nombre,  ceci  ne  peut  avoir  lieu 
que  si 


V  Ck  ^k/i  =  0  (/i  =  I,  2,  . . .,  r), 


^=1 
d'où  l'on  conclut  que  le  déterminant  |  a^A  |  devrait  être  nul. 

i.  Les  équations  (5)  jouent,  dans  la  théorie  des  groupes,  un 
rôle  extrêmement  important.  M.  Lie  démontre  à  leur  sujet  un 
théorème  réciproque,  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer. 

Supposons  que  Ton  ait  un  ensemble  de  transformations  à  r  pa- 
ramètres (je  ne  dis  pas  un  groupe) 

X  —f{x,y,  ai,  ...,  a,.), 
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lel  que,  pour  certaines  valeurs  des  parainèlres,  on  ait  x'=x. 
y=:y^  et  que  les  x'  el  y  considérés  comme  fonctions  des  a  sa- 
tisfassent à  un  système  de  la  forme  (5),  avec  les  conditions  indi- 
quées plus  haut  relatives  à  certains  déterminants  différents  de  zéro. 
Dans  ces  conditions,  on  peut  affirmer  que  V ensemble  des  trans- 
formations préxédentes  formera  un  groupe:  c'est  la  réciproque 
du  théorème  du  paragraphe  précédent. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la  démonstration  de  cette  réci- 
proque, et  nous  allons  montrer  immédiatement  ce  qu'on  entend 
par  transformations  infinitésimales  d'un  groupe. 

Nous  avons  dit  que,  pour  certaines  valeurs  des  ût,  soit 


«,  =  aî,         ai  =  a9,,        fir  =  af., 


on  a  jc'=:x^  yz=y.  Donnons  aux  a  des  accroissements  infini- 
ment petits  8a  à  partir  de  a^.  Les  parties  principales  ox'  et  or' 
des  accroissements  de  x'  et  y'  seront 

et,  par  suite,  en  désignant  par  Si,  So,  •..,£/•  des  quantités  infini- 
ment petites  (jui  sont  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  à 
coefficients  constants  de  o^i,  oa*,  . .  .,  oar,  on  aura 


0-' 


oy'  =  £i  Trji  (0-,  ^r)  -^- . . .  -+-  £/T„.(  J-,  y), 


en  calculant,  à  Taide  des  équations  (5),  les  valeurs  des  dérivées 

On  dit  alors  que  le  groupe  admet  r  transformations  infini- 
tésimales,  dont  l'ensemble  représente  la  partie  principale  de  l'ac- 
croissement de  x'  ely'  à  partir  de  x  et  y,  pour  des  accroissements 
arbitraires  des  a  à  partir  des  a».  Ces  /•  transformations  infinitési- 
males sout 

.  («  =  1,  2,   .  .  .,  /•  l. 

Elles  sont  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  que,  pour 
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des  valeurs  de  constantes  convenables  e,  on  ne  peut  avoir 


k=l 
A  =  r 


comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

S.  Les  équations  (5)  vont  nous  permettre  d'obtenir  les  sous- 
groupes  à  un  paramètre  contenus  dans  le  groupe  donné.  Cherchons 
à  cet  effet  comment  nous  devons  déterminer  ai,  . . . ,  ar  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  t,  pour  que  l'ensemble  des  transformations 
correspondantes  forme  un  groupe  à  un  paramètre.  D'après  ce 
que  nous  avons  vu  au  §  2,  le  paramètre  t  peut  être  choisi  de  telle 
manière  que  le  groupe  soit  défini  par  des  équations  de  la  forme 

D'autre  part,  les  équations  (5)  nous  donnent 

h  =  r  h  =  r  k=r 

dx'       ^  ùx'  fiai,        V  Vft     /^  ^  \<-  I  w  ^■^^"1' 

Il  résulte  de  là  que  le  second  membre  ne  dépendra  pas  de  /.  Les 
coefficients  de  $a(«3^'>  y)  sont  donc  des  constantes,  et  l'on  aura, 
par  suite, 

h=  r 

da 


^OA/i(«i>  .••,«/•) -^y^  =  Àa-         (/:  =  i,2,...,r). 


h^\ 


les  X  étant  des  constantes.  D'ailleurs,  bien  évidemment,  en  pre- 
nant pour  les  X  des  constantes  quelconques,  et  en  prenant  pour 
les  a  des  fonctions  satisfaisant  au  système  précédent  d'équations 
différentielles,  on  obtiendra  un  groupe  à  un  paramètre  contenu 
dans  le  groupe  donné,  et  défini  par  les  équations 

'  dx' 

'  -^  =  >^içi(^',y)-^.-.-^>v.ï/-(a:-',y)t 
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Pour  trouver  ce  groupe,  on  doit  intégrer  ces  équations,  en  pre- 
nant les  conditions  initiales 

x'^x,       y'=^y  (pour/  =  o). 

On  voit  que  ces  intégrales  se  présenteront  sous  la  forme 

comme  le  montre  le  développement  de  a:',  y  suivant  les  puis- 
sances de  t. 

En  même  temps  que  la  réciproque  admise  au  paragraphe  pré- 
cédent (5),  M.  Lie  démontre  que,  du  groupe  à  un  paramètre  que 
nous  venons  d'obtenir,  on  peut  déduire  le  groupe  général,  défini 
par  les  équations  (5),  en  remplaçant  X|  ^,  5.2^,  . . .,  A^^  par  r  ar- 
bitraires ai,  ^2,  •  •  •,  ^r,  qui  ne  représenteront  pas  en  général  les 
mêmes  quantités  que  les  a  primitifs. 

Le  groupe  donné  pourra  donc  s'écrire 

x'  -  F(x,^,  a,,  ...,a,.)» 

la  substitution  identique  correspondant  à  a^  =. .  .==  ar  =  o,  et  l'on 
aura  le  développement 

(  ^'=•^^-^-«l;l(^,  J^)-+-...-t-«r;r(-p,j^)-H..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier  par 
rapport  aux  a, 

G.  Il  est  important  de  remarquer  que  les  ;  et  les  r\  ne  peuvent 
être  pris  arbitrairement,  c'est-à-dire  que  si  l'on  prend  dans  le  svs- 
Icnie  ((i)  les  ç  et  les  r\  arbitrairement,  les  équations  {^j)  qu'on  en 
déduit  ne  définiront  pas  un  groupe  aux  r  paramètres  X,  f,  Xj^,  ..., 
V^.  Un  point  capital  de  cette  théorie  consiste  donc  à  trouver  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  qui  doivent  exister  entre  les 
^  et  7),  pour  que  l'on  soit  conduit  à  un  groupe  de  transformations 
en  opérant  comme  ci-dessus. 

Il  est  aisé  de  trouver  des  conditions  nécessaires;  c'est  ce  que 
nous  montrerons  de  la  manière  suivante. 
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Prenons  le  groupe  à  un  paramètre  défini  par  les  équations 

obtenues  en  faisant,  dans  les  équations  (6),  X|=:ii  ,A2=...  =  )vr=o. 
Il  pourra  être  représenté  par  le  développement 


en  posant 


^.^/^=?.S-^4 


et  en  regardant  A|(/)  comme  un  symbole  d'opération  à  effectuer 
sur  une  fonction  /.  De  même  un  second  groupe  à  un  paramètre 
correspondant  aux  équations 

sera  représenté  par  le  développement 

I  •  ^ 

en  posant 

Désignons  par  S' la  première  substitution  et  par  S''  la  seconde, 
et  faisons  successivement  sur  (œ,  y)  les  substitutions 

S',    S'',    S-',    s-''. 

Un  calcul  un  peu  long,  mais  très  simple^  nous  donne  le  résultat 
suivant 

.,.  \  :r-t-£^'[A,(ÎO-A,($0]-H..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  second  en  t 

et  i .  Cette  substitution  doit  être  comprise  dans  le  groupe  (o-)  du 

paragraphe  précédent,  en  prenant  pour  les  a  des  séries  entières 

P.  —  III.  3'| 
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ordonnées  suivant  les  puissances  de  t  et  t' .  Ces  séries  devront  né- 
cessairement commencer  par  des  termes  du  second  degré  en  l 
el  t'^  car,  s^il  j  avait  des  termes  du  premier  degré,  leur  ensemble 
devrait  être  identiquement  nul  et  les  r  transformations  infinitési- 
males ne  seraient  pas  linéairement  indépendantes  (§  4).  En  iden- 
tifiant (o-)  et  (o-'),  on  voit  donc  que  les  développements  de  ai,  ..., 
Ur  doivent  commencer  par  des  termes  du  second  degré  et  sont 
nécessairement  de  la  forme 

a\  =  C\  tt'-i- , . . , 

Ot f  —  Cf  il  — r~  ■  •  •  f 

les  c  étant  des  constantes,  et  Ton  a,  par  suite, 

Ai(t,i)  — Ai(t,,)  =  Cl  7),  -i-C,T,, -T-...-hC;.7)^. 

On  peut  écrire  ces  deux  identités  sous  une  forme  plus  condensée. 
On  a,  quelle  que  soit  la  fonction/, 

A,[A.r/)]  -  A,[A,(/)]  =  [A,(?,)- A,($,)]  ^£ 

-^[A,(tm)-Ai(730]^- 

On  aura  donc,  quelle  que  soit  la  fonction/,  la  relation 

As[Ai(/)]~A,[A,(/)]  =  c,A,(/)-f-c,A,(/)4-...-f-C;.A^(/), 

qui  revient  aux  deux  égalités  ci-dessus.  La  combinaison  qui  figure 
dans  le  premier  membre  se  présente  dans  de  nombreuses  ques- 
tions d^Ânalyse,  notamment  dans  la  théorie  des  équations  linéaires 
simultanées  aux  dérivées  partielles.  On  l'appelle  le  crochet  de  A| 
et  A2,  et  on  la  désigne  souvent  par  la  parenthèse  (A2A|);  c'esl 
un  symbole  d'opération  à  effectuer  sur  une  fonction/. 

Nous  avons  raisonné  sur  A|(/)  el  A2(/);  en  considérant  d'une 
manière  générale 

A,(/)  =  lg-»-r,|. 

les  crochets 

(A/ A*) 
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devront  être  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  à  coeffi- 
cients constants  des  /*  expressions 

At(/),    A,(/),     ...,    Arif). 

Nous  trouvons  donc  ainsi  un  ensemble  de  conditions  nécessaires 
pour  que  les  r  couples  de  fonctions  (Ç,  r,)  correspondent  à  un 
groupe  de  transformations. 

7.  Ces  conditions  nécessaires  sont  en  même  temps  suffi- 
santes. La  démonstration  de  ce  théorème  fondamental  de  M.  Lie 
nous  entraînerait  trop  loin,  et  nous  nous  contenterons  de  cette 
affirmation.  Aussi  bien,  il  suffira  souvent  de  savoir  l'énoncé  de 
ce  théorème  pour  pouvoir  faire  des  applications  de  la  théorie. 

Nous  avons  supposé  qu'il  n'y  avait  que  deux  variables.  Dans 
le  cas  de  n  variables  x^y^  ...,  z  et  d'un  groupe  àr  paramètres,  ce 
groupe  sera  défini  par  r  transformations  infinitésimales  qui  cor- 
respondent aux  r  expressions 

,-,.()/  df  df 


les  i,  7i,  . . . ,  T  étant  des  fonctions  de  x,  j",  ...,:;. 

Ces  r  transformations  infinitésimales  définiront  un  groupe 

si  tous  les  crochets 

(A/A^.) 

sont  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  rfe  Aj,  . . . ,  A^. 

Pour  obtenir  ce  groupe,  on  considérera  les  équations  difTéren- 
tielles  ordinaires 


-jj  =  A|Ti  -h  AjTj  -{-.  .  .-4-  A;.T/., 
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OÙ  les  X  sont  des  constantes  arbitraires.  On  intégrera  ce  système 
en  prenant  comme  conditions  initiales 

L'intégrale  générale  sera  de  la  forme 


En  mettant  à  la  place  de  )vi^,  X2^,  ...yX,./  des  constantes 
ai,  a'2,  ,,.,art  nous  aurons  un  groupe   à  r  paramètres  entre 
(xo, j'o»  •••ï^o)  et  {xyy,  ...,2).  Rappelons  que  les  A(/)  ont 
été  supposés  linéairement  indépendants,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a 
pas  entre  eux  de  relation  de  la  forme 

les  e  étant  des  constantes  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

8.  Faisons  encore  une  remarque  applicable  à  tous  les  groupes 
de  transformations  dépendant  d'un  nombre  fini  de  paramètres 
arbitraires.  Soit  le  groupe  G  à  r  paramètres 

Yi=//(ji,^î,  ...,yni  «ii«ît  •'*,ar)        (**  =  1,2,  ...,  n). 

Considérons  une  fonction  F(^^i,jk2j  •  •  •  jj^/i) 5  îl  arrivera,  en 
général,  si  l'on  forme  l'expression 

F(Yi  Y,,  ...,  Y|,) 

qu'elle  dépendra  réellement  de  r  paramètres,  c'est-à-dire  ne  pourra 
pas  être  considérée  comme  une  fonction  dépendant  d'un  nombre 
moindre  de  paramètres.  Nous  voulons  examiner  le  cas  où  il  en 
serait  autrement,  c'est-à-dire  où  Ton  aurait 

F(Y,,  Yj,  ...,  Y„)  =  *(7i,^j,  ...jj'n,  A,,  A,,  ...,  Ap), 

les  A  dépendant  des  a  et  p  étant  moindre  que  r.  Désignons  par 
AJ,  ...,  Ap  les  valeurs  des  A  pour  aj,  aj,  ...,  a®  (valeurs  de 
paramètres  correspondant  à  la  substitution  identique)  ;  si  Ton  pose 

A,  =  Aî,        A,  =  A5,...,        Ap=Aj, 
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on  établira  entre  les  a  des  relations  qui  en  laisseront  au  moins 
/•  —  p  arbitraires.  Pour  ces  relations  entre  les  a,  on  aura,  d'après 
ridentité  ci-dessus, 

F(Y,,  Y„  ...,  Y„)=  F(7,.^„...,j^„). 

Il  existera  donc  un  sous-groupe  du  groupe  donné,  dépendant 
^au  moins  r  —  p  paramètres ,  qui  laissera  invariable  la  fonc- 
tion F. 

Traitons  maintenant  la  question  inverse,  et  supposons  qu'il  y 
ait  dans  le  groupe  G  un  sous-groupe  T  k  r  —  p  paramètres,  qui 
laisse  invariable  la  fonction  F;  je  dis  que  la  fonction 

^(Yi,  Y,,  .. .,  Yrt), 

où  les  Y  correspondent  à  la  substitution  générale  du  groupe  G, 
dépend  au  plus  de  p  paramètres. 

Le  sous-groupe  F  correspondra  à  des  valeurs  ai ,  a2i  . . . ,  a^  des 
paramètres  a,  liées  par  p  relations  convenables,  de  telle  sorte 
qu'il  y  ait  seulement  parmi  les  a  un  nombre  d'arbitraires  égal  à 
r — p.  En  effectuant  successivement  sur  les  j^  une  substitution 
du  groupe  G  et  une  substitution  du  groupe  F,  on  obtiendra  des 
expressions 

où  les  B  dépendent  des  a  et  des  a.  Pour  des  valeurs  fixes,  d'ailleurs 
arbitraires,  données  aux  a,  on  pourra  choisir  les  a  de  telle  sorte 
qu'au  moins  r  —  p  des  B  puissent  prendre  des  valeurs  arbitrai- 
rement données,  car,  dans  le  cas  contraire,  le  groupe  F  ne  serait 
pas  à  r —  p  paramètres.  Ceci  posé,  dans 

F(Y„Y„...,Y„) 

effectuons  sur  les  Y  une  substitution  du  groupe  F,  en  posant 

Y/  =//(Yi,  Yj, . . .,  Y;,,  «i,  «j, . . .,  «;.)  =/i(jyi,yiy . .  »,yni  Bi,Bj, . . .,  B,.), 

on  aura 

F(Yi,  Yj,  ...,  Y„)=  F(Y',,  Y',,  . ..,  Y^  ), 

d'après  la  propriété  du  sous-groupe  F.  Mais,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  on  peut,  pour  des  valeurs  arbitraires  des  a, 
donner  dans  les  Y'  à  r  —  p  des  B  au  moins  telles  valeurs  fixes  que 
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l'on  voudra.  Il  en  résulte  que  la  fonction  F(Y|,  Yj,  . . . ,  Yn)  dé- 
pend au  plus  de  p  paramètres. 

En  rapprochant  les  deux  remarques  que  nous  venons  de  faire, 
on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  (*)  : 

Étant  donné  le  groupe  G  à  r  paramètres,  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  la  fonction 

F(Yi,  Y,,  .. .,  Y„) 

dépende  seulement  de  p  paramètres  (p  <,r)  est  que  la  fonc- 
tion F(j^i,j^2>  •••>J'/i)  reste  invariable  pour  les  substitutions 
d'un  sous-groupe  T  de  G,  à  r  —  p  paramètres. 

Ce  théorème  peut  être  regardé  comme  l'analogue  de  celui  que 
nous  avons  établi  au  §  20  du  Chapitre  précédent.  Nous  avions 
là  une  fonction  prenant  n  valeurs  pour  les  substitutions  d'un 
groupe  G  d'ordre  m  ;  il  y  avait  alors  un  groupe  F,  sous-groupe 

de  G  et  d'ordre  —,  laissant  la  fonction  invariable.  Dans  la  ques- 
tion actuelle,  c'est  la  différence  r  —  p  qui  remplace  le  quo- 
tient —  ;  c'est  ce  qui  arrivera  généralement  par  la  suite,  oh  nous 

trouverons  des  différences  au  lieu  de  quotients  dans  des  énoncés 
par  ailleurs  de  même  forme. 


II.  —  Des  groupes  de  transformations  homogènes  et  linéaires, 
et  des  fonctions  symétriques  dans  la  théorie  des  équations 
linéaires* 

9.  Une  classe  très  spéciale  de  groupes  de  transformations  sera 

pour  nous  particulièrement  intéressante  :  ce  sont  les  groupes  de 

transformations  linéaires  et  homogènes  et,  de  plus,  renfermant 

algébriquement  les  paramètres.  Considérons  donc  la  substitution 

linéaire 

Yi  =  eiii^^i  -*-  «iij'i  -h. .  .H-  ainj^rt, 


Vn  =  «/ii^'i  -*-  an%yx  -*-. . .-+-  a/inr». 


(*)  Oq  trouvera  dans  la  Thèse  de  M.  Vessiot  {^Annales  de  l'Écoie  Normale^ 
1891)  uae  autre  démontration  de  ce  théorème. 
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Si  tous  les  a  sont  arbitraires,  ces  équations  définiront  évidem- 
ment un  groupe  continu  de  transformations  à  n}  paramètres. 

En  considérant  les  y  comme  des  fonctions  arbitraires  d'ulie 
variable  x^  nous  allons  étudier  d^abord  les  fonctions  rationnelles 
désuet  de  leurs  dérivées,  qui  restent  invariables  quand  on  ef- 
fectue sur  les  j^  et  en  même  temps  sur  leurs  dérivées  des  différents 
ordres  la  transformation  du  groupe  précédent.  Nous  les  appelle- 
rons par  analogieybnc^/o/i5  symétriques  àesy  et  de  leurs  dérivées. 

Il  est  tout  d'abord  facile  de  former  des  fonctions  de  cette  na- 
ture. Étant  données  n  fonctions  arbitraires 

y  11   yty    •  •  •  »   yn 

de  or,  on  peut  former  Téquation  linéaire  d'ordre  n  dont  ces  fonc- 
tions seraient  un  système  fondamental.  Soit 

cette  équation.  Les/?  sont  des  fonctions  rationnelles  de  j^i,j^2?  •••) 
yn  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n,  et  il  est  évident  qu'elles 
restent  invariables  quand  on  effectue  sur  les  >'i,  j^a,  •••î^/i  ^ne 
substitution  linéaire  quelconque.  Ces  fonctions  jouent  le  même 
rôle  que  les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation  al- 
gébrique; nous  allons  en  effet  établir  le  tbéorème  suivant  : 

Toute  fonction  rationnelle  des  y  et  de  leurs  dérivées  invariable 
par  les  substitutions  du  groupe  linéaire  général  s^ exprime  ra- 
tionnellement à  l'aide  des  fonctions  p  et  de  leurs  dérivées. 

Remarquons  d'abord  que  dans  la  fonction  considérée,  on  peut 
toujours  ramener  l'ordre  de  dérivation  des  y  k  ne  pas  dépasser 
/i  —  i.  Il  suffît  pour  cela  de  se  servir  de  l'équation  diflérentielle 
linéaire  écrite  ci-dessus.  Après  cette  réduction,  nous  avons  donc 
une  fonction  rationnelle 

"{yi^yti  •  •  •  1  ynjy i »  •  •  •  ^ y n^  *  ^ •■^ y \     ?  •  •  •  ^y^n     )> 

dont  les  coefficients  sont  eux-mêmes  fonctions  rationnelles  des  p 
et  de  leurs  dérivées.  Nous  allons  montrer  que,  sous  cette  forme ^ 
R  ne  peut  dépendre  des^.  On  a,  en  effet, 

\J\^  ••'ijnij\  i  »  '  »  j  j  nt  *  •  *  ^  j  \         >  *  *  "t  j  n         } 
—  R/v.  Y      Y'  Y'  Y('»-*'  Y^'-M 
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les  p  et  leurs  dérivées,  dans  les  coefficients  de  R,  n'ayant  pas 
changés.  Or,  pour  une  valeur  donnée  d^ailleurs  arbitraire  de  jt, 
nous  pouvons  choisir  les  constantes  a  de  manière  que 


Y I ,      •  • .  f      1  «  »      *  1  » 


Y'  Y(n-i) 


prennent  telles  valeurs  que  Ton  voudra.  Si  donc  R  dépend  d'une 
(les  lettres  précédentes,  Tégalité  ci-dessus  est  impossible,  puisque 
le  premier  membre  est  indépendant  des  a,  tandis  que  le  second  a 
une  valeur  variable  avec  ces  paramètres. 

Il  résulte  de  là  que  R  ne  dépend  pas  de ^'i ,  ...,^/ijy'i>  •  ••'.>'«  ~'N 
et  la  fonction  se  réduit,  par  suite,  à  une  fonction  rationnelle  des  p 
et  de  leurs  dérivées  (*).  C'est  le  théorème  que  nous  voulions 
établir. 

10.  Parmi  les  fonctions  symétriques  élémentaires,  que  nous 
avons  désignées  par/>,  il  en  est  une  qui  est  particulièrement  inté- 
ressante :  c'est  la  première />i.  En  posant 


Dr. 


on  a 


yx 

yt     •" 

yn 

ri 

yi     — 

yn 

dyx 

dyt 

dyn 

dVx 

<v. 

fiyn 

dx 

dx     ••• 

dx 

iix 

dx 

dx 

» 

D,= 

d"-^yi 

dx»-^ 

d'^-yvn 

dn-Xyx 

d»-^  >', 

d»-^y„ 

dx'*-* 

rfJ-«-« 

dx»    » 

dx'*-^ 

dx"-i 

d'yi 

d\Yt 

d^yn 

dx'* 

dx^ 

dx'* 

— 

Pi 

~  D  ' 

or  Di  est  précisément  la  dérivée  de  D  par  rapport  à  x.  Admet- 
tons, en  effet,  que  ce  fait  soit  exact  pour  n  —  i  fonctions;  on  va 
voir  immédiatement  qu'il  est  encore  exact  quand  on  passe  de  /i  —  i 
il  /}.  Concevons  D  développé  suivant  les  termes  de  la  dernière 
ligne,  et  écrivons 

—    -»  I        > p    "T-  .Aj    — ;f —    -T-  ... .\m        .  > 


(*)  L.OS  fonctions  de  ocito  naiure  onl  été  étudiées  particulièrement  par  M.  Ap- 
1^11  dans  son  Momoire  Sur  les  équations  dijferentieHes  linéaires  {Annales  de 
fScole  .\ormitlc.  3*  stTie.'lome  1\  ). 
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les  A  étant  des  déterminants  analogues  à  D,  mais  relatifs  seule- 
ment an  —  1  fonctions.  On  aura  alors 


dD 


d^y\ 


dx       '  *   dxf^ 


H-  A, 


dx'^ 


A« 


dx" 


les  autres  termes  disparaissant,  car,  diaprés  ce  qui  a  été  supposé 
au  sujet  des  déterminants  d'ordre  n  —  i ,  ces  termes  forment  le 
déterminant  D,  où  l'avant-dernière  ligne  aurait  été  remplacée  par 
la  dernière,  de  telle  sorte  que  les  deux  dernières  lignes  s' v  trouvent 
identiques.  On  a  donc  bien 

comme  nous  l'avons  énoncé.  On  conclut  de  là 


La  valeur  du  déterminant 


D).= 


dx^'  '      dx* 


dx-^ 


v=o,l, ...,  n— X— I,  /i— ).+  !, ...,  n 


est  maintenant  facile  à  calculer  en  fonclion  des  p.  La  résolution 
des  n  équations  du  premier  degré  en  px ,  />2,  •  >",  Pn  donne 

et  l'on  aura  par  suite 

D'une  manière  plus  générale,  considérons  le  déterminant 


d^yi      d-^yt 


dx^ 


dx^ 


dx^ 


v=ai,at,  ...,«#» 


les  a  étant  n  entiers  distincts  quelconques;  il  résulte  immédiate- 
ment de  ce  qui  précède  que  ce  déterminant  est  égal  à  une  fonction 
entière  des/?  et  de  leurs  dérivées  multipliée  par  e'^Py^^. 

On  trouvera  dans  le  Mémoire  cité  de  M.  Appell  des  applications 
intéressantes  de  cette  théorie  des  fonctions  symétriques  des  inté- 
grales d'une  équation  linéaire,  particulièrement  à  la  transforma- 
tion d'une  telle  équation. 
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Soit 

une  fonction  rationnelle  entière  z  des  intégrales  j^i,  y2t  •  •  •  i  J>V 
formant  un  système  fondamental,  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  d'ailleurs  quelconque.  Le  problème  général  de  la  transfor- 
mation est  de  former  Téquation  différentielle  linéaire  qui  admet 
pour  intégrale  la  fonction  z.  Tout  d'abord,  pour  voir  quel  est 
l'ordre  de  l'équation  différentielle  en  z^  on  remplacera  j^i ,  y^t  •••? 
y,t'  par  les  éléments  d'un  autre  système  fondamental,  c'est-à-dire 
en  remplaçant  yi  par 

«ll>'l-^-  «lî/j -+-.-. -H  ei/„7rt  (£  =  I,  a,  ...,  n). 

L'ordre  de  l'équation  différentielle  en  z  est  égal  au  nombre  des 
termes  linéairement  indépendants  qui  entrent  dans  l'expression 
de  z  ainsi  transformée.  Le  développement  de  y  donne  un  certain 
nombre  de  termes  monômes  de  la  forme 


Soit,  après  la  réduction  à  l'ordre  n  —  i ,  au  plus,  de  l'ordre  niaxi> 
mum  de  dérivation  des  jk»  ç  le  nombre  des  termes  algébriquement 
indépendants.  On  pourra  former  l'équation  différentielle  d'ordre  q 
admettant  ces  q  solutions  ;  les  coefficients  de  cette  équation  se 
présenteront  manifestement  sous  la  forme  de  fonctions  symé- 
triques deyi,y2j  •••»^'/ï'-  Dans  certains  cas  particuliers,  il  pourra 
arriver  cependant  que  les  termes  algébriquement  distincts  ne 
soient  pas  linéairement  indépendants  ;  on  s'en  apercevra  à  ce 
que  tous  les  coefficients  de  l'équation  formée  sont  identiquement 
nuls,  et  l'on  cherchera  alors  à  former  une  équation  d'ordre  q  —  i  : 
on  arrivera  ainsi  forcément  à  l'équation  cherchée  au  bout  d'un 
certain  nombre  de  tentatives. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

d^r         dy      , 

Posons 

^  —y*  y 
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l'expression  générale  de  z  sera 
Nous  avons  ici  les  trois  termes 

yii  yxyti  yn 

et  Téquation  donnant  :;  sera  en  général  du  troisième  ordre. 

11.  Après  avoir  considéré  les  fonctions  rationnelles  de  n  fonc- 
tions arbitraires  de  x  et  de  leurs  dérivées,  que  nous  avons  ap- 
pelées fonctions  symétriques,  il  est  naturel  de  considérer  des 
fonctions  rationnelles  quelconques.  Prenons  donc  une  fonction 
rationnelle  de  y\^yi^  •••>  y«  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
d'ailleurs  quelconque,  en  désignant  toujours  par  ^^^,^'2,  ....^'« 
des  fonctions  arbitraires  de  x,  et  désignons-la  pour  abréger  par 

^(yi^yu  '.'-yn). 

sans  marquer  explicitement  les  dérivées  qui  peuvent  figurer 
dans  R. 

Reprenons  la  substitution  linéaire  générale 

Yi  =  fnyi^ciiiyi-h,..-hainyn, 
/gv  ;  Y,  =  ûr^|>'i-^a2î.Xs-^•••-^«^«r//• 

(  Y„=  a„ij'i-+-a;„7,-*-...H-a„«7rt, 
et  écrivons  la  relation 
(9)  R(Yi,  Yj,  ....  Y„)=  Riyuyt,  .^-.yn). 

On  peut  chercher  à  déterminer  les  constantes  a,  de  manière 
que  cette  relation  soit  identiquement  vérifiée,  quelles  que  soient 
les  fonctions  yt,  y^j  ««m  yn  de  x.  En  général,  il  n'y  aura  pas 
d'autres  solutions  que 

mais,  pour  certaines  fonctions  R,  il  y  aura  d'autres  détermina- 
tions possibles  des  a.  Supposons  que  l'identité  précédente  en- 
traîne seulement 

n* —  p 
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relations  entre  les  a,  qui  seront  d'ailleurs  évidemment  algé» 
briques;  on  pourra  exprimer  n^ —  p  des  a  en  fonctioD  des  p  res- 
tants. Dans  ces  conditions,  les  équations(8)définisseDt  un  ensemble 
de  transformations  dépendant  de  p  paramètres  arbitraires.  Cet 
ensemble  de  transformations  forme  un  groupe  linéaire,  homo- 
gène et  algébrique  de  transformations  ;  il  est  clair,  en  eflet, 
que  le  produit  de  deux  substitutions  de  Tensemble  appartient 
encore  au  même  ensemble,  puisque  pour  ces  deux  substitutions  la 
fonction  R  reste  invariable,  d'après  l'identité  (9). 
Prenons,  comme  exemple,  l'expression 


y,  V'  dx        y^  dx  ) 


En  écrivant  l'identité  (9),  on  trouve 

Y,  =  ayx. 

On  a  ainsi  un  groupe  de  transformations  à  deux  paramètres  a  et  b. 
Il  pourra  arriver  que  l'identité  (9)  ne  définisse  pas  un  seul 
groupe,  mais  plusieurs.  Les  n^  —  p  relations  entre  les  a,  dont 
nous  avons  parlé  plus  haut,  peuvent  ne  pas  former  un  système 
irréductible  et  se  partager  alors  en  plusieurs  systèmes  irréductibles 
de  n^ —  p  relations.  Le  groupe  dérivé  de  la  fonction  R  est  dit, 
dans  ce  cas,  un  groupe  complexe.  Prenons,  par  exemple,  pour  R, 
la  fonction 

Le  groupe  linéaire,  laissant  invariable  cette  expression,  corres- 
pond à  l'ensemble  des  transformations  de  coordonnées  rectangu- 
laires. Cet  ensemble  se  partage  en  deux  groupes  distincts;  pour 
l'un  d'eux,  le  déterminant  des  coefficients  de  la  substitution  est 
égal  à  +  I  et  pour  l'autre  à  —  i . 

Une  question  inverse  se  pose  maintenant  :  étant  donné  un 
groupe  linéaire  homogène  et  algébrique,  existe-t-il  toujours  une 
ou  plusieurs  fonctions  rationnelles  des  j^  considérés  comme  fonc- 
tions arbitraires  d'une  variable  x  et  de  leurs  dérivées  que  laissent 
invariables  les  substitutions  du  groupe.  On  répondra  immédiate- 
ment à  cette  question  en  se  reportant  à  un  théorème  général  de 
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M.  Lie,  que  je  ne  fais  qu'énoncer  (*  ).  Reprenons  un  groupe  quel- 
conque 

En  regardant  les  y  comme  fonctions  arbitraires  de  x,  différen- 
tions  ces  équations  un  nombre  suffisant  de  fois  pour  qu^elies 
soient  en  nombre  supérieur  à  /*. 

En  éliminant  alors  les  a  entre  les  équations  ainsi  obtenues,  nous 
obtenons  des  relations  que  M.  Lie  démontre  être  nécessairement 
de  la  forme 

R  /  Yj, ...,  Y,|,  -^  y  . . .  j  =  R  I  j^,.  . .  .,^,|.  -—y  . .  .  j  . 

En  particulier,  si  nous  avons  un  groupe  linéaire  homogène  et 
algébrique,  les  relations  précédentes  seront  nécessairement  algé- 
briques, et,  en  prenant  des  combinaisons  symétriques  de  ces  rela- 
tions, on  obtiendra  une  ou  plusieurs  fonctions  rationnelles  desy 
et  de  leurs  dérivées  que  laisseront  invariables  les  substitutions  du 
groupe,  et,  parmi  ces  fonctions  rationnelles,  on  pourra  en  trou- 
ver qui  ne  restent  pas  invariables  pour  les  substitutions  d'un  autre 
groupe  à  un  plus  grand  nombre  de  paramètres. 

12.  Les  théorèmes  établis  dans  la  première  Section  de  ce  Cha- 
pitre nous  permettent  de  faire  quelques  remarques  générales  sur 
les  groupes  linéaires,  homogènes  et  algébriques. 

Commençons  par  un  groupe  à  un  paramètre.  On  obtiendra  un 
tel  groupe  en  prenant  un  système  d'équations  linéaires  à  coeffi- 
cients constants 


On  calculera  l'intégrale  générale,  et  il  suffira  de  choisir  les  n 
constantes  arbitraires  de  manière  que,  pour  ^  =  o,  on  ait 


X\   —   "^  \1  •  •  •  »  '^fl  '^H  • 


(')  S.  Lie,  Théorie  der  Transformationsgruppen  (pages  2i5  et  5a4  ). 
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On  aura  ainsi  un  groupe  de  transformations  avec  le  paramètre  /, 
entre  les  x  et  les  x^.  Si  nous  voulons  que  ce  groupe  soit  algé- 
brique, il  faudra  que  dans  les  expressions  linéaires  des  x  en  fonc- 
tion des  x^^  deux  coefficients  quelconques  des  Xq  soient  liés  par 
une  relation  algébrique.  Si  nous  désignons  parri,  r^^  -"yr^  les  ra- 
cines différentes  de  zéro' et  distinctes  de  l'équation  caractéristique 


ait— r       «u         .••        «in 


=  0, 


chaque  coefficient  sera  de  la  forme 

les  P  étant  rationnels. 

Mous  avons  vu,  en  étudiant  les  équations  à  coefficients  constants, 
que,  si  les  [x  représentent  des  nombres  distincts  et  différents  de 
zéro,  une  identité  de  la  forme 

OÙ  B  et  les  A  sont  rationnels,  entraîne  nécessairement  6  =  0, 
A|=  o.  Ceci  posé,  une  relation  algébrique  entre  deux  coefficients 
entraînera  une  relation  algébrique  (E)  entre 

(?)  t,     e'*.^     ...,     ea^ 

Il  pourrait  arriver  que  cette  relation  fût  vérifiée  quels  que  soient 
t,  e'*»',  . . .,  c'"*^  considérés  comme  étant  A'  -j-  i  grandeurs  indépen- 
dantes; alors  les  deux  coefficients  pourraient  être  regardés  comme 
fonctions  rationnelles  d'une  de  ces  lettres,  les  autres  prenant  telles 
valeurs  numériques  que  Ton  voudra,  et,  si  cette  circonstance  se 
présentait  pour  tout  groupe  de  deux  coefficients,  tous  ces  coef- 
ficients seraient  fonctions  rationnelles  (Vune  arbitraire.  Dans 
le  cas  contraire,  (E)  donnerait  réellement  une  relation  entre  les 
quantités  (^);  mais,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  des  identités 
de  la  forme  (a),  il  faudrait  qu'il  y  eût  au  moins  deux  termes  avec 
la  même  exponentielle,  pour  qu'ils  puissent  se  détruire.  On  au- 
rait donc  nécessairement  au  moins  une  relation 

les  n  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  qui  ne  sont  pas  tous  nuis. 
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Soit  rift  différent  de  zéro,  nous  remplacerons  t  par  n^O;  nous 
pouvons  alors  considérer  les  coeffîcienls  comme  des  fonctions  en- 
tières de 

(t)  ^,    «'■'^     •••»    «''*-^ 

et  nous  pouvons  raisonner  comme  précédemment.  La  relation 
algébrique  entre  deux  coeffîcienls  entraîne  une  relation  (E')  entre 
les  termes  de  la  suite  (y);  il  pourrait  arriver  que  (E')  fût  vérifiée, 
quels  que  soient  6,  e'"»^,  . . . ,  e''*-!^  considérés  comme  étant  k  gran- 
deurs indépendantes,  et  dans  le  cas  où  il  en  serait  ainsi  pour  tout 
groupe  de  deux  coefficients,  il  est  clair  que  tous  ces  coejfficients 
seraient  fonctions  rationnelles  d^une  arbitraire.  Dans  le  cas 
contraire,  nous  serons  conduit  à  une  relation 

n\  r,  -t-  /l's  Tj  -h . . .  H-  n^._,  r/.w,  =  o, 

les  n'  étant  des  entiers  qui  ne  sont  pas  tous  nuls. 

On  continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  et  l'on  arrivera  à  la 
conclusion  suivante  :  ou  bien  les  coefficients  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  à  l'aide  d'une  arbitraire,  ou  bien  les  /'  sont  com> 
mensurables  entre  eux.  Dans  ce  dernier  cas,  on  pourra  alors  ex- 
primer tous  les  coefficients  en  fonctions  entières  de 

0     et     e«^  a  ^  0. 

• 

Une  relation  algébrique  entre  deux  coefficients  amènera  une 
relation  algébrique  entre  8  et  e"^,  qui  ne  peut  être  qu'une  identité, 
et,  par  suite,  tous  les  coefficients  sont  encore  fonctions  ration- 
nelles d'une  arbitraire.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  sui- 
vante : 

Dans  un  groupe  linéaire,  homogène  et  algébrique  à  un 
paramètrCy  on  peut  choisir  le  paramètre  de  telle  manière  que 
tous  les  coefficients  de  la  transformation  soient  des  fonctions 
rationnelles  de  ce  paramètre. 

Un  théorème  analogue  s'étend  aux  groupes  à  un  nombre  quel- 
conque /•  de  paramètres.  Pour  définir  un  tel  groupe,  il  faut  se 
donner  /*  transformations  infinitésimales  satisfaisant  aux  conditions 
relatives  au  crochet.  Il  sera  suffisant  de  prendre  r=:  2.  Nous  au- 
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rons  alors  les  équations 

les  ^,  Tj, . . . ,  T  étant  des  fonctions  données  linéaires  et  homogènes 
des  X,  satisfaisant  aux  conditions  relatives  au  crochet  (voir  §  7); 
X  et  [X  sont  des  constantes  arbitraires. 

Puisque  ce  groupe  peut  s'obtenir  en  combinant  les  substitutions 
du  groupe  à  un  paramètre  correspondant  à  |jl  =  o,  et  celles  d*un 
second  groupe  à  un  paramètre  correspondant  à  X  =  o,  tous  les 
coeffîcients  de  la  transformation  seront  des  fonctions  ration- 
nelles de 

/•, ,  /'o,  . . . ,  />  étant  les  racines  de  l'équation  caractéristique  cor- 
respondant aux  n  fonctions  linéaires 

racines  distinctes  et  différentes  de  zéro;  pareillement  r, ,  r'j,  ...^ 
r'f^'  sont  les  racines,  distinctes  et  différentes  de  zéro,  de  l'équa- 
tion caractéristique  correspondant  aux  n  fonctions  linéaires 


11»       SI» 


•  •  •  •     »«• 


Tous  les  coefficients  sont  ainsi  des  fonctions  de  'i^t  et  de  jjl/. 
et  l'on  peut  regarder  les  coefficients  comme  fonctions  ration- 
nelles de 

En  raisonnant  absolument  comme  plus  haut,  si  ce  n'est  que  la 
relation  algébrique  est  entre  trois  coefficients  au  lieu  de  deux,  on 
établit  que  :  ou  bien  les  coefficients  s'expriment  rationnellement 
à  l'aide  de  deux  arbitraires,  ou  bien 

sont  entre  eux  dans  des  rapports  commensurables,  ainsi  que 

et  l'on  retombe  alors  encore  sur  la  même  possibilité  d^exprimer 
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les  coefficients  d'une  manière  rationnelle  à  Taide  de  deux  arbi- 
traires. Nous  avons  donc  le  théorème  général  suivant  : 

Dans  un  groupe  linéaire  homogène  et  algébrique  à  un 
nombre  quelconque  de  paramètres,  on  peut  choisir  ceux-ci 
de  manière  que  les  coefficients  de  la  transformation  soient 
fonctions  rationnelles  de  ces  paramètres. 

13.  Terminons  ces  généralités  par  un  théorème  qui  est  l'ana- 
logue du  théorème  de  Lagrange  en  Algèbre  (Chapitre  précédent, 
§  6).  Soit  une  fonction  rationnelle  des  j^  et  de  leurs  dérivées  jus- 
qu'à un  ordre  d'ailleurs  quelconque,  que  nous  représentons,  pour 
abréger,  par 

et  considérons  le  groupe  linéaire  et  homogène  général  à  /i^  para- 
mètres 


Ya  =  aniXi  -+-  aniyt  H- . . .  -^  «/i/î/». 


On  suppose  qu'à  la  fonction  R  corresponde  un  groupe  linéaire 

et  homogène  G  à  p  paramètres.  Dans  ces  conditions,  je  prends 

pour  \esy  des  fonctions  arbitraires  d'une  variable  :r,  et  j'envisage 

l'expression 

Il  =  K(Yi,  Yj,  ...,¥;,). 

C'est  une  fonction  de  x,  dépendant,  d'après  le  théorème  du  §  8, 
de  n- —  p  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

R(Yi,  Yj.  .,.,  Y«)  =  *(>,j^5,  ...,,)«;  H,,  .    .,  B,,i_p), 

les  B  dépendant  des  a.  Elle  satisfera  donc  à  une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre  n'^  —  p,  que  Ton  pourra  obtenir  par  des  calculs 
algébriques  d'élimination.  Les  coefficients  de  cette  équation  dif- 
férentielle seront  visiblement  des  fonctions  rationnelles  de  j^,, 
y2t  "  •  t  yn  et  de  leurs  dérivées.  L'un  de  ces  coefficients  peut 
être  rendu  égal  à  l'unité  et  les  autres  sont  alors  des  fonctions  des 
y  et  de  leurs  dérivées,  qui  rentrent  dans  la  catégorie  des  fonctions 
que  nous  avons  appelées  symétriques,  et  ils  s'exprimeront  par 
suite  rationnellement  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires  désignées 
par  p  (§  9).  En  eff*et,  si  dans  l'expression  de  ^  on  effectue  les 
P.  —  III.  36 
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substîtulîoQS  du  groupe  linéaire  général,  on  obtient  la  même  fonc- 
tion <I>,  les  coefficients  B  ayant  seulement  d'autres  valeurs. 

L'équation  différentielle  d'ordre  n^  —  p,  à  laquelle  satisfait  a, 
est  l'analogue  de  l'équation  algébrique  à  laquelle  satisfaisait  une 
fonction  non  symétrique  de  plusieurs  lettres  (Chap.  XYI,  §  o). 

Ceci  posé,  désignons  par^*,  j^-î,  --v.^'Si  ^  fonctions  arbitraire- 
ment choisies  de  x,  et  soicnty i ,  V2,  •  •  •  «  J^a  f^  fonctions  linéaires 
et  homogènes  quelconques  dej'Jjj'J,  ...,j^]J.  Nous  considérons 
une  autre  fonction  rationnelle 

des  fonctions^  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  quelconque. 

admettant  le  groupe  G,  c'est-à-dire  ne  changeant  pas  quand  on 

effectue  sur  les  y  les  substitutions  de  ce  groupe.  Cherchons  s'il 

est  possible  d'exprimer  S  à  l'aide  de  la  fonction  i/.  La  fonction  S 

satisfera  à  une  équation  différentielle  dont  l'ordre  sera  au  plus  égal 

à  n^  —  p,  et  que  nous  pouvons  obtenir  en  procédant  comme  nous 

l'avons  fait  pour  R;  soit 

©(S)  =  0 

cette  équation,  dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles 
des  p^  et  de  leurs  dérivées.  Posons 

V=a.R(^o,^î,...,^;)-hSO'„r, r,). 

a  étant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  x,  et  r*,  ^-J,  . . . ,  v* 
désignant  les  fonctions  particulières  de  x  arbitrairement  choisies 
plus  haut.  On  aura 

(a)  ?[V— a.R(^î,^î,...,j^S)]  =  o. 

Posons,  d'autre  part, 

la  fonction  W  satisfait  à  une  équation  différentielle  d'ordre  /i* —  z 
que  nous  pouvons  former  et  dont  les  coefficients  sont  fonctions 
rationnelles  des/7®  et  de  leurs  dérivées,  ainsi  que  de  a  et  de  ses 
dérivées  ;  désignons-la  par 

Les  deux  équations  différentielles  (a)  et  (,3)  en  V  et  W  ont  une 
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solution  commune  immédiate  qui  est 

Nous  allons  voir  que  cette  solution  commune  est  unique  ;  en  effet, 
pour  que  V  =  W,  il  faut 

«R(7Î»riS---».>'X)-+-S(Y,,Y„...,Y„) 
=  «R(7i,rît  •••,r«)-^  ^(^-,,^2,  ...yy„): 

les  Y  étant  nécessairement  comme  les  ^  des  combinaisons  linéaires 
à  coefficients  constants  des  j^q.  Puisque  ceux-ci  représentent  des 
fonctions  arbitraires  de  x,  et  que  a  est  une  fonction  rationnelle 
arbitraire  de  a:,  l'identité  précédente  entraîne 

S(Yi,  Y, Yrt)=  S(7i,^t,  ...,y„); 

la  première  égalité  montre  que  j^oj'a»  •  •  •  >  J>'«  ^^  déduisent  de 
y%y?2j  -.-jyff  au  moyen  des  transformations  du  groupe  G;  on 
aura  donc  aussi 

et,  par  suite,  il  n'y  a  pas  d'autre  solution  commune  aux  équations 

(a)et(?)que 

Des  calculs  algébriques  d'élimination  feront  connaître  la  solu- 
tion commune  aux  équations  (a)  et  (^),  en  opérant  comme  nous  le 
verrons  dans  la  Section  suivante  (§  15).  On  trouve  ainsi  une  rela- 
tion algébrique 

*  V''"*''1Z7'  ••*'^»'  '^'  --V  ~^' 

et  l'on  exprime  par  suite  Vq,  c'est-à-dire 

algébriquement  à  l'aide  de  la  fonction  Ro  et  de  ses  dérivées,  des 
/?"  et  de  leurs  dérivées.  Cette  fonction  algébrique  doit  d'ailleurs 
être  rationnelle,  car  si  J'^y^y  "  ">  yl  ^^^^  uniformes,  il  en  sera 
de  même  de  V©.  La  conclusion  est  que 
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s^ exprime  rationnellement  à  Vaide  de  R(^i,>'2>  •  •  •  yyn)  et  de 
ses  dérivées,  et  des  p  et  de  leurs  dérivées.  Ce  théorème  est  bien 
Tanalogue  du  théorème  de  Lagrange  (*). 


III*  —  Intégrales  communes  à  plusieurs  équations  et  réductibilité 

des  équations  linéaires. 

14.  Nous  avons,  dans  la  Section  précédente,  étudié  les  fonc- 
tions rationnelles  de  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable  et  de 
leurs  dérivées,  et  les  groupes  de  transformations  linéaires  qui  s'j 
rapportent;  cette  étude  était  Tanaloguede  l'étude  purement  algé- 
brique faite  au  début  du  Chapitre  précédent.  Revenons  mainte- 
nant aux  équations  différentielles  linéaires  et  traitons  tout  d'abord 
de  quelques  problèmes  qui  se  présentent  d'eux-mêmes  quand  on 
cherche  à  comparer  la  théorie  des  équations  diiférenlielles  li- 
néaires avec  celle  des  équations  algébriques. 

Une  première  question  très  élémentaire  est  la  recherche  des 
intégrales  communes  à  deux  équations  linéaires.  Soient 

dx"^       ^     dx"^-^  ^     -^ 

dny  «-/«-«  K 

deux  équations  linéaires  dont,  pour  abréger,  nous  désignerons 
les  premiers  nombres  par  P  et  Q. 

La  méthode  suivante,  donnée  autrefois  par  M.  Brassine,  conduit 
de  la  manière  la  plus  élégante  à  la  formation  de  l'équation  dif- 
férentielle linéaire  dont  les  intégrales  sont  les  intégrales  communes 
aux  équations  précédentes.  Soit  m  ^  n  et  posons  m  —  /i  =:  u.  On 
peut  déterminer  des  fonctions  ri,  r2^  . . . ,  r^,  dcx  telles  que  la  dif- 
férence 

P  __(Q({D  _H  nQ'l^-l'^ -h.  .  .-4- />Q), 

OÙ  Q^ï^^  désigne  la  dérivée  d'ordre  iji  deQ,  et  oùy  est  pour  le  moment 


(  ')  Cette  exteasion  du  théorùmc  de  Lagrange  a  élé  donnée  par  M.  Vessiot  dans 
son  intéressante  thèse  (déjà  citée  page  5o8)  Sur  les  équations  différentielle  ^^' 
néaires;  nous  aurons  à  revenir  sur  ce  travail  dans  la  dernière  Section  de  ceChap'^' 
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une  fonction  arbitraire  de  x^  ne  contienne  plus  de  dérivées  de  y 
d'ordre  égal  ou  supérieur  à  /i.  Ces  coefficients  r  s'obtiennent 
manifestement  de  proche  en  proche. 
Nous  pouvons  donc  écrire  Tidenlité 

R  désignant  une  expression  différentielle  analogue  à  P  et  à  Q,  où 
le  premier  coefficient  est  Tunilé,  mais  renfermant  au  plus  la  dé- 
rivée d'ordre  n  —  i . 

Les  solutions  communes  à 


sont  communes  à 


P  =  o,        Q  =  o 
Q  =  o,        R  =  o, 


et  inversement.  On  continuera  ainsi,  de  proche  en  proche,  par  ce 
même  procédé  qui  rappelle  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur,  et,  quand  lereste  sera  nul,  la  dernière  expression  employée 
sera  l'équation  différentielle  donnant  les  solutions  communes  aux 
deux  équations  proposées. 

On  pourrait  encore  suivre  une  méthode  qui  rappelle  la  mé- 
thode suivie  en  Algèbre  et  basée  sur  la  théorie  des  fonctions 
symétriques.  Soit 


yu  yt 


y 


m 


un  système  d'intégrales  fondamentales  de  l'équation  P.  On  devra 
avoir,  pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  C, 


c'est-à-dire 


CiQ(7i)-t-GîQ0'î)-+-----+-CmQ(7m)  =  o, 


et,  par  suite,  on  aura 


Q(r.) 

Q(rï) 

Q(r«) 

dQ(yx) 

dO(Y^) 

rfQ(rm) 

dx 

(ir 

dx 

rf«->Q(^,) 

... 

d"-'Q(rm) 

dx'"-^ 


dx"^-^ 


dx'»-^ 


=  o. 


Or,  celte  expression  est  une  somme  de  déterminants  de  la  forme 
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(le  ceux  que  nous  avons  considérés  ao  §  2.  L'expression  précé- 
tien  te  est  donc  égale  à  une  fonction  entière  des  p,  des  q  et  de 
leurs  dérivées,  multipliée  pare^-^^i'^,  et  noas  obtenons  donc  ainsi 
la  condition  cherchée. 

f  o.  Arrivons  maintenant  à  la  notion  importante  de  la  réducti- 
bilitê  d*une  équation  differenlielle  linéaire.  M.  Frobenias  a,  le 
premier,  appelé  rallenlion  sur  cette  notion  (');  considérant  one 
équation  diflerentielle  linéaire  à  coefficients  uniformes,  Témineot 
géomètre  définit  son  irréductibilité  en  disant  qu'elle  n*a  de  so- 
lution commune  avec  aucune  équation  linéaire  de  même  nature, 
mais  d*ordre  moindre,  en  faisant  abstraction  de  la  solution  r^  o, 
et  il  donne  à  ce  sujet  divers  théorèmes  d'un  grand  intérêt. 

Cette  notion  d* irréductibilité  n'est  pas  bornée,  d^aillenrs,  à  une 
équation  linéaire.  Envisageons  une  équation  diflerentielle  algé- 
brique 

dr  d^Y\ 

où  /  est  un  pol vnôme  par  rapport  à  r  et  ses  dérivées,  les  coeffi- 
cients étant  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  tout  le  plan. 
L^équation  précédente  sera  dite  irréductible^  si  elle  est  algébri- 

quemenl  irréductible  par  rapport  à  ^-=^t  c*esl-à-dire  siyn*a  pas 


de  dî\iseurîi  de  moindre  deçrê  en  -7-^^  avec  des  coefficients  ra- 

lionneU  par  rap|H>rt  à^i- ^^j^  el  uniformes  en  x.  et  si,  de 

)\lu^  elle  n'a  aucune  inléjcràle  commune  avec  une  équation  difle- 
renùelle  de  même  forme  et  d'ordre  moindre. 

t^iielque:!^  remgir^ues  j^enérales  se  dedoisent  immédiatement  de 
tNMIe  définition.  Je  suppose  qn^nne  équation  ne  soit  pas  irréduc- 
tible :  réquviilion  a  alors  par  définition  ao  moins  une  intégrale 
eomninne  ax^ev  «ne  é^valion 


*<-•> 
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qu'on  peut  supposer  algébriquement  irréductible  par  rapport  à 

Des  équations  /  et  y,  on  peut  tirer  une  nouvelle  équation  i^ 
d'ordre  h  —  i  au  plus,  à  laquelle  satisferont  les  solutions  com- 
munes à/et  y  ;  il  suffit  de  se  servir  de  l'équation  cp  pour  faire  dis- 
paraître dans  y  toutes  les  dérivées  d'ordre  supérieur  à  h  —  i .  Si 
Téquation  ^  n'est  pas  une  identité  quel  que  soit  y^  on  raisonnera 
sur  o  et  <J;,  comme  on  a  raisonné  sur  y  et  cp  et  finalement  on  arri- 
vera à  une  équation  différentiel  le  'f^  telle  que  toutes  les  solutions 
de  y^  appartiendront  à /5  il  peut  arriver  d'ailleurs  que  Téquation 
différentielle  y^  •=•  o  soit  d'ordre  zéro,  c'est-à-dire  se  réduise  à  une 
équation  algébrique  en  y.  Nous  voyons  donc  que,  quand  une 
équation  rC est  pas  irréductible,  il  existe  toujours  une  équation 
différentielle  d'ordre  moindre  dont  elle  admet  toutes  les  inté- 
grales. 

Le  même  mode  de  raisonnement  permet  d'établir  de  suite  une 
proposition  analogue  à  un  théorème  de  la  théorie  des  équations  : 
Si  une  équation  différentielle  a  une  intégrale  commune  avec 
une  équation  différentielle  irréductible,  elle  admettra  toutes 
les  intégrales  de  cette  dernière, 

16.  Nous  renverrons,  pour  le  développement  des  considérations 
précédentes,  au  Mémoire  cité  de  M.  Frobenius  ;  on  peut  se  placer 
à  un  point  de  vue  plus  restreint,  mais  qui  se  rapproche  davantage 
du  point  de  vue  algébrique.  Prenons  d'abord,  avec  M.  Kœnigs- 
berger  (  *  ),  une  équation  différentielle  algébrique 


OÙ  /est  un  polynôme  en  ^,^,  ^,  .  •-,  -j-^'  Une  telle  équation 
sera  dite  irréductible  si  elle  est  algébriquement  irréductible 
quand  on  regarde  -r-^  comme  fonction  des  autres  lettres  qui  figu- 
rent dans  l'équation,  et  si  celle-ci  n'a  aucune  intégrale  commune 


(*)  Kœniosberqer,  Lehrbuch  der  Théorie  der  Differentialgleichungen  mit 
einer  unhabangigen  Variabeln,  page  i55. 
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avec    une    équation   diATérentielIe  de  même    forme    et    d*ordre 
moindre. 

Si  réquationy=:  o  est  linéaire  et  homogène  à  coefGcients  al- 
gébriques de  or,  on  peut  prendre  la  définition  que  nous  venons 
d^indiquer,  et  cette  manière  d'envisager  la  réductibillté  des  équa- 
tions linéaires  est  importante  dans  plusieurs  quest;ons.  On  peut 
aussi,  se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  restreint,  exiger  que  la 
seconde  équation  différentielle  soit  également  linéaire  et  homo- 
gène. Ainsi,  nous  restreignant  d'abord  aux  équations  linéaires  à 
coefficients  rationnels,  nous  dirons  qu'une  telle  équation  est  ré- 
ductible quand  elle  a  une  intégrale  commune  en  dehors  dej^  =  o. 
avec  une  équation  linéaire  d^ordre  moindre  et  à  coefficients  ration- 
nels ;  nous  savons  que  dans  ce  cas  elle  possédera  toutes  les  inté- 
grales d'une  équation  d'ordre  moindre  et  de  même  forme,  comme 
il  résulte  des  remarques  générales  du  paragraphe  précédent. 

En  se  bornant  aux  équations  que  nous  venons  de  considérer  en 
dernier  lieu,  il  est  possible  de  reconnaître  si  une  équation  linéaire 
à  coefficients  rationnels  est  réductible;  c'est  ce  que  nous  allons 
montrer  (*). 

Nous  ferons  voir  d'abord  que  tout  revient  à  reconnaître  si 
une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels  admet  une  inlë- 
grale  dont  la  dérivée  logarithmique  soit  rationnelle.  Supposons, 
en  efiety  que  Téquation  soit  d'ordre  /i,  et  que  q  de  ses  intégrales 
linéairement  indépendantes  {q<n)  satisfassent  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  q  a  coefficienis  rationnels.  On  considère  le  déter- 
minant 


^a  =      — -. »  — ; ♦    .  .  .  »  — 


hF=t,i»...,f^i 


et  les  déterminants  en  nombre  q 

Irf-v,     (t'y*               iPjr^ 
•*X  =  : 


%     j       »  .  .  •  ♦ 


1  dx^      dx^  dx"* 


>^=«,i -r-À-i.r-i-^i. 


correspondant  à  X  =  i ,  j,  . . . ,  </.  Si  y%  *  Va*  •  •  -  y  .>>  satisfont  à 


('  )  Oiktix  le  Mémoire  de  M.  Frobenius,  je  citerai  encore,  reiatÎTemest  i  ceUe 
questiott  de  la  réductibitité  des  é^iMtioos  linéaires»  lui  Mémotre  de  M.  Iv^a  Be5- 
MXWN.  daos  les  Comptes  rendus  de  ("Académie  des  Sciemees  de  Stockoln 
(  (éTrier  t^2  )  et  ua  article  de  V.  E.  Bku  (  Mài/L  Anmaiem,  tome  45  ). 
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une  équation  d'ordre  q  à  coefficients  rationnels,  les  rapports  ^ 

seront  rationnels  (§  10  de  ce  Chapitre),  et  Aq  est  de  la  forme 
^r{x)dx^  la  fonction  r{x)  étant  rationnelle;  il  s'ensuit  que  les  A^ 
seront  de  même  forme.  Or  nous  pouvons  former  une  équalion 
linéaire  Ex  à  laquelle  satisfait 

en  regardant  ce  déterminant  comme  une  fonction  des  intégrales 
de  Téquation  initiale  d'ordre  /i;  Téquation  Ex  devra  admettre  une 
intégrale  dont  la  dérivée  logarithmique  sera  rationnelle.  Ainsi  les 
q  -t-  I  équations,  faciles  à  former, 

Eo,     Ex  (X  =  I,  '?.,  ...,«7) 

admettront  chacune  une  intégrale  à  dérivée  logarithmique  ration- 
nelle. 

Quand  on  aura  vérifié  ce  point,  on  aura,  avec  les  intégrales 
trouvées  des  équations  Eq  et  Ex,  la  ou  les  valeurs  possibles  de  Ao 
et  de  Ax  et  par  suite  de  leurs  quotients.  On  devra  pouvoir  les  as- 
socier de  manière  que  les  quotients 

Ax 

soient  rationnels;  pour  chacune  des  équations  linéaires  d'ordre^, 
que  l'on  aura  ainsi  formées,  il  restera  à  reconnaître  si  son  inté- 
grale générale  satisfait  à  Téquation  donnée,  opération  que  nous 
savons  effectuer. 

On  voit  donc  que  nous  sommes  ramené  à  reconnaître  si  une 
équation  linéaire  donnée,  à  cofficients  rationnels,  admet  une  inté- 
grale dont  la  dérivée  logarithmique  est  rationnelle  :  c'est  le  pro- 
blème que  nous  allons  traiter. 

17.  Il  suffira  de  prendre  l'équation  du  troisième  ordre 

les  P  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  On  peut  d'abord  s'ar- 
ranger, par  un  changement  linéaire  de  variables,  de  façon  que  le 
point  à  l'infini  soit  un  point  ordinaire  pour  les   intégrales.  En 
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posant  ensuite 

y 

M  =  —  > 

y 

on  a  pour  u  Tëquation  du  second  ordre 

^-j-  -f-(3w-H  P,)  ^  -+- w»-+-Pia«-t-P,w-t-P,  =o. 

u  pourra  avoir  comme  pôles  les  points  singuliers  de  Téquadon 
difTérentielle  et  aussi  d^autres  points  du  plan.  L'ordre  de  multipli- 
cité k  de  tout  pôle  de  u  est  limité,  car  il  faut  que  Tordre  de  mul- 
tiplicité 3  A'  d'un  pôle  de  i/'  ne  dépasse  pas  Tordre  de  multiplicité 
d'au  moins  un  des  autres  termes  ;  ce  qui  donne  pour  k  une  limite 
supérieure.  Décomposons  u  en  fractions  simples.  Les  pôles  autres 
que  les  points  singuliers  de  l'équation  difTérentielle  sont  néces- 
sairement des  pôles  simples,  leur  résidu  étant  égal  à  un  ou  deux^ 
suivant  qu'ils  correspondent  à  une  racine  simple  ou  double  de  y^ 
une  racine  triple  n'étant  pas  possible  en  un  point  non  singulier. 
Désignons  par  R(ar)  la  partie  de  la  fraction  rationnelle  relative 
aux  points  singuliers  de  l'équation,  nous  aurons 

u  —  R(x)-hV     ^  (m  =  I,  !î), 

.^d  X  —  a 

les  a  n'étant  pas  des  points  singuliers  de  l'équation  difTérentielle. 
On  a  pour  R(^) 

Il  n'y  a  pas  dans  u  de  partie  entière,  d'après  l'hypothèse  faite 
sur  le  point  à  l'infini.  Les  degrés  k  de  multiplicité  sont  limités  et 
les  B  peuvent  donc  être  calculés  de  proche  en  proche  par  substi- 
tution dans  l'équation  donnant  u.  On  peut  poser 

V  désignant  un  polynôme.  En  faisant  cette  substitution  dansTéqua- 
tion  linéaire,  on  aura  à  reconnaître  si  l'équation  linéaire  en  p  ainsi 
obtenue  admet  un  polynôme  pour  intégrale,  ce  qui  ne  présente 
aucune  difficulté. 
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18.  Prenons,  comme  exemple  particulier,  Téqualion  différen- 
tielle hypergéométrique,  et  cherchons  dans  quel  cas  elle  est  ré- 
ductible. Soit  donc  Téquation 

Si  elle  est  réductible,  il  y  aura  une  intégrale^  telle  que  le  quo- 
lient    -  sera  rationnel.   Pour  simplifier  les  calculs  ultérieurs,  dé- 

signons  par  w,  non  pas  —  >  mais  lexpression 

y'        Y  —  Ca -4- P  H- 1)5: 
u  =  ' h . 

On  forme  immédiatement  Téquation  de  Riccati,  donnant  u, 
du         .      ht       h*  A|  A\ 

-T-  -h  M*  H ^  -+-  -;  H H   : = ;  =  O, 

ax  X        x^        i  — X        (i — X)* 

011  Ton  a  posé 

.  A,  =  X-j  =  -  a?  -  i  Y(ï  -  «  -  ?  -  0, 

Si  la  fonction  rationnelle  u  a  un  pôle  distinct  de  zé/'O  et  un,  ce 
pôle  sera  nécessairement  du  premier  ordre.  Il  en  est  aussi  de  même 
des  pôles  o  et  i,  et  Ton  a  nécessairement 

u  =    —  H H > 

X  l—X  f({^X) 

g{x)  étant  un  polynôme;  il  n'y  a  pas  dans  u  de  partie  entière, 
car  u  doit  s'annuler  pour  ^  =  oc  d'après  la  forme  de  l'équation. 
La  substitution  donne 


_  /7-a-P-i\'  _  Y-g-3-i 


Nous  obtenons  donc  pour  ai  deux  s^rstèmes  de  valeurs,   et  aussi 
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pour  a2 

^1  T  -"  ,       Y 

cti  =  ->  a.  =  I  —  -> 

1  'A 


__  Y  -  a  —  3  -  î  „  __       .       Y-«  — P  — ' 


Eq  substituant  dans  l'équation  Iiypergéométrique,  nous  avons, 
pour  déterminer  le  polynôme  g{^),  l'équation 

Si  n  désigne  le  degré  de  g{x)y  on  aura 

—  n{n  — i)  -h  5>  nioLi  —  ai  )  -f-  viaiXi  — «^  —  ïY(Y  ~  * —  ?  —  i)  =  o. 

Nous  pouvons  adopter  pour  a,  et  %2  quatre  combinaisons;  ce 
qui  nous  conduit  pour  n  aux  huit  valeurs 

—  a,     — a-hi,     a  —  7,     a  —  Y~^'» 

~P,     -3  +  1,     3-7,     ?-Y-^«. 

Donc,  /a  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Inéqua- 
tion différentielle  hyper  géométrique  soit  réductible,  est  qu'une 
des  quatre  grandeurs 

a,     3,     Y-«'     Y  —  ? 

soit  un  entier  négatif, 

19.  Nous  nous  sommes  borné  jusqu'ici  aux  équations  à  coef- 
ficients rationnels.  On  peut  définir,  d'une  manière  plus  générale, 
un  domaine  de  rationalité,  Soil  un  certain  nombre  de  fonctions 

telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  s'exprimer  par  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X,  des  autres  fonctions  et  de  leurs  dérivées;  nous 
considérons,  comme  faisant  partie  d'un  domaine  de  rationalité, 
l'ensemble  des  fonctions  rationnelles  de  x^  des  a{x)  et  de  leurs 
dérivées.  Dans  ces  conditions,  la  définition  de  la  réductibilité  se 
posera  comme  plus  haut  et,  ici  encore.  Ton  pourra  se  placera 
deux  points  de  vue,  suivant  que  Ton  demandera  ou  non  que 
l'équation  ait  une  intégrale  commune  avec  une  équation  d'ordre 
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moindre,  linéaire  ou  non  linéaire,  les  coefficients  des  dérivées 
étant  d'ailleurs  dans  les  deux  cas,  pour  les  équations  difTérentielles 
considérées,  des  fonctions  de  x  appartenant  au  domaine  de  ratio- 
nalité. 11  est  clair  que  nous  ne  pouvons  songer,  sans  particulariser 
les  fonctions  a(^x)^  à  résoudre  le  problème  traité  dans  les  para- 
graphes précédents  pour  le  cas  où  le  domaine  de  rationalité  se 
réduisait  aux  fonctions  rationnelles  de  x.  Une  étude  spéciale  sera 
à  faire  dans  chaque  cas. 


rv.  —  Groupe  de  tranformations  d'une  équation  différentielle 

linéaire. 

20.  Nous  allons  voir  maintenant  comment  on  peut  étendre  aux 
équations  différentielles  linéaires  le  théorème  fondamental  de  Ga- 
lois,  relatif  aux  équations  algébriques,  que  nous  avons  exposé  dans 
la  Section  III  du  Chapitre  précédent  (*). 

Prenons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  le  cas  d'une  équation 
linéaire  à  coefficients  rationnels 

cl"*  Y  (Im-iy 

et  désignons  parj^i,  j'2)  •••?  V//<  un  système  fondamental  d'inté- 
grales. Soit  l'expression 

V  —  wi  Vi  4-  uo'i  -H. .  .-f-  u,ny„„ 

où  les  u  sont  des  fonctions  rationnelles  arbitrairement  choisies 
dex.  Cette  fonction  satisfait  à  une  équation  linéaire  d'ordre  m-^  à 
coefficients  rationnels,  équation  qui  se  forme  immédiatement,  en 
exprimant 

y  .       -j-  »        •  •  •  >       —, r 


(*)  J'ai  montré  pour  la  première  fois  comment  on  pouvait  étendre  aux  équa- 
tions difTérentielles  linéaires  la  théorie  de  Galois  dans  une  Note  des  Comptes 
rendus  {Sur  les  groupes  de  transformations  des  équations  linéaires;  avril  i883). 
Voir  aussi  un  Mémoire  plus  développé  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse^  1887);  j<  suis  revenu  récemment  sur  cette  question  dans  les  Comptes 
rendus  du  8  octobre  1894  et  du  2  décembre  189a. 
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a  l'aide  des  dérivées  des  y  jusqu'à  l'ordre  m  —  i .  Entre  les 
m^4-  I  équations  ainsi  obtenues,  il  suffira  d'éliminer  les  ^  et  leurs 
dérivées  pour  avoir  l'équation  cherchée,  que  nous  désignerons 

par(E), 


(E) 


Pi 


...-+-  Pm'V  =  O. 


Cette  équation  a  pour  intégrales  les  fonctions 


uiyk 


(i,  k  =  1,2,  . . .,  /w). 


Si  les  //  sont  pris  arbitrairement,  ces  m^  dernières  fonctions  sont 
bien  linéairement  indépendantes  (*);  il  suffit,  pour  le  faire  voir, 
de  prendre  un  cas  particulier.  Supposons  que  x  =  o  ne  soit  pas 
un  point  singulier  de  l'équation  diflTérentielle,  nous  prendrons 


Ht  =  a/x«'-»''«, 


les  a  étant  des  constantes  arbitrairement  choisies.  S'il  y  avait  une 
relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  entre  les 
Uiykj  nous  aurions 

i=rn 
i-  I 

les  m^  constantes  X  n'étant  pas  toutes  nulles.  Or,  en  égalant  à  zéro 
dans  ce  développement  les  coefficients  de 

yO  f  fi  'y  tu  —  1 

nous  obtenons  m  équations  homogènes  entre 
Leur  déterminant  est  la  valeur  du  déterminant 


dx 


dx 


^        *  • • 


ym 

dy 


m 


dx 


(*)  J'avais  regardé  ce  point  comme  évident;   la  démoastratioa  si   simple  du 
te&te  a  été  donnée  par  M.  Bcke  dans  une  Note  des  Math.  Annalen  (Tome  46). 
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pour  ^^o;  or  celle  valeur  est  différenle  de  zéro,  puisque  le 
système  des  y  est  un  système  fondamental  et  que  Torigine  n'est 
pas  un  point  singulier  de  Téqualion  différentielle.  On  en  con« 
dut  que 

En  passant  ensuite  aux  puissances  j;'",  . . .,  ^2"'"*,  on  démon- 
trera que 

et,  d'une  manière  générale,  Ton  arrive  à  la  conclusion  que  tous 
les  X  sont  nuls,  ce  qui  est  absurde. 

De  ce  que  les  uiyk  sont  linéairement  indépendants,  on  conclut 
qu'au  moyen  des  expressions  de 

en  fonction  linéaire  des  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre 
m  —  I,  on  peut  tirer,  par  la  résolution  d'équations  du  premier 
degré,  les  valeurs  des  j^  et  de  leurs  dérivées  en  fonction  de  V  et  de 
ses  dérivées  ci-dessus;  car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait 
former  pour  V  une  équation  linéaire  d'ordre  m^  —  i  au  plus,  et 
entre  les  m-  quantités 

existerait  donc  une  relation  homogène  et  linéaire  à  coefficients 
constants,  contrairement  à  ce  que  nous  avons  établi. 

Nous  aurons  donc  en  particulier,  pour  j^o^a,  . . . ,  y,n  des  ex- 
pressions 

dV  ^'"'-»  V 

«  V    «  dv  Q    d^^-^y 


dV  df*^-^  \ 

où  les  a,  ^,  . . . ,  X  sont  rationnels  en  x. 

A  toute  intégrale  de  l'équation  (E)  correspond  un  s^'Stcme  d'in- 
tégrales j/'i,j/'2>  •  ••î^m  de  l'équalion  proposée  (7);  ce  système 
pourra  n'être  pas  fondamental.  Cela  arrivera  si  le  déterminant 
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des  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu^à  l'ordre  m  —  i  est  nul;  en  écri- 
vant ceci,  on  obtiendra  une  certaine  équation  en  V 

k  étant  au  plus  égal  à  ni^ —  i .  On  aura  donc  un  système  fondamental 

J'i»     y%y       •••«     J^/n» 

si  Ton  prend  pour  V  une  intégrale  de  Péquation  (E)  ne  satisfai- 
sant pas  à  Véquation  (cp). 

Ceci  posé,  il  arrivera,  en  général,  c'est-à-dire  si  réquatîon  (7) 
est  prise  arbitrairement,  que  l'équation  (E)  n'aura  aucune  solu- 
tion commune  avec  une  équation  difTérentielle  (linéaire  ou  non 
linéaire)  à  coefficients  rationnels,  d'ordre  inférieur  à  /n^,  si  Von 
fait  abstraction  des  solutions  qui  satisfont  à  l'équation  ^. 

Mais  il  pourra,  dans  certains  cas,  en  être  autrement;  supposons 
donc  que  l'équation  différentielle  d'ordre/? 

remplisse  cette  condition,  pétant  un  polynôme.  Parmi  toutes  ces 
équations,  considérons  celles  qui  sont  d^ ordre  moindre^  et  pre- 
nons l'une  d'elles  que  nous  continuerons  à  désigner  par  la  lettre/. 

Nous  pouvons  supposer  l'équation  /algébriquement  irréductible 

dp  V     •  • 

par  rapport  à  -t—;\  il  est  clair  alors  que  toute  solution  de/qui 

n'appartient  pas  à  cp  satisfait  à  E,  car,  dans  le  cas  contraire,  on 
])ourrait  déduire  (par  un  procédé  dont  nous  avons  bien  des  fois 
fait  usage),  des  équations  (E)  et  (/),  une  équation  d'ordre  moin- 
dre, qui  ne  serait  pas  certainement  une  identité,  et  à  laquelle  sa- 
tisferait la  solution  commune  à  (E)  et  à  (/). 

Soient yi,  ^2,  . .  .  ^ym  le  système  fondamental  correspondant  à 
une  certaine  solution  de  l'équation  /(solution  n'appartenant  pas 
à  '^),  et  Y|,  Y2,  ...  7  ^m  le  système  correspondant  à  la  solution 
générale  de  la  même  équation  ;  on  aura 

/  Yi   =  any\-^  a^^y^-\- , . ,  -^  aun  ym  ^ 
^ov  )  Vs  =  ajij'i -f-rt2j^, -4-...  -rtj;«7,„, 


Y,;i  =  0,m\yi-^  ^miyi-r-  ...  -h  dmntym* 
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Les  coefficients  a  dépendent  seulement  de  p  paramètres  arbi- 
traires, et  nous  allons  voir  facilement  qu'on  peut  les  considérer 
comme  des  fonctions  algébriques  de  p  paramètres  arbitraires.  En 
effet,  considérons  l'intégrale  générale  de  l'équation 


/  (  ^1  V,  -7-  î  •  •  •  >  —, —  1  —  o, 


cette  intégrale  générale  sera  nécessairement  de  la  forme 

les  V  étant  m^  solutions  linéairement  indépendantes  de  l'équation  E. 
En  écrivant  que  cette  expression  de  V  satisfait  à  l'équation/,  nous 
obtiendrons  des  relations  nécessairement  algébriques  entre  les 
constantes  a,  et  comme  il  doit  rester  p  arbitraires,  les  a  seront  des 
fonctions  algébriques  de /?  constantes  arbitraires.  Donc  dan« 

• 

figureront  algébriquement  p  constantes,  et,  par  suite,  si^i, 
y'ii  •  •  •?  y  m  désignent  un  système  fondamental  correspondant  à 
une  solution  particulière  de  /,  les  coefficients  de  la  substitution, 
désignés  plus  haut  par  a,  dépendront  d^une  manière  algébrique 
de  p  paramètres  arbitraires  que  nous  appellerons  les  para- 
mètres \,  Les  relations  algébriques  ainsi  obtenues  entre  les  a  ex- 
priment que  si  les  j^  correspondent  à  une  solution  arbitraire  de/, 
les  Y  déduits  de  (S)  correspondront  aussi  à  une  solution  de/. 
Dans  ces  conditions,  il  est  évident  que  si  l'on  considère  deux  sub- 
situtions,  telles  que  (S),  correspondant  à  deux  systèmes  distincts 
de  valeurs  des  paramètres  \  le  produit  de  ces  deux  substitutions 
sera  une  substitution  de  même  forme,  les  paramètres  X  étant  repré- 
sentés par  un  troisième  système  de  valeurs.  Les  substitutions  (S) 
forment  donc  un  groupe  continu  de  transformations  ;  nous  dé- 
signerons par  G  ce  groupe  continu  et  algébrique  de  transforma- 
tions linéaires,  et  nous  l'appellerons  le  groupe  de  transforma^ 
tions  (*)  relatif  à  l'équation  linéaire.  Dans  les  deux  paragraphes 

(*)  Comme  cas  très  particulier,  il  peut  arriver  que  Téquation  /  soit  d'ordre 
zéro,  c'est-à-dire  que  V  soit  une  fonction  algébrique  de  x\  l'intégrale  gcnérele 
de  Téquation  linéaire  sera  algébrique,  et  le  groupe  de  transformations  est  alors 
ttQ  groupe  ^0111  qui  ne  dépend  d'aucun  arbitraire. 

P. —  III.  36 
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suivants  nous  représenlcrons    parj'i,  ^^21    •••>  y  m  un   système 
fondamental  coiTespondant  à  une  solution  de  /. 

Faisons  encore  la  remarque  très  importante,  dont  la  démonstra- 
tion est  immédiate,  que  Vintéf^rale  générale  de  V équation  {/) 
peut  s* exprimer  linéairement  en  Jonction  (Tune  intégrale  par- 
ticulière et  de  ses  dérivées,  les  coefficients  de  cette  expression 
linéaire  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  dépendant  de  p  con- 
stantes arbitraires. 

21.  On  peut  établir,  à  Tégard  de  ce  groupe,  la  proposition  sui- 
vante qui  rappelle  le  théorème  fondamental  de  Galoîs  dans  la 
théorie  des  équations  algébriques  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  x,  de  yi,j^2,  •  •  .,  y  m  ^'  de 
leurs  dérivées,  s  exprimant  rationnellement  en  fonction  de  x. 
reste  invariable  quand  on  effectue  sur y^^y2')  -  •  -^ym  fe^  sub- 
stitutions du  groupe  G. 

En  parlant  d'une  fonction  des  j^  restant  invariable,  nous  enten- 
dons que  cette  fonction  reste  la  même  fonction  de  la  variable  x. 
Cette  invariabilité  est  donc  l'analogue  de  l'invariabilité  numé- 
rique de  la  théorie  des  équations. 

Considérons  une  fonction  des  y  et  de  leurs  dérivées  jouissant 
de  la  propriété  indiquée  dans  l'énoncé;  en  y  remplaçant  yt, 
y  11  •  •  •  î  y  m  par  leurs  valeurs  en  fonction  d'une  intégrale  V  de/, 
qui  n'appartienne  pas  à  <p,  et  désignant  par  R(x)  la  fraction  ra- 
tionnelle de  x  à  laquelle  est  égale,  par  hypothèse,  notre  fonction, 
on  aura  l'équation 

F  étant  rationnelle.  Cette  équation  se  trouvera  donc  vérifiée  pour 
une  certaine  solution  V  de/  n'appartenant  pas  à  ©.  Elle  le  sera 
par  suite  pour  toutes  les  solutions  de  /,  qui  n'appartiennent  pa:> 
à  ?p;  en  effet,  dans  le  cas  contraire  on  pourrait,  de  l'équation  (8) 
et  de  l'équation 

'  \  (Ix  dxi'  I 

que  nous  supposons  de  degré  jjl  par  rapport  à  ^—  et  algébrique- 
ment irréductible  par  rapport  à  cette  dérivée,  tirer  une  seconde 
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«qualion 

de  degré  jjl  au  plus,  par  rapport  à  -7-—  •  La  fonction  V  satisfait  à 

ces  deux  équations;  si  Téquation  y^  n'est  pas  une  conséquence  de 
l'équation  /,  on  pourra  obtenir  une  équation  différentielle  algé- 
brique d'ordre  moindre  que  p  à  laquelle  satisfera  V,  ce  qui  est 
contre  nos  hypothèses  sur  /.  Il  faut  donc  que  "j^  soit  une  consé- 
quence de/,  c'est-à-dire  que  toute  solution  de  y,  ne  satisfaisant 
pas  à  »,  vérifie  la  relation  (8).  Du  moment,  d'ailleurs,  que  la  solu- 
tion générale  de  /vérifie  (8),  il  en  sera  certainement  ainsi  pour 
toute  solution  particulière,  et,  notamment,  pour  celles  qui  satis- 
font à  cp,  s'il  en  existe.  La  restriction  ne  se  trouve  donc  utile  que 
pour  le  raisonnement. 

Dire  que  la  fonction  F  garde  la  même  valeur  R(^)  pour  toute 
solution  de/,  revient  à  énoncer  que  la  fonction  rationnelle  con- 
sidérée de  x^  des  j^  et  de  leurs  dérivées  ne  change  pas  quand  on 
effectue  sur^i,/27  •  •  -^ym  les  substitutions  du  groupe  G,  et' le 
théorème  est  alors  démontré. 

22.  A  ce  théorème,  on  doit  joindre  une  réciproque. 

Toute  fonction  rationnelle  de  x  et  d'un  système  fonda- 
mental ysj  y^t  •  •  •  )  y  m  ^t  de  leurs  dérivées,  qui  reste  inva- 
riable par  les  substitutions  du  groupe  G,  est  une  fonction 
rationnelle  de  x. 

Soit  ^ix^ y^jy-i-,  '"lymi  -^»  •••)  une  fonction  satisfaisant 
aux  conditions  de  l'énoncé;  il  faut  montrer  que,  si  l'on  met  à  la 
place  de^i,y2î  •  •  •  ?  ym  un  certain  système  fondamental,  la  fonc- 
tion O  sera  une  fonction  rationnelle  de  x.  Or,  remplaçons  les  y 
et  leurs  dérivées  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V,  nous  aurons 


_       ^/      _.  rfV  dp\\ 


Je  dis  que,  si  l'on  prend  pour  V  une  intégrale  de  /,  n'apparte- 
nant pas  à  ©,  cette  expression  sera  une  fonction  rationnelle  de  x. 
Remarquons  d'abord  que,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  <ï>,  la 
fonction  F{x,  V,  .  . .  )  représentera  la  même  fonction  de  x,  quelle 
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que  soit  la  solution  \'  de  Tëquation  f  n'appartenant  pas  à  s,  et, 
par  suite,  pour  l'intégrale  p^énérale  V  de  /l  Or^  soit  encore  u  le 

degré  dey  par  rapport  à  -^ — ;  pour  des  valeurs  arbitraires  don- 
nées à 

Téquation  /=  o  a  a  racines  distinctes  en  -; — •  En  se  ser\'anl  de 
^  -^  •  dxP 

dp  V 
Féquation  y,  on  peut  supposer  que  dans  F  la  dérivée  -^ —  ne  Ggure 

qu^au  degré  a  —  i  au  plus.  Cette  substitution  faite,  F  devient  une 
fonction 


^'(^^^' i^) 


rationnelle  par  rapport  aux  'eltres  dont  elle  dépend  et  contenant 
-7 —  à  la  puissance  ;jl  —  i  au  plus  dans  son  numérateur  et  son  dé- 
nominateur. Comme  pour  une  valeur  donnée  d^ailleurs  quel- 
conque de  x^  la  fonction  F|  prend  la  même  valeur  pour  toutes 
les  valeurs  des  constantes  arbitraires  figurant  dans  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  /,  il  s'ensuit  que,  dans  les  mêmes  condi- 
tions, la  fonction  F|  prend  la  même  valeur  pour  toutes  les  valeurs 

de  V,  -T-*  •  •  •>  -1 —  satisfaisant  à  la  relation 

d\  di'\\ 


/  d\  dr\\ 


dp\ 

de  degré  jx  et  algébriquement  irréductible  par  rapport  à  -^ — ;  il 

faut  donc  que  F|  ne  dépende  que  de  x.  La  Jonction  O  est  donc 
une  fonction  rationnelle  de  x,  comme  nous  voulions  l'établir. 

23.  Les  deux  théorèmes  précédents  sont  entièrement  analogues 
aux  théorèmes  fondamentaux  de  Galois  étudiés  dans  la  Section  111 
du  Chapitre  précédent.  On  voit  que  les  groupes  de  substitutions 
linéaires  et  algébriques  remplacent  dans  cette  théorie  les 
groupes  de  substitutions  entre  n  lettres. 

Pour  une  équation  linéaire  arbitrairement  donnée,  l'équation  E 
correspondante  n'aura  aucune  solution  commune  avec  une  équa- 
tion algébrique  d'ordre  inférieur  à  m^,  cette  solution  n'apparie- 
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nanl  pas  à  réquation  C5.  L'équalion  désignée  par  y  se  réduit  alors 
à  TéqualioD  E  elle-même;  le  groupe  de  transformations  de  Téqua- 
tîon  différenlielle  est  alors  l'ensemble  des  substitutions  linéaires 
effectuées  sur  y^^  ^2,  .  . .,  y^^  c'est  un  groupe  à  m^  paramètres. 

Quand  le  groupe  G  est  un  groupe  à  moins  de  ni^  paramètres, 
l'équation  est  une  équation  particulière  :  elle  est  caractérisée 
par  ce  fait  quil  existe  au  moins  une  fonction  rationnelle 
de  x^  de  y  ^^  y  2^  ...  ,y,„  et  de  leurs  dérivées,  égale  à  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x^  cette  relation  n'ajant  pas  lieu  quel  que 
soit  le  système  fondamental  y\i  y-i^  •  •  '^yn* 

Substituons,  en  effet,  dans 


./     „  dW  dp\\ 


à  la  place  de  V,  l'expression  u^y^  +  «2^2  +  ' •  •  + "//i^mi  nous 
obtiendrons  une  fonction  rationnelle  des  y  et  de  leurs  dérivées 
qui  ne  sera  pas  identiquement  nulle,  quels  que  soient  les  éléments 
du  système  fondamental  y^,  y^,  . .  -,  ymf  et  qui,  pour  certains 
systèmes  fondamentaux,  se  réduira  à  zéro,  et  pourra  donc  être  re- 
gardée comme  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Inversement,  supposons  qu'entre  les  éléments  d'un  certain  sys- 
tème fondamental  y^ ,  y.2,  •  . . ,  Vm-t  on  ait  la  relation 

/.  K»  ri»  rsî  •  •  •  ,7//o  -^y  .  •  •  j  ^  o 

qui  ne  soit  pas  vérifiée  pour  un  système  fondamental  quel- 
conque. 

En  remplaçant  les  y  par  leurs  valeurs  en  V,  V  étant  une  inté- 
grale de  E  ne  satisfaisant  pas  à  cp,  on  aura 


,  /      .,  rfV  dn^\ 


A'  étant  au  plus  égal  à  ni^  —  i .  Cette  relation  ne  se  réduira  pas  à 
une  identité,  car  alors  la  relation  y^  serait  vérifiée  quand  on  fait 
sur  les  y  une  substitution  quelconque.  On  a  donc  une  équation 
d'ordre  moindre  que  m^  à  laquelle  satisfait  une  solution  V  de  E, 
n'appartenant  pas  à  cp,  et,  par  suite,  le  groupe  de  Inéquation 
ri  est  pas  le  groupe  général  à  m'^  paramètres.  Ces  remarques 
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sonl  entièrement  analogues  à  celles  que  nous  avons  faites  pour 
les  équations  algébriques  (Chapitre  précédent,  §  17). 

24.  Nous  avons  donné  au  groupe  que  nous  venons  de  trouver  le 
nom  de  groupe  de  transformations,  pour  le  distinguer  du  groupe 
que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  groupe  de  Inéquation  linéaire 
(page  288)  et  qui  est  relatif  aux  substitutions  qui  correspondent  aux 
différents  chemins  suivis  parla  variable.  Ce  dernier  groupe  n'est  pas 
un  groupe  continu,  je  veux  dire  qu'il  ne  dépend  pas  de  paramètres 
arbitraires.  Faisons  la  remarque  très  simple,  mais  qui  n'est  pas 
sans  intérêt,  que  le  groupe  de  V équation  est  contenu  parmi  les 
substitutions  du  groupe  de  transformations.  Ceci  résulte  im- 
médiatement de  ce  que  ce  dernier  groupe  correspond  à  la  substi- 
tution d'une  intégrale  quelconque  de  Téquation  f  à  une  autre 
également  quelconque.  Si,  en  particulier,  ces  deux  intégrales 
sont  deux  déterminations  différentes  d'une  même  intégrale  cor- 
respondant à  des  chemins  différents,  on  aura  une  substitution  du 
groupe  de  l'équation,  et  elle  sera  bien  contenue  dans  le  groupe 
de  transformations. 

23.  Nous  avons  dit  que,  parmi  les  équations  y*  d'ordre  moindre 
/?,  on  prendrait  l'une  d'elles;  mais  on  doit  nécessairement  se 
demander  quelle  conséquence  entraînerait,  pour  le  groupe  de 
transformations  de  l'équation  différentielle,  la  substitution  d'une 
équation  y*  à  une  autre  équation,  que  nous  désignerons  par/,. 
Cherchons  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  intégrales 
de  ces  deux  équations  d'ordre /> 

/(V)  =  o.         /,(V,)  =  o. 

Puisque  V|  est  une  fonction  linéaire  des  y,  et  que  celles-ci 
s'expriment  aussi  linéairement  à  Taide  des  V  et  de  leurs  dérivées, 
nous  aurons  pour  Vf  une  expression  linéaire  par  rapport  à  V  et 
ses  dérivées.  Si  donc  nous  considérons  deux  intégrales  déter- 
minées r  et  l'i  de  ces  équations,  n'appartenant  pas  à  ©,  on  aura 


a  et  p  étant  des  fonctions  rationnelles   de  x.  Or,  considérons 
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d^autre  part  l'expression 

(T)  W^aV-^P^    ..... 

V  élanl  rinlégraie  générale  de  /;  elle  satisfera  à  une  équation 
d'ordre  p 

Les  deux  équations  /,  et  /^  ont  une  intégrale  commune,  n'ap- 
partenant pas  à  cp,  à  savoir  (^,.  Il  faudra  donc  que  l'équation 
.A(W)  coïncide  avec  Téquation /i  (V|)  =  o,  puisque  autrement 
l'i  satisferait  à  une  équation  différentielle  algébrique  d'ordre 
moindre  que  p. 

On  voit  donc  la  dépendance  qui  existe  entre  les  deux  équations 
/et y*!  ;  l'une  est  simplement  la  transformée  de  l'autre.  D'autre 
part,  transformer  l'équation  /  au  moyen  de  la  substitution  (T) 
considérée  ci-dessus,  c'est  substituer  seulement  un  système  fon- 
damental d'intégrales  à  un  autre  et,  par  suite,  le  groupe  de  trans- 
formations que  nous  aurait  donné  l'équation  /,  est  le  transformé 
de  celui  que  nous  a  donné  V équation  f  au  moyen  dUine  sub- 
stitution linéaire  convenable  effectuée  sur  les  y.  Les  deux 
groupes  doivent  être  regardés  comme  identiques. 

26.  Nous  avons  examiné  uniquement  jusqu'ici  le  cas  d'une 
équation  à  coefficients  rationnels.  Nous  pouvons  supposer  que  les 
coefficients  de  U équation  différentielle  appartiennent  à  un  do- 
maine de  rationalité  plus  étendu.  On  peut  supposer,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  l'étude  de  la  réductibilité  (Section  III),  que  l'on  a 
un  certain  nombre  de  fonctions 

telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  s'exprimer  par  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X,  des  autres  fonctions  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à 
un  ordre  quelconque.  On  considère,  comme  faisant  partie  du 
domaine  de  rationalité,  l'ensemble  des  fonctions  rationnelles  de  j;, 
des  a{x)  et  de  leurs  dérivées.  Les  diverses  équations  différentielles 
que  Ton  aura  alors  à  considérer  devront  être  des  équations  diffé- 
rentielles algébriques  dont  les  coefficients  seront  fonctions  ration- 
nelles de  X,  des  ai^x)  et  de  leurs  dérivées.  Telle  sera  en  particulier, 
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quand  elle  existera,  réqualion/(y^)  =  o,  qui  joue  dans  la  ihéorîe 
précédente  le  rôle  essentiel;  au  domaine  donné  de  rationalité 
correspondra  un  groupe  de  transformations  pour  V équation 
linéaire. 

27.  Nous  devons  immédiatement  faire  une  remarque  qui  ac- 
cuse, malgré  bien  des  analogies,  une  diOerence  importante  au 
point  de  vue  des  applications  entre  la  théorie  que  nous  venons  de 
développer  et  la  théorie  de  Galois  sur  les  équations  algébriques. 
Dans  cette  dernière,  la  résolvante  irréductible  pouvait  être  trouvée 
par  des  calculs  toujours  efTectuables,  une  fois  donné  le  domaine  de 
rationalité.  Il  en  est  tout  autrement  dans  la  théorie  actuelle  ;  nous 
concevons  seulement  Texistence  de  cette  équation  différentielle /", 
de  telle  sorte  que  le  groupe  de  transformations,  pour  une  équation 
donnée,  ne  peut  pas  être  obtenu  par  des  opérations  susceptibles 
d'être  régulièrement  effectuées.  H  en  résulte  qu'en  général  on  de- 
vra, au  point  de  vue  pratique,  commencer  par  chercher  tous  les 
types  de  groupes  algébriques  de  transformations  linéaires  et  ho- 
mogènes pour  un  nombre  de  variables  égal  à  l'ordre  de  l'équation 
différentielle;  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur  les 
groupes  en  général,  on  se  rend  compte  que  l'on  possède  des  prin- 
cipes sûrs  pour  effectuer  cette  recherche,  si  pénibles  et  longs  que 
doivent  être  les  calculs  à  faire.  Il  reste  alors  à  reconnaître  si  un 
groupe  déterminé  est  le  groupe  de  transformations  de  l'équation 
différentielle. 

Soit  G  un  tel  groupe^  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  H),  nous 
pouvons  former  une  fonction  rationnelle 


*  *  (  •^'  J>  1 5  ^)  i  t  •  •  •  ?  J  //i  *   "i~  1  •  '  •   I 


restant  invariable  quand  on  effectue  sur  les^  les  substitutions  du 
groupe  G,  mais  qui  n'est  pas  un  invariant  pour  un  groupe  d'un 
plus  grand  nombre  de  paramètres.  Nous  avons  vu,  d'autre  part 
(§  13),  que  cette  fonction  satisfaisait  à  une  équation  différentielle 
algébrique  E  d'ordre  n^  —  p,  en  désignant  par  p  le  nombre  de  pa- 
ramètres du  groupe  G,  les  coefficients  de  cette  équation  étant  des 
fonctions  symétriques  desy.  A  l'endroit  cité,  lesy  étaient  des  fonc- 
tions arbitraires;  ici  ce  sont  des  intégrales  de  l'équation  linéaire 
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donnée;  mais  si  l'on  prend  a^/Aasarrf  une  fonction  B  jouissant  de  la 
propriété  d'invariance  indiquée,  on  peut  encore  affirmer  qu'elle  ne 
sera  pas  Invariante  pour  un  groupe  d'un  plus  grand  nombre  de  pa- 
ramètres, les^  formant  un  système  fondamental  de  l'équation  li- 
néaire. Ceci  dit,  supposonsque  l'équation  donnée  soit  à  coefficienls 
rationnels;  ayant  pris  le  groupe  G  et  la  fonction  correspondante  R, 
nous  formons  l'équation  E,  qui  est  aussi  à  coefficients  rationnels. 
Si  G  est  le  groupe  de  transformations  de  l'équation  linéaire  donnée, 
la  fonction  rationnelle  R,  qui  reste  invariable  par  les  substitutions 
de  G,  devra  être  une  fonction  rationnelle  de  x^  pour  un  système 
convenable  d'intégrales  fondamentales,  à  savoir  pour  celles  qui 
correspondent  à  Téquation  /  en  V  de  notre  théorie  générale.  11 
résulte  alors  du  second  théorème  fondamental  que  V équation  E 
admettra  une  intégrale  rationnelle.  Nous  sommes  donc  conduit 
à  rechercher  si  une  équation  différentielle  algébrique  admet  pour 
solution  une  fonction  rationnelle;  c'est  un  problème  que  l'on  ne 
sait  pas  actuellement  résoudre  dans  toute  sa  généralité,  mais^ 
dans  bien  des  cas,  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  per- 
met, avec  des  considérations  spéciales  à  la  forme  de  l'équation,  de 
trouver  la  solution  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  com- 
mencera les  essais  en  prenant  d'abord  les  groupes  algébriques  à 
un  paramètre  (^),  puis,  s'il  n'existe  pas  d'intégrales  rationnelles 
pour  les  équations  E  correspondantes,  on  passera  aux  groupes 
ayant,  après  les  groupes  à  un  paramètre,  le  moindre  nombre  de 
paramètres,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive,  pour  un 
certain  groupe  G  à  r  paramètres,  à  une  équation  E  ayant  une  so- 
lution rationnelle,  tandis  que  pour  tous  les  groupes  à  un  moindre 
nombre  de  paramètres  cette  condition  ne  s'était  pas  trouvée  réa- 


(*)  En  dehors  des  équations  linéaires,  nous  citerons  l'équation  aux  dérivées 
logarithmiques  des  intégrales  d'une  équation  linéaire,  qui  a  été  étudiée  à  ce 
point  de  vue  par  Liouville.  Dans  son  Mémoire  couronné,  Sur  les  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  {Annales  de  l'École  Normale f  189a),  M.  Pain- 
levé  a  montré  comment  on  pouvait  résoudre  le  problème  proposé  pour  toutes  les 
équations  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

(')  Nous  ne  nous  occupons  pas  du  cas  où  le  groupe  de  transformations  ne  se- 
rait pas  à  un  groupe  continu,  c'est-à-dire  un  groupe  dépendant  d'un  ou  de  plu- 
sieurs paramètres  arbitraires.  Dans  ce  cas,  l'équation  aurait  son  intégrale  générale 
algébrique^  comme  nous  l'avons  déjà  dit  dans  une  Note  du  §  20. 
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lisée.  Le  groupe  F  de  l'équation  dépendra  de  r  paramètres,  car 
s'il  dépendait  de  moins  de  r  paramètres,  nous  aurions  trouvé  dans 
les  essais  précédents  une  équation  E  à  intégrales  rationnelles; 
d'autre  part,  il  ne  peut  dépendre  de  plus  de  /•  paramètres,  car 
dans  le  cas  contraire  une  fonction  rationnelle  des  y^  invariante 
pour  les  substitutions  de  G  et  prise  au  hasard,  n'étant  pas  inva- 
riante pour  les  substitutions  du  groupe  Y  qui  aurait  plus  de  r  pa- 
ramètres, ne  pourrait  s'exprimer  rationnellement.  Il  résulte  de  là, 
ou  bien  que  F  coïncide  avec  le  groupe  G,  ou  bien  que  F  est  un 
groupe  complexe  à  r  paramètres  contenant  le  groupe  G.  En  étu- 
diant de  la  même  manière  chacun  des  types  de  groupes  à  r  para- 
mètres, on  déterminera  ainsi  le  groupe  F,  qui  pourra  être  un 
groupe  non  complexe  ou  un  groupe  complexe  formé  de  plusieurs 
groupes  G  à  r  paramètres. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  dans  ce  paragraphe, 
pour  obtenir  le  groupe  d'une  équation  linéaire,  est,  à  très  peu 
près,  celle  qu'a  suivie  M.  Vessiol  dans  sa  Thèse,  déjà  citée,  sur 
les  équations  linéaires.  Ce  géomètre  se  sert  même  de  ces  considé- 
rations pour  arriver  à  la  notion  de  groupe,  mais  cette  marche  très 
naturelle  et  très  intéressante  pour  obtenir  le  groupe,  quand  on  a 
acquis  cette  notion,  laisse  subsister  des  diriicullés  sérieuses  pour 
arriver  aux  deux  théorèmes  fondamentaux.  Aussi  me  paraît-il  pré- 
férable, pour  poser  les  bases  de  celte  théorie,  de  suivre  la  voie 
que  j'avais  antérieurement  indi(|uée  et  qui  présente  une  analogie 
si  complète  avec  la  marche  suivie  par  Galois  dans  la  théorie  des 
équations  algébriques. 

Remarquons,  en  terminant,  qu'il  ne  faut  pas  s'exagérer  l'im- 
portance des  diflicultés  pratiques  relatives  à  la  recherche  du 
groupe  de  transformations  d'une  équation  linéaire.  Il  en  est  ici 
comme  en  Algèbre;  les  théories  de  cette  nature  ont  surtout  pour 
objet  d\*talj/ir  des  classifications  et  d'indiquer  des  types  pour 
les  dilférenles  circonstances  qui  peuvent  se  présenter.  Il  arrivera 
généralomonl,  dans  les  ap|)lications,  que  les  considérations  qui 
ont  conduit  à  une  é(|uation  donneront  des  renseignements  sur  son 
groupe  ;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand  on  étudie,  au 
point  de  vue  algébri(jue,  les  éipiations  modulaires  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 
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V.  —  Études  de  quelques  cas  particuliers. 

28.  Arrêtons-nous  sur  quelques  exemples,  et  commençons  par 
l'étude  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  à 
coefficients  rationnels.  Le  groupe  d'une  équation  arbitraire  est  le 
groupe  linéaire  et  homogène  d*ordre  quatre.  Les  cas  particuliers 
correspondront  aux  groupes  à  w/i,  deux  ou  /ro«5  paramètres,  sans 
parler  du  cas  où  l'intégrale  générale  de  Téquation  serait  algébrique, 
et  que  nous  laisserons  de  côté. 

Considérons  d'abord  un  groupe  linéaire  à  un  paramètre  : 
supposons  d'abord  que  les  deux  racines  de  l'équation  caractéris- 
tique correspondant  à  la  substitution  infinitésimale  sont  distinctes  : 
dans  ces  conditions,  en  effectuant  une  combinaison  linéaire  con> 
venable,  les  équations  définissant  le  groupe  sont 

et  Ton  a  alors  le  groupe  défini  par  les  deux  équations 

Y,  =^,e«', 

Il  sera  algébrique  si  -  est  commensurable,  et  Ton  a,  pai  suite,  le 

groupe 

V,  =.r,.0"/, 

m  et  n  étant  des  entiers.  Si  une  équation  linéaire  du  second 
ordre,  à  coefficients  rationnels,  admet  ce  groupe  comme  groupe 
de  transformations,  on  aura  évidemment  comme  invariants  du 
groupe 

it.r  dx  y 


m 

2 

>  >  — — 

y\         y^.         y\ 


Il  existera  donc  un  système  fondamental  (^yh^yi)  pour  lequel 
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ces  trois  expressions  seront  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Il  en 
résulte,  en  particulier,  que  Téquation  de  Riccati,  admettant  comme 

intégrale  —,  admet  rfew^  intégrales  rationnelles;  ces  intégrales 

étant  obtenues,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  quand  elles  existent, 
on  aura  j^4  et ^2  par  des  quadratures,  et  il  n'y  aura  même  en  fait 
qu'une  seule  quadrature  distincte,  puisque  la  troisième  des  ex- 
pressions ci-dessus  doit  être  rationnelle. 

Dans  le  cas  particulier,  où  nous  ne  pourrions  avoir  la  forme 
réduite  qui  précède,  nous  aurions,  conformément  à  la  théorie  de 
la  réduction  des  expressions  linéaires,  les  deux  équations  suivantes, 
pour  définir  le  groupe, 

lit  =«>'" 

-'di  =  -^''  -^  "•^" 

et  l'intégration  de  ces  équations  nous  conduit  au  groupe 

Yj  1-  Yx  t  e"'  -h  Xi  <?«'. 

Si  a  n'est  pas  nul,  ce  groupe  ne  sera  pas  algébrique;  le  seul 
cas  qui  nous  intéresse  est  donc  celui  de  a  =  o,  qui  donne  le 
groupe 

Puisque  y^  est  une  fonction  invariante,  y^  est  une  intégrale 
rationnelle.  Un  second  invariant  sera  fourni  par 

Cette  expression  sera  donc  une  fonction  rationnelle,  et  l'on  ob- 
tiendra par  suite  y2  à  Taide  d'une  seule  quadrature  portant  sur 
une  fonction  rationnelle.  Telles  sont  les  circonstances  extrême- 
ment simples  qui  se  présentent  quand  le  groupe  de  l'équation  est 
à  un  paramètre. 

29.  Passons  au  cas  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre 
dont  le  groupe  serait  à  deux  paramètres.  11  faut  commencer  par 
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énuniérer  les  types  de  groupes  linéaires  et  homogènes  à  deux  pa- 
ramètres. Nous  avons  deux  substitutions  infinitésimales,  rédui- 
sons l'une  d'elles  à  sa  forme  canonique  ;  si  aucune  circonstance 
particulière  ne  se  présente  dans  celle  réduction,  nous  pouvons 
prendre,  en  nous  reportant  aux  notations  du  §  7, 

A.(/)  =  ar.;^;-6r.;^  («?^*), 

qui  représente  la  première  transformation  infinitésimale,  la  se- 
conde étant 

A.(/)  =  (aj',-f- ?r2)-^j^- +(YVi-v  a^O  ;^^- 

Mais  nous  devons  écrire  que  le  crochet 

(A,A,) 

est  une  combinaison  linéaire  XA|  (/*)  4-  iJiA2(/).  En  calculant  ce 
crochet,  on  trouve  de  suite 

On  doit  donc  avoir  identiquement 

A  et  tJL  désignant  des  constantes.  Ces  équations  donnent 

Xa-4-[jLa  =  o,  {b  —  a)P  =  fi3, 

(a  —  ^)Y  =  (^Y,         X6  -i-  jjLO  =  o. 

Puisque  a  —  b^  o,  il  faul  que  ^  ou  que  y  soit  nul  ;  mais  ces  deux 
hypothèses  rentrent  évidemment  dans  le  même  type,  en  permutant 
entre  elles  les  lettres  j^i  ety2i  faisons  donc  ^  =  o,  et  nous  aurons 
les  deux  expressions 

Ai(/)  =  «^i  ^^  -+-(YriH-87i)^v 
qui  définiront  un  groupe  à  deux  paramètres  si  l'on  a  la  relation, 
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résiiltanl  immédiatement  des  équations  ci-dessus, 

et  nous  poserons 

6  _  a  _ 

a       a 

Pour  obtenir  le  groupe,  il  faut,  conformément  à  la  théorie  gé- 
nérale indiquée  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre,  consi- 
dérer les  deux  équations 

et  les  intégrer  en  choisissant  les  constantes  de  manière  que,  pour 
/  =  o,  on  ait^i  =y%  y^^=^y\-  On  trouve  ainsi  le  groupe  à  deux 
paramètres  entre  (^1,^2)  et  (yj,  yj),  les  deux  paramètres  étant 
\it  et7«2^*  On  obtient  ainsi,  en  changeant  seulement  de  para- 
mètres, le  groupe 

7,  et  3-^  étant  les  deux  paramètres  du  groupe  qui  sera  algébrique  si 
.S'  est  rationnel.  On  voit  que 

dx 
}\ 

sera  un  invariant  du  groupe,  et,  par  suite,  si  une  équation  linéaire 
du  second  ordre  admet  le  groupe  précédent  comme  groupe  de 
transformations,  Téquation  de  Riccati  donnant 

dy 
dx 


aura  une  intégrale  rationnelle.  Mais  on  peut  trouver  autrement^!, 
car,  en  éliminant  o-f  et  0-2  entre  les  équations  du  groupe  et  les 
équations  dérivées,  on  trouve  un  autre  invariant 
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Pour  le  mettre  sous  forme  entière,  posons  s  ^^.  -;  nous  aurons 
alors  rinvariant 


(y      '^y*  y      ^^A' 


Celte  expression  devra  être  une  fonction  rationnelle,  et,  par 
suite,  le  numérateur  étant  connu  par  une  quadrature,  on  obtien- 
dra yi  par  une  extraction  de  racine. 

Nous  nous  sommes  placé,  pour  obtenir  les  équations  du  groupe, 
dans  le  cas  général  où,  pour  l'une  au  moins  des  deux  substitu- 
tions infmitésimales,  les  deux  racines  de  Téquation  caractéristique 
correspondante  étaient  distinctes.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à 
examiner  tous  les  cas  particuliers  possibles;  nous  laissons  au  lec- 
teur le  soin  de  faire  cette  discussion  et  de  montrer  que,  dans  tous 
les  cas  y  r  équation  s'intégrera  par  quadratures,  quand  son 
groupe  de  transformations  est  à  deux  paramètres. 

30.  Si  nous  voulions  maintenant  passer  aux  groupes  à  trois  pa- 
ramètres, nous  aurions  à  faire  une  assez  longue  énuméralion.  Je 
ne  m'y  arrêterai  pas,  et  je  remarquerai  seulement  que  l'on  ne  doit 
pas  s'attendre  à  ce  que  le  fait  d'avoir  un  groupe  de  transformations 
a  trois  paramètres  diminue  toujours  la  difficulté  de  l'intégration 
d'une  équation  du  second  ordre.  Il  suffit,  en  effet,  pour  s'en  rendre 
compte,  de  prendre  l'équation  linéaire 

où  P2{^)  est  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  x.  On  voit  de 
suite  que  le  groupe  de  transformations  de  cette  équation  est  un 
groupe  à  trois  paramètres;  on  a,  en  effet, 

'''  dJ  -•>'*  -ÏÏ7  =  '=""^'- 

Le  groupe  de  transformations  sera  donc  le  groupe  à  trois  pa- 
ramètres 

avec  la  relation 

ad  —  bc  —  \, 
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et  nous  n'avons  pas  ici,  comme  dans  les  cas  précédents,  une  équa- 
tion intégrable  par  quadratures. 

31.   Pour  faire  une  application  d'une  autre  nature,  considérons 
une  équation  linéaire  du  troisième  ordre 

„.  d^Y  d^y  dv 

à  coefficients  rationnels,  dont  tous  les  points  singuliers  sont  régu- 
liers, et  supposons  qu'entre  trois  solutions  ^i,  ^a,  ^'3  formant  un 
système  fondamental,  il  existe  une  relation  algébrique 

homogène  et  d'un  degré  nécessairement  supérieur  à  l'unité  (*),  la 
courbe  algébrique  représentée  par  l'équation  précédente  en  coor- 
données homogènes  étant  irréductible.  Envisageons  le  groupe  G 
'  de  l'équation  (E).  On  peut  évidemment  supposer  que  le  système 
fondamental  y\^  y2^y^  correspond  à  une  solution  de  l'équation 
en  V  désignée  par  /  dans  la  théorie  générale  de  la  section  précé- 
dente. Ceci  posé,  la  fonction 

ayant  la  valeur  zéro  est  exprimable  rationnellement,  et,  par  suite, 
elle  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G. 

En  désignant  par  YijYa,  Y.,  les  expressions  linéaires  en  y,, ^2, ^'3 
correspondant  au  groupe  de  transformations  de  l'équation,  on  aura 

F(Y„  Y„Y3)=--o, 
puisque 

^'{yx^yuy-i)  =  <>• 

Ces  deux  relations  entre  ^1,  y-i-,  y^  ne  peuvent  être  distinctes, 
puisqu'il  ne  peut  manifestement  exister  deux  relations  homogènes 


(')  Ce  problème  a  été  étudié  par  M.  Fuchs  dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  I 
des  Acta  Afathematica  (  Ueber  iineare  homogène  Dijferentialgleichungen, 
zivischen  deren  Integralen  homogène  Relation  hoheren  als  ersten  Grades 
bestehen).  M.  Fuchs  ne  se  place  pas  au  point  de  vue  de  la  Théorie  des  groupes 
de  transformations;  on  va  voir  combien  celle-ci  se  présente  naturellement  dans 
cette  question. 


5oi 
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distinctes  entre  les  intégrales  d'un  système  fondamental  d'une 
équation  du  troisième  ordre.  La  substitution  faite  correspond 
donc  à  une  transformation  de  la  courbe  en  elle-même. 

Or,  supposons  d'abord  que  la  courbe  F  soit  de  genre  supé- 
rieur à  un;çMe  ne  pourra  alors  être  transformée  en  elle-même 
que  pour  un  nombre  fini  de  transformations  birationnelles  (t.  II, 
p.  436).  Si  donc  on  pose 


=  w, 


ri 


=  V, 


l'équation  de  la  courbe  devenant 


F(i,  a,  v)  =  o, 

il  résulte  du  théorème  rappelé  que  les  substitutions  de  G  con- 
duisent, pour  u  et  i^,  à  un  groupe  fini  de  substitutions  linéaires 
fractionnaires.  Or,  le  groupe  de  l'équation  linéaire  étant  contenu 
dans  son  groupe  de  transformations  (§  24),  le  groupe  des  sub- 
stitutions linéaires  fractionnaires  relatives  aux  diverses  détermi- 
nations de  u  et  (^  sera  contenu  dans  le  groupe  G'  des  transforma- 
tions linéaires  fractionnaires,  relatives  à  m  et  i',  qui  se  déduisent 
du  groupe  de  transformations  de  l'équation.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  le  groupe  G'  ne  contient  qu'un  nombre  fini  de 
substitutions;  donc  u  et  v^  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  détermi- 
nations. Nous  arrivons  donc  d'abord  à  la  conclusion  que  les  deux 
quotients 


yi 


ri 


sont  des  fonctions  algébriques  de  x,  que  nous  désignerons  par  u 
et  i\  Or  on  a 


ri  yt  ^3 

dyi  djTj  dy^ 

dx  dx  dx 

d^y\  d^Xi  diy^ 

dx^  dx^  dx^ 


=  e-^Pi'^', 


On  en  conclut,  en  remplaçant /^  et  j/'j  par  uy^  et  vy^^ 


a\ 


^  /du  d^s?       dv  d^u\  ^       . 
^'\dxd^~'did^^)"^^     ^'''^' 


P.  —  IIL 
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et,  par  conséquent,  yt  s'exprime  par  une  quadrature  et  il  en  est 
de  même  pour^o  et^j.  Si  les  racines  des  équations  fondamen- 
tales déterminantes  pour  tous  les  points  singuliers  de  E  sont  corn- 
mensurableSy  l'exponentielle  qui  figure  dans  le  second  membre 
sera  nécessairement  une  fonction  algébrique,  et  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  sera  alors  algébrique.  Ainsi  l'étude  de  la  nature 
des  intégrales  de  l'équation  (E)  est  très  facile  quand  le  genre  de 
la  relation  F  est  supérieur  à  l'unité. 

Nous  sommes  dans  des  circonstances  moins  simples  si  le  genre 
de  là  relation  F  ne  dépasse  pas  l'unité.  La  courbe  F(i,  //,  i^')  =  o 
doit  être  alors  une  courbe  qui  se  transforme  en  elle-même  pour 
un  groupe  de  transformations  projectiles.  Or  MM.  Klein  et  Lie 
ont  déterminé  toutes  ces  courbes  {Comptes  rendus,  1870)  et  voici 
le  résultat  auquel  ils  sont  parvenus;  ces  courbes,  pour  un  choix 
convenable  de  coordonnées,  se  ramène  à  une  des  formes 

Sans  entrer  dans  le  détail  de  cette  recherche,  il  ne  sera  pas 
long  d*cn  indiquer  le  principe.  Le  groupe  projectif  qui,  par  hy- 
pothèse, transforme  la  courbe  en  elle-même  admettra  au  moins  un 
sous-groupe  à  un  paramètre  ;  soient 

les  équations  définissant  ce  groupe  F  à  un  paramètre.  Supposons 
que 

soit  l'équation  d'une  courbe  que  F  transforme  en  elle-même.  On 
aura  nécessairement  alors,  pour  tout  point  de  la  courbe, 


et,  comme 


-f-  éir  H-  -f-  cÇv  =  o, 
dx  «0^ 


il  en  résulte  que  la  courbe  satisfait  à  l'équation  difTérentielle 

dx       dy 
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La  courbe  cherchée  sera  donc  une  courbe  intégrale  de  celle 
équation  différentielle.  On  conçoit  alors  comment,  après  avoir 
fait  la  recherche  de  tous  les  groupes  projectifs,  on  peut,  par  Tin- 
légration  d'une  équation  différentielle,  arriver  aux  courbes  cher- 
chées. MM.  Klein  et  Lie  démontrent  de  plus  que,  pour  les  deux 
premiers  types,  en  supposant  que  le  premier  ne  se  réduise  pas  à 
Téquation  d'une  conique,  il  n'y  aura  pas  d'autre  groupe  projectlf 
transformant  la  courbe  en  elle-même  que  le  groupe  à  un  para- 
mètre 

pour  la  première,  et,  pour  la  seconde,  le  groupe 

\  —  ax^         \  z=z y -\- b  (a  =  e^). 

Revenons  maintenant  à  notre  problème.  En  laissant  d'abord  de 
<:ôté  le  cas  de  la  conique,  nous  aurons  pour  relation  entre  //  et  v 
\v  seul  type 

1/"*     =     Ç"y 

m  et  n  étant  des  entiers,  puisque  le  second  type  est  transcendant. 
Donc,  pour  l'équation  linéaire  E,  en  excluant  les  cas  déjà  étu- 
diés et  celui  où  la  relation  en  Ire  ^1,  ^2  j  ^3  serait  du  second  degré, 
on  peut  admettre  que  cette  relation  a  la  forme 

vn  posant  toujours  u  =  ^  »  i'  =  ^^— .  Le  groupe  relatif  aux  trans- 
formations de  u  et  i^,  déduit  du  groupe  de  transformations  de 
l'équation  E,  sera  nécessairement,  s'il  dépend  d'un  paramètre  ar- 
bitraire, le  groupe 

{]  =  au,        \  =  bv  (a*»  =  6'*). 

On  voit  que  l'expression 

du 
dr 

a 

est  une  fonction  rationnelle  de  jki,  y-i^  y%  restant  invariable  par 
les  substitutions  du  groupe  de  l'équation,  et,  par  suite,  u  s'ob- 
tiendra par  une  quadrature,  et  v  s'en  déduira  immédiatement.  U 
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en  résulte  que  u  et  v  seront  de  la  forme 

(x  —  ai)«i(T  — aj)«j. . . . 

On  aura  ensuite  yt  par  la  formule  ()v),  et  j'i  sera  de  même 
forme,  ainsi  que^a  ct^^j. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  racines  des  équations  fon- 
damentales déterminantes  soient  commensurables  pour  tous  les 
points  singuliers  de  E;  il  est  visible  que  jKi,^2?  ^'3  seront  alors 
algébriques,  et  nous  retrouvons  alors  un  théorème  donné  par 
M.  Fuchs  dans  le  Mémoire  cité  : 

Si  ta  relation  F  est  de  degré  supérieur  à  deux ,  V équation  E 
s  intègre  algébriquement, 

32.  11  reste  à  examiner  le  cas  où  la  relation  F  est  du  second 
degré.  M.  Fuchs  démontre  alors  que  l'équation  E  est  Téquation 
donnant  le  carré  de  Tintcgrale  d'une  équation  linéaire  du  sccon<l 
ordre.  Nous  allons  l'établir,  en  nous  plaçant  toujours  au  point  de 
vue  de  la  théorie  des  groupes  de  transformations. 

On  peut  supposer  que  la  relation  quadratique  a  la  forme 

Le  groupe  de  transformations  de  l'équation 

(   Y,  r^  ayi  -f-  byi  h-  cj,, 

(S)  <  Y,  .=  a>,H-6>,-+-c>3, 

(  Y3  =a>,  -h  b'xi-^-  c'y^y 

sera  nécessairement  un  sous-groupe  du  groupe  général  à  quatre 
paramètres,  transformant  en  elle-même  l'équation  ^3 — yO'i  =0. 
Posons  alors 

on  en  déduira 

yz  =  uv  ; 

nous  avons  donc 

yi  =  w-,      yt  -  v'j      yi  =  "*•• 

Soit  de  même, 

Y,  =  U',        Y,  =  V«,        Y3=UV; 
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nous  aurons  alors 

U'  =  au*  -f-  ^w*  -!-  cuvj 

UV=:  a'u^-hb'^^i-i-cUiv. 

Or  //  et  V  étant  fonctions  des  deux  quantités^i  61^^21  ainsi  que 
U  et  V,  il  est  clair  que  U  et  V  sont  des  fonctions  de  u  et  r,  et  ce 
sont  les  expressions  de  U  et  V  en  w  et  v  que  nous  nous  proposons 
[)réciséinent  de  trouver.  Or,  des  trois  dernières  équations  écrites, 
on  peut  conclure  que  U  et  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  u 
cl  (-'.  Les  a,  b,  c  sont,  en  effet,  tels  qu'on  a,  quels  que  soient  u 
et  r,  ridentité 

(au*-r-  bv*  -H  CHv){a  u*  -^  b' v* -\- c  uv)  =(rt"i/«-f-  b" v* -\- c" uv y . 

U  en  résulte,  ou  bien  que  les  deux  trinômes 

aii^  -f-  />!'-  -h  cwr,  a'  u*-\-  6'p'h-  c'  uv 

ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant,  ou  bien  que  chacun 
d'eux  est  un  carré  parfait.  La  première  hypothèse  est  inadmis- 
sible, car  on  aurait  alors 

2.'  -  ^  -  £' 
a        b'        c 

et,  par  suite,  le  déterminant  de  la  substitution  (S)  serait  nul,  ce 
(|ui  est  impossible,  car  les  Y  doivent  être  comme  les  y  des  inté- 
grales formant  un  système  fondamental.  Il  en  résulte  que  nous 
sommes  dans  le  second  cas,  et  alors  U  et  V  sont  des  fonctions 
linéaires  de  u  et  r.  Par  suite  l'équation  linéaire  du  second  ordre 
ayant  pour  intégrales 

sera  à  coefficients  rationnels,  puisque  les  coefficients  de  cette 
équation,  mise  sous  la  forme 

seront  des  fonctions  rationnelles  de  y<,  ^a»  invariantes  par  les 
substitutions  du  groupe  de  l'équation  (E).  Nous  arrivons  donc  à 
la  conclusion  (\ueYéquation{E)est  V  équation  obtenue  en  posant 


y 


—  -î 
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z  étant  l'intégrale  générale  d'une  équation  (E')  du  second 
ordre:  c'est  le  résultat  obtenu  d'une  autre  manière  par  M.  Fuchs. 
On  pourra  aussi  consulter  sur  ce  sujet  divers  Mémoires  de  MM.  La- 
guerre,  Appell  et  Goursat  (•).  Je  montrerai  seulement,  pour  ter- 
miner, comment  on  pourra  reconnaître  si  une  équation  linéaire 
donnée 

rentre  dans  la  catégorie  précédente.  Si  l'on  pose 

z  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation 

di  z  dz 

on  aura,  pour^',  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  10),  une  équa- 
tion du  troisième  ordre  ;  un  calcul  facile  donne  pour  cette  équation 


d^y  d*y 

dx"^  dx^ 


/,,  ,       da\dy  (db  ,\ 


En  identifiant  cette  équation  avec  celle  qui  a  été  écrite  plus 
haut,  on  a 

B  —  —  a,         3  C  =  2  a'  —  1  6  -  >  1  >       'i  {>.ab  —  -.-y 

L'élimination  de  «  et  6  entre  ces  trois  équations  donne  l'équa- 
tion de  condition 

îB^  H-  6B  -,-    -h    ,—  —  6BC  —  3  -; i-  20  =  o, 

dx        dx^  dx 

qui  exprime  la  condition  cherchée. 


(')  Laouerre,  Com/?^c*  rendus,  t.  LXXXV^III,  p.  ia4  et  ai6;  Appell,  .4/ina/e* 
de  V École  Normale,  i88i;  Goursat,  Bulletin  de  la  Société  mathématique, 
i883. 
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VI.  —  Réduction  du  groupe  de  transformations  d'une  équation 
linéaire  ;  théorème  de  M.  Vessiot  sur  les  équations  intégrables 
par  quadratures. 

33.  On  peut,  relativement  à  la  réduction  du  groupe  de  trans- 
formations d'une  équation  linéaire,  développer  une  théorie  ana- 
logue à  celle  qui  a  été  étudiée  daus  la  Section  VI  du  Chapitre  pré- 
cédent; c'est  l'objet  de  la  thèse  déjà  citée  de  M.  Vessiot.  Ce  sujet, 
pour  être  approfondi,  demanderait  sur  les  groupes  de  transforma- 
lions  des  études  plus  complètes  que  celles  qui  ont  été  faites  plus 
haut;  il  appellerait  d'ailleurs  encore  bien  des  recherches.  Nous 
allons  nous  borner  aux  analogies  les  plus  immédiates  entre  les 
deux  théories  en  nous  plaçant  à  un  tout  autre  point  de  vue  que 
M.  Vessiot  et  en  prenant  toujours  pour  guides  les  idées  de  Galois 
sur  la  théorie  des  équations. 

Nous  considérons,  pour  un  domaine  donné  de  rationalité,  une 
équation  linéaire  ajant  le  groupe  G  comme  groupe  de  transfor- 
mations. Soit 

une  fonction  rationnelle  d'un  système  fondamental  d'intégrales, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x  appartenant  au  do- 
maine de  rationalité.  Reprenons  aussi  l'équation 

d'ordre  p  qui  joue  dans  notre  théorie  le  rôle  essentiel.  En  rem- 
plaçant les  j^  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V,  on  peut  regar- 
der cp  comme  une  fonction  de  V  et  de  ses  dérivées,  et  nous  écri- 
rons 

(a) 


/      d\  df'\\ 


Si  la  fonction  co  est  prise  arbitrairement,  elle  dépend  de/?  con- 
stantes arbitraires,  quand  on  prend  pour  V  l'intégrale  générale 
de  l'équation/;  la  fonction  cp  satisfera  alors  à  une  équation  diflé- 
rentielle  d'ordre  p.  Mais  il  pourra  arriver  que,  V  étant  toujours 
l'intégrale  générale  de/,  la  fonction  cp  ne  dépende  que  de/>'  con- 
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stantes  arbitraires  (/?'  <!/>)•  Dans  cf  cas,  o  satisfera  à  une  équa- 
tion difTérenlielIe  d'ordre  /?', 


K"?'â'"'"è^^)""' 


les  coefficients  étant  des  fonctions  de  x  appartenant  au  domaine 
de  rationalité.  On  voit  que  cette  équation  est  analogue  à  l'équa- 
tion S(îp)  =  o  considérée  dans  le  Chapitre  précédent  au  §  32. 

Si  l'on  prend  pour  V  une  intégrale  déterminée  v  de/,  la  fonc- 
tion cp  est  complètement  déterminée.  Quand  on  y  remplace  r  par 
la  combinaison  linéaire  de  v  et  ses  dérivées,  qui  donne  l'intégrale 
générale  de  y  (§20),  on  obtient  par  hypothèse  une  fonction  dépen- 
dant, non  de/?,  mais  seulement  de/?'  arbitraires.  Il  en  résulte  que  la 
fonction  <p  restera  invariable  pour  les  substitutions  d'un  groupe  G' 
de  transformations  dépendant  de  p  — p'  arbitraires.  Ce  groupe  G' 
dépendra,  en  général,  de  la  solution  choisie  (>,  mais  il  peut  arriver 
que  ce  groupe  ait  un  sous-groupe  F  ne  dépendant  pas  de  r;  alors 
ce  sous-groupe  F,  dont  nous  désignerons  par  s  le  nombre  des  ar- 
bitraires, laisse  invariables  toutes  les  fonctions  <p  déduites  de  la 
fonction  initiale  par  toutes  les  substitutions  du  groupe;  on  peut 
encore  dire  qu'il  laisse  invariables  toutes  les  intégrales  de  S.  II  est 
l'équivalent  du  groupe  (H)  qui,  en  Algèbre,  laisse  invariable  les 
fonctions  cp  racines  d'une  équation  S(o)  (§34  du  Chapitre  XVI). 

34.  Avant  d'aller  plus  loin,  cherchons  quelle  dépendance  existe 
entre  deux  fonctions  rationnelles  des  intégrales  et  de  leurs  déri- 
vées restant  invariables  par  les  substitutions  d'un  même  groupe  G| 
contenu  dans  G  et  dépendant  de  q  arbitraires;  nous  supposons 
que  la  fonction  ç  considérée  ci-dessus  reste  invariable  par  les 
substitutions  de  Gi  et  par  ces  substitutions  seulement. 

Quand  on  met  à  la  place  de  V  une  intégrale  déterminée  v  de 
l'équation  /,  la  fonction 


\    '  dx 


dP  V\ 
dxP  ) 


envisagée  plus  haut  (§  33),  représente  une  fonction  déterminée 
de  Xy  que  nous  désignons  par  ç,  et  elle  reste  invariable  quand  on 
met  à  la  place  de  v  une  autre  intégrale  V  dépendant  de  q  constantes 
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arbitraires,  celte  intégrale  correspondant  précisément  au  groupe G| 
de  transformations;  ceci  revient  à  dire  que,  les  deux  équations 
différentielles  en  V,  désignées  par  [f)  et  (a),  ont  une  solution 
commune  dépendant  de  q  constantes  arbitraires.  On  peut  former, 
par  des  calculs  d'élimination,  Téquation  différentielle  d'ordre  q 
donnant  cette  solution;  elle  sera  de  la  forme 


R  (v, 


d\  dn\         do 

-     '  j    •  •  •>    -, —  f    O,  ——  >    •  •  •   I   =  o, 

dx  djc't      ''  dx  ' 


où  nous  avons  mis  en  évidence  '^  et  ses  dérivées. 

Soit  maintenant  cpj  une  seconde  fonction  rationnelle  des  inté- 
grales restant  invariable  par  les  substitutions  de  G|  ;  nous  pouvons 
exprimer  les  intégrales  j>^i,  ...,^/i  à  Taide  d'une  fonction  V  in- 
tégrale de  l'équation  R  :  cette  fonction  Çi   prend  alors  la  forme 

/.,  dV  dn\         do  \ 

et  elle  doit  rester  invariable,  quand  on  met  à  la  place  de  V  une 
intégrale  quelconque  de  Téquation  R.  Si  cette  dernière  équa- 
tion est  algébriquement  irréductible   par  rapport   à  -^-^   et  que 

\  soit  son  degré  par  rapport  à  cette  dérivée,  on  réduira  dans 
74,  mis  sous  la  forme  d'un  quotient  de  polynômes,  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  à   être  seulement  de  degré  \ — i  en 

-j  —  y  en  se  servant  de  Téijuation  R,  et  dans  y^^   ainsi  préparé,  on 

voit  immédiatement,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans 
rétablissement  du  second  théorème  fondamental  (Section  IV  de  ce 
Chapitre),  (jue  V  et  ses  dérivées  doivent  disparaître,  et,  par  suite, 
c^i  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de '^,  de  ses  dérivées  et  des 
quantités  du  domaine  de  rationalité. 

Si  R  n'était  pas  algébriquement  irréductible,  le  groupe  G|  se- 
rait complexe,  mais  cpi  restant  par  hypothèse  invariable  pour  le 
groupe  G|,  le  raisonnement  précédent  est  applicable  à  tous  les 
groupes  non  complexes  composant  G|,  et  nous  avons  toujours  la 
même  conclusion  qui  rappelle  entièrement  le  théorème  de  La- 
grange  étendu  aux  valeurs  numériques  des  fonctions  rationnelles 
des  racines  d'une  équation  :  la  fonction  o^  s^ exprime  rationnel- 
lement à  Vaide  de  »  et  de  ses  dérii'ées, 

P.  -  III.  37. 
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35.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  réduction  du  groupe  d'une 
équation.  Adjoignons  au  domaine  primitif  l'intégrale  générale  çp  de 
Téquation  S  considérée  plus  haut,  qui  reste  invariable  par  les  sub- 
stitutions du  groupe  Fdu  §  33.  Nous  allons  établirque  V adjonction 
de  cp  réduira  à  Y  le  groupe  de  V équation  donnée^  proposition 
toute  semblable  à  celle  qui  a  été  établie  au  §  33  du  Chapitre  précé- 
dent. Eu  effet,  après  l'adjonction  de©,  le  groupe  de  l'équation  ne 
peut  contenir  que  des  substitutions  du  groupe  initial  G  n'altérant 
pas  y  ;  donc  le  groupe  ne  peut  être  que  F  ou  un  groupe  contenu 
dans  r.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  substitutions  de  F 
feront  partie  du  groupe  cherché,  car  toute  fonction  des  intégrales 
exprimable  rationnellement,  aprt'^s  l'adjonction  de  y,  s'exprimera 
rationnellement  à  l'aide  de  o  et  de  ses  dérivées:  elle  restera  donc 
invariable  par  toutes  les  substitutions  de  F.  Inversement,  toutes 
les  fonctions  des  inlé^^rales,  invariables  par  les  substitutions  de  F, 
s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  o  et  de  ses  dérivées, 
d'après  le  théorème  du  paragraphe  précédent.  Le  groupe  de 
l'équation,  après  l'adjonction  de  o,  est  donc  bien  le  groupe  F. 

36.  On  peut  étendre  à  un  sous-groupe  F,  contenu  dans  un 
groupe  G  de  transformations,  la  notion  de  sous-groupe  invariant  si 
important  dans  la  théorie  algébrique;  il  n'y  a  rien  à  changer  à 
la  définition.  Montrons  que  le  groupe  F,  auquel  nous  venons  de 
réduire  le  groupe  de  Féquation,  est  invariant  dans  le  groupe 
initial  G.  Nous  avons 


/      dv  dPv\ 

9  =  /.[^'Zr'---'-cûl') 


t't  celte  fonction  ne  change  pas  quand  on  remplace  c  par  une 
combinaison  linéaire  de  v  et  de  ses  dérivées  répondant  précisé- 
ment au  groupe  F.  Soit  h  une  substitution  de  F,  et  s  une  substi- 
tution quelconque  de  G;  la  substitution  s  transforme  les  v  en 
des  Y,  et,  par  suite,  r  en  une  certaine  intégrale  \  de/".  La  fonc- 
tion o  devient  4>,  et  l'on  a 

A'  dP  \ 


(^elle  fonction  4>,  considérée  comme  fonction  des  \,  reste  în- 
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variable  quand  on  effectue  sur  ceux-ci  la  substitution  A,  ce  qui  re- 
vient à  remplacer  V  par  la  combinaison  linéaire  de  V  et  de  ses 
dérivées  dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Si,  enfin,  on  remplace 
les  Y  par  les^,  c'est-à-dire  si  Ton  effectue  la  substitution  5"*,  on 
retombe  sur  la  fonction  cp;  par  suite,  la  substitution 

transforme  la  fonction  o  en  elle-même.  Donc  cette  substitution 
appartient  à  F.  Ainsi  la  transformée  de  h  par  une  substitution 
quelconque  s~*  de  G  appartient  à  F  :  c'est  dire  que  ce  dernier 
groupe  est  invariant  dans  G. 

37.  On  voit  que  l'on  est  conduit  par  les  théorèmes  précédents 
à  décomposer,  s'il  est  possible,  G  de  manière  à  avoir  une  suite  de 
♦groupes  algébriques  linéaires  et  homogènes 

G,    Gi,     ...,     Gj, 

tels  que  chacun  d'eux  soit  un  sous-groupe  invariant  du  précédent, 
le  dernier  groupe  G,  n'ayant  pas  de  sous-groupe  invariant  dépen- 
dant de  paramètres  arbitraires.  Par  l'adjonction  successive  des 
intégrales  d'équations  S,  nous  ramènerons,  à  ne  plus  avoir  d'arbi- 
traires, le  groupe  de  l'équation  qui  sera  alors  intégrée.  Déjà 
M.  Lie,  dans  la  théorie  générale  des  groupes,  avait  été  conduit  à 
envisager,  pour  un  groupe  de  transformations  quelconque,  une 
suite  analogue  à  la  précédente,  où  chaque  groupe  est  un  sous- 
groupe  invariant  du  précédent.  On  peut  même  supposer  de  plus 
que  chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  du 
précédent,  c'est-à-dire  que,  étant  considérés  par  exemple  G  et 
G,,  il  n'existe  pas  de  sous-groupe  invariant  de  G,  dépendant  d'un 
])lus  grand  nombre  de  paramètres  que  Gj,  et  contenant  G<.  L'éta- 
blissement d'une  telle  suite  constitue  ce  que  M.  Lie  a  appelé  une 
décomposition  normale  du  groupe  G  en  une  série  de  sous-groupes, 
et  l'on  peut  établir  à  ce  sujet  un  théorème  qui  rappelle  celui  de 
M.  Jordan.  Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  tous  ces  points  qui 
nous  entraîneraient  trop  avant  dans  la  théorie  des  groupes  de 
transformations.  Nous  allons  étudier  seulement  le  cas  où  l'on  ad- 
joindrait les  intégrales  d'une  équation  différentielle  auxiliaire, 
étude  analogue  à  celle  qui  a  été  faite  au  §  36du  Chapitre  précédent. 
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38.  Supposons  que  nous  adjoignions  au  domaine  primitif  de 
rationalité  Tinlégrale  générale  r  de  Téquation 

ft^r  _     f  (t^-^ 


dxy< 


que  nous  désignerons  par  F(r)=  o.  Nous  supposons  que  l'équa- 
tion n'a  de  solution  commune  avec  aucune  équation  algébrique 
d'ordre  moindre;  les  coefficients  de  P,  qui  est  rationnel  par  rap- 
port à  r  et  ses  dérivées,  appartiennent  au  domaine  de  rationalité. 
Si  l'adjonction  de  r  réduit  le  groupe,  l'équation 

^  \    '  dx'  '"'  dxP  ) 

aura  une  intégrale,  correspondant  à  un  système  fondamental, 
commune  avec  une  équation  différentielle  d*ordre  moindre,  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  du 
domaine  primitif,  de  r  et  ses  dérivées.  Soit^i  l'équation  d'ordre 
minimum  jouissant  de  cette  propriété;  l'équalion 

^  A,   dW  dP'W         dr  ff^--ir\  ,    , 

'^^V^dx'""7l^"'^di""'d^^0'^''  ^^^' 

joue,  dans  le  nouveau  domaine  de  rationalité,  le  rôle  que  jouait^ 

dans   le    domaine   primitif.    Le    groupe   de    transformations    de 

rrqualiou,    après  Tadjonclion  de   r,    dépend   de  p'  paramètres. 

Nous  allons  établir,  au  sujet  de  ce  nombre,  une  inégalité  très  ini- 

porlanle.  Je  dis  que 

P'  tP  -  X. 

Supposons,  en  effel,  p^ ^=  p  —  A  —  p  ;  différentions  X  fois  l'équa- 
lion y\.  Nous  aurons  ainsi  X  -i-  i  équations  entre 

.,       dV  dP-9\  dr  rA->r 

'      dx  dxP-9  dx  dx*-^ 

Nous  pouvons  entre  ces  équations  éliminer  r  et  ses  A  —  i  déri- 
Nrtvs,  v\  nous  aurons  ainsi  une  relation  de  la  forme 


MÛ  loH  roolficicnls appartiennent  au  domaine  initial  de  rationalité 
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L'expression  V,  correspondant  à  un  système  fondamental,  satisfe- 
rait donc  à  une  équation  d'ordre  moindre  que  p,  ce  qui  est  im- 
possible. Cette  équation  ne  se  réduira  pas  à  une  identité,  car 
chaque  équation  contient  une  dérivée  de  V  ne  fi«;urant  pas  dans 
les  précédentes. 
L'inégalité 

est  donc  établie  et  nous  pouvons,  par  suite,  dire  qu^après  V ad- 
jonction de  r,  le  groupe  de  i équation  contient  au  moins  p  —  a 
paramètres,  Ndus  désignerons  par  G  le  groupe  initial,  et  par  F  le 
groupe  après  l'adjonction  de  r. 

Il  importe  d'approfondir  davantage  la  nature  de  ce  groupe  T. 
Pour  une  intégrale  r  de  F(r)  =  o,  nous  avons  une  équation /i  dé- 
terminée, et  Tiùtégrale  générale  de  cette  équation  s'obtient  linéai- 
rement à  l'aide  d'une  intégrale  particulière  et  de  ses  dérivées,  les 
coefficients  qui  appartiennent  au  domaine  primitif  dépendant  de 
p'  arbitraires.  Je  dis  que,  si  l'on  met  à  la  place  de  r  une  autre 
intégrale  R  de  F,  l'intégrale  générale  de  la  nouvelle  équation  fx 
s'exprimera  de  la  même  manière  au  mo^en  d'une  intégrale  parti- 
culière et  de  ses  dérivées.  Désignons  par 


e 


l'expression  de  l'intégrale  de /i,    correspondant  à  /*  ;   les  deux 

équations 

f  f^   d\  dp^        dr         X  _ 

^'\    '  dx'  *••'  dxp"  ''  dx'  '")-''' 

•^»(^'£'  ••- ' )=^ 

sont  deux  équations  eu  V,  et  toutes  les  solutions  de  la  première 
appartiennent  à  la  seconde;  ceci  entraîne  des  relations  entre  /•  et 
ses  dérivées,  qu'on  peut  ramener  à  l'ordre  X — i  au  plus.  Ces 
équations  de  condition  doivent  être  des  identités,  d'après  l'hypo- 
thèse faite  sur  l'irréductibilité  de  F,  et  l'on  en  conclut  de  suite  le 
résultat  annoncé.  On  remarquera  encore  que  l'on  passe  de  l'é- 
quation ^i,  correspondant  à  r,  à  l'équation  y<,  qui  correspond 
à  R,  en  remplaçant  V  par  une  combinaison  linéaire  convenable 
de  V  et  de  ses  dérivées. 
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39.  L'intégrale  générale  de /i  appartient  à^;  pour  une  inté- 
grale r  (le  F,  Téquation  /,  en  V  a  son  intégrale  générale  dépendant 
de  p^  constantes  arbitraires;  en  faisant  varier  r,  on  doit  obtenir 
toutes  les  intégrales  de/,  car  si  Tintégrale  générale  de  f^  dépen- 
dait de  moins  de  p  constantes  (y  compris  les  constantes  ûgiirant 
dans  /•),  on  formerait  par  des  calculs  algébriques  Péquation  d'ordre 
inférieur  à  p  dont  dépendrait  cette  fonction,  et  cette  équation  au- 
rait ses  coefficients  appartenant  au  domaine  initial  de  rationalité. 
Le  nombre  p  ne  pourrait  pas  alors  correspondre  au  groupe  de 
Téqualion  pour  ce  domaine. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  que  F  est  un  sous-groupe 
invariant  de  G.  Soit  une  intégrale  v  correspondant  à  une  équa- 
tion/i  dans  laquelle  on  a  mis  une  certaine  intégrale  r  de  F;  il 
correspond  à  v  des  intégrales ^|,^2>  •••;^/i  de  l'équation  pro- 
posée. Effectuons  sur  les  y  une  substitution  quelconque  s  du 
groupe  G;  les^  deviennent  des  Y  auxquels  correspond  une  fonc- 
tion V.  Celle-ci  est  une  intégrale  d'une  équation /i  dans  laquelle 
/•  a  été  remplacée  par  R.  En  effectuant  sur  les  Y  une  substitution 
h  de  r,  on  remplace  V  par  une  autre  intégrale  V  de  la  même 
équation,  d'après  ce  (|ue  nous  avons  dit  plus  haut  ;  enfin  la 
substitution  5~'  nous  ramène  de  V  à  une  intégrale  ^'  de  l'équa- 
tion initiale  y*!  relative  à  /*.  La  conclusion  est  que  la  substitution 

transformée  de  h  par  5"*,  appartient  au  groupe  F,  puisqu'elle  est 
la  substitution  correspondant  au  passage  de  i^  à  i^';  donc  F  est  in- 
variant dans  G. 

11  est  inutile  d'insister  sur  l'analogie  des  théorèmes  précédents 
avec  les  propositions  établies  au  §  36  du  Chapitre  précédent. 

40.  Nous  allons  appliquer,  avec  M.  Vessiot,  le  théorème 
précédent  à  la  recherche  des  équations  linéaires  intégrables  par 
quadratures;  c'est  un  problème  que  Ton  peut  regarder  comme 
l'analogue  du  problème  de  Galois,  relatif  aux  équations  résolubles 
par  radicaux.  Mais  il  nous  faut  auparavant  revenir  un  instant  sur 
la  théorie  générale  des  groupes  de  transformations  pour  définir 
une  classe  particulière  de  groupes  étudiés  par  M.  Lie.  Un  groupe 
de  transformations  est  dit  intégrable  s'il  contient  un  sous-groupe 
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invariant  ayant  un  paramètre  de  moins  que  lui,  celui-ci  de  même 
et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  donc  une  suile 

chaque  groupe  élant  un  sous-groupe  invariant  du  précédent  et 
ayant  un  paramètre  de  moins  que  lui,  et  le  dernier  groupe  étant  à 
un  seul  paramètre. 

M.  Lie  a  donné  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
groupe  d'ordre  r  soit  un  groupe  inlégrable.  Cette  condition  est 
la  suivante  ;  on  pourra  prendre  les  r  transformations  infinité- 
simales du  groupe,  que  nous  désignons  comme  précédemment  par 

de  telle  sorte  que  tout  crochet 

(X/Xf+A-), 

qui  doit  être  une  combinaison  linéaire  des  X,  soit  seulement  une 
combinaison  linéaire  de 

H  s'agit  ici  de  groupes  de  transformations  quelconques.  Si  l'on 
considère  des  groupes  linéaires  et  homogènes,  M.  Lie  (')  a  dé- 
montré que,  le  groupe  étant  supposé  intégrable,  on  peut  choisir 
les  variables  de  manière  que  toutes  les  transformations  infinitési- 
males du  groupe  soient  de  la  forme 

$1  ne  dépendant  que  de  x^,  Ça  q"^  de  X\  et  ^2»  •  •  •>  et,  d'une  ma- 
nière générale,  Ç/  de  Xx,  ^2,  •  •  •  ?  ^ô  toutes  les  lettres  $  représen- 
tant d'ailleurs  des  fonctions  linéaires  et  homogènes. 

il.  Considérons  maintenant  une  équation  linéaire 

fjm  y  f/'H-l   y 

que  nous  supposons  inlégrable  par  quadratures.  Soit  G  son 


(')  s.  Lie,  Théorie  der  Transformationsgruppen,  t.  I,  p.  589, 
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or 


roupc.  L'adjonction  d'un  certain  nombre  de  quadratures,  qui 
se  présentent  d'abord  dans  le  calcul  de  l'intégrale,  peuvent  ne 
pas  réduire  G,  mais  il  arrivera  nécessairement  un  moment  où 
l'adjonction  d'une  quadrature  réduira  le  groupe  de  l'équaliou  ; 
or,  adjoindre  une  quadrature,  c'est  adjoindre  une  intégrale  de 
l'équation 

h  appartenant  ici  au  domaine  primitif  auquel  on  a  adjoint  les 
quadratures  antérieures  qui  par  hypothèse  ne  réduisaient  pas  le 
groupe.  L'adjonction  de  /•  diminuant  le  nombre/?  des  paramètres 
de  G,  le  groupe  se  trouve  ramené,  d'après  le  théorème,  du  §  39, 
à  un  groupe  d'au  moins  p —  i  paramètres  (X  =  i);  le  groupe 
réduit  Gi  aura  donc  ce  nombre  de  paramètres.  On  continuera  ainsi 
jusqu'à  la  réduction  du  groupe  de  l'équation  à  un  groupe  ne  ren- 
l'ermant  plus  d'arbitraire,  et  alors  l'équation  sera  intégrée. 
Nous  aurons  donc  une  suite  de  groupes 

G ,     Gi ,     . . .  f     G^ , 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  la 
différence  du  nombre  des  paramètres  de  deux  groupes  consécutifs 
quelconques  G/ et  G/^i  étant  égale  à  l'unité,  et  le  dernier  groupe 
ne  dépendant  que  d'un  paramètre.  Nous  pouvons  donc  dire  que, 
.<?/  une  équation  linéaire  est  intégrable  par  quadratures,  son 
tsroupe  de  transformations  est  intégrable. 

42.  La  réciproque  de  ce  théorème  est  exacte  :  nous  allons  mon- 
trer que  si  le  groupe  de  transformations  d'une  équation  linéaire 
est  intégrable,  cette  équation  sera  intégrable  par  quadratures. 

Il  résulte  d'abord  du  théorème  du  §  40,  que  l'on  peut  choisir 
les  intégrales  d'un  système  fondamental  de  telle  sorte  que  les 
transformations  finies  du  groupe  soient  de  la  forme 

Yi   =  «11  ji, 

Y3      =03,7,  -T-  as,  7,-+-  «33  V3, 


Yw  =  Clm\y\  -+-  <2/w2^î  -i-.  .  .-T-  afnmym' 
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Le  groupe  G  de  réquatîon  ne  comprenant  que  des  Iransforma- 
lions  de  celle  forme,  il  est  visible  que  l'expression 

dvi 

dx 

reste  invariable  par  les  substitutions  de  G  et  est,  par  suite, 
exprimable  rationnellement. 

Nous  aurons  donc  une  première  intégrale  dont  la  dérivée  lo- 
garithmique sera  rationnelle.  Faisant  alors  le  changement  de 
variable 

y  =y\  j  zdx, 

nous  aurons  une  équation  d'ordre  m  —  i,  dont  l'intégrale  géné- 
rale sera 

±(y.\. 

En  désignant  par  :;,,  z^^  .  . .,  Zm-\  les  intégrales  de  cette  équa- 
tion correspondant  à ^^2»  •  •  •  ?  J^mj  son  groupe  aura  seulement  des 
substitutions  de  la  forme 


Z/n-l  =  ^m,î  ^\  -H  ^/n,S  -Sj  -+-...  -I-  Clin^m  ^ 


m    \ 


Nous  pouvons  donc  raisonner  sur  l'équation  en  z  comme  sur 
l'équation  initiale.  Nous  aurons  pour  l'équation  en  z  une  inté- 
grale dont  la  dérivée  logarithmique  sera  rationnelle  dans  le  nou- 
veau domaine  de  rationalité,  c'est-à-dire  après  l'adjonction  de j^i 
au  domaine  primitif.  On  continuera  ainsi,  de  proche  en  proche, 
cl  l'on  voit  que  l'on  trouvera,  par  des  quadratures  successives,  tous 
les  éléments  d'un  système  fondamental.  Le  théorème  énoncé  esl 
donc  établi,  et  nous  avons  la  proposition  suivante,  due  à  M.  Ves- 
siot  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu  une  équation 
linéaire  soit  intégrable  par  quadratures  est  que  son  groupe 
de  transformations  soit  intégrable. 
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43.  Il  résulte  îramédiateraent  de  là  el  des  ihéorèines  généraux 
de  M.  Lie  sur  les  groupes  linéaires  que  Téquation  générale 
d'ordre  m,  c'esl-à-dirc  une  équation  linéaire  dont  le  groupe  est 
le  groupe  général  à  m^  paramètres  n'est  pas  intégrable  par  qua- 
dratures. M.  Lie  a,  en  effet,  montré  (*)  que  le  groupe  linéaire  à 
ni'  paramètres  admet  un  seul  sous-groupe  invariant  d'ordre 
nt^  —  I  ;  c'est  le  groupe  pour  lequel  le  déterminant  de  la  substi- 
tution est  égal  à  l'unité.  De  plus,  ce  dernier  groupe  n'admet  aucun 
sous-groupe  invariant.  II  est  clair  alors  que  les  conditions  du  pa- 
ragraphe précédent  ne  sont  pas  remplies. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  théorie  des  groupes 
de  transformations  d'une  équation  différentielle  linéaire.  Nous 
pensons  avoir  sufGsammcnt  montré,  dans  cette  Section  et  dans 
la  précédente,  l'intérêt  de  celte  théorie,  qui  n'est  que  l'extension 
bien  naturelle  à  une  question  d'Analyse  des  idées  si  fécondes 
introduites  en  Algèbre  par  Galois. 

(*)  S.  Lie,  Théorie  der  Transformatioiisgruppen,  t.  I,  cUap.  \XVl. 
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